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PROBLEMES D’UNICITE
DANS LES REPRESENTATIONS D’OPERATEURS
SUR L’ESPACE DE FOCK

Stéphane ATTAL

Université Louis Pasteur
Département de mathématiques
7, rue René Descartes
67084 Strasbourg Cedex, France

I Introduction

Dans le cadre du calcul stochastique quantique, défini dans Hudson & Par-
thasarathy [2], certains opérateurs sur I’espace de Fock admettent des représen-
tations intégrales du type représentation prévisible, (cf Parthasarathy & Sinha
(8] et [9]) ou des représentations en noyaux de Maassen, du type représentation
chaotique, (cf Maassen [4], Meyer [5] et Dermoune [1]). Lorsqu’un opérateur peut
étre représenté de I’'une ou 'autre maniére, se pose la question de 'unicité d’une
telle représentation.

Il est connu, cf Lindsay [3], qu’en général une représentation intégrale, T' =
S Jo T H2(s)da?(s) n’est pas unique. Par contre, il est démontré dans le méme
T

article que, sur I’espace de Fock de multiplicité finie, si on se restreint aux H 2(s)
fermables, la représentation est unique. Nous nous proposons, dans une premiére
partie, d’éclairer ces résultats par un nouveau contre-exemple qui fait apparaitre
explicitement l’origine du probléme de non-unicité. Nous faisons ensuite un
détour par le “bébé Fock”, ol 'on voit que les conditions d’unicité sont tres
liées a la notion de prévisibilité. Nous achevons cette partie en démontrant que
la condition de fermabilité donne I'unicité, pour un espace de Fock de multiplicité
quelconque (au plus dénombrable).

En ce qui concerne les représentations en noyaux de Maassen, il est connu que
'unicité a toujours lieu en multiplicité 1 (Meyer [6]). Dans une seconde partie,
nous étendons ce résultat aux espaces de Fock de multiplicité finie quelconque.

II Notations et rappels

Soit G un espace de Hilbert séparable avec une base orthonormale (ea)aen
fixée, ot V est un ensemble d’indices au plus dénombrable et ne contenant pas
0. Pour tout ¢t € IR, on note @, @, et P[; les espaces de Fock bosoniques sur
L*(R*;G), L*([0,t];G) et L*(Jt,+oo[;G). On interpréte & comme L%(Q, F, P)
ou (£2,F,P) est I’espace de Wiener; le mouvement Brownien sur ) est noté
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(W*)qen €t sa filtration naturelle (F;),5, (pour tout ¢t € IRY, dW? signifiera
dt). On a alors &y = L*(Q, Fy, P).
On désigne par I Popérateur identité sur ®. Pour un f dans L2(R+; G), on note

( fA, sa f—iéme composante dans la base orthonormale (ea)aens BEN
f°, la fonction constante 1

A
4 ft] = fﬂ[o,t]
fit 2 Fl ol

L €(f), le vecteur cohérent associé.

Soit £ le sous-espace linéaire engendré par les vecteurs e(f) quand f parcourt
L*(R*;G).

Les familles d’opérateurs de création, d’annihilation et d’échange, définies
dans Parthasarathy & Sinha [9], sont notées respectivement (af),cn (a2) N

et (ag)a,ﬂe./\f'
Dans la suite nous ferons toujours la convention suivante : les lettres du
début de I’alphabet grec a, 8, parcourent NV, celles de la fin de ’alphabet p, o, T

parcourent N 2 NU {0}, mais les couples (p,o) parcourent seulement M =

2
N\ {(0,0)}.
Un processus d’opérateurs (H2(s)),>,, de domaine contenant £, est dit
adapté si, pour tout s € R*, f € L2(R+; ),

{ny’(s)ﬁ(fs]) € 2y
Hp(s)e(f) = (HE(s)e(fq))e(fis)-

Dans Parthasarathy & Sinha [9] et Meyer [7] il est prouvé que si (HY), , est
une famille de processus adaptés, définis sur £, qui vérifie

(H-l)l D UHSSe(FDIP+HIHY DI+ D FAS)HE($)e(fa)ll Yds < oo
a B
pour tout t € R et f € L2(IR*;G), alors l'intégrale stochastique
t
L2 Y [Hxedas) , te R,
pyo V0

est bien définie comme un processus adapté d’opérateurs sur € vérifiant pour tout
t et tout f,

(M2) ILe(fg) =3 /0 F ) Le(f) dWe + Y / £7(s)HE(s)e( ) AWE.
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Dans la suite, chaque fois qu'une de ces intégrales stochastique apparait on
suppose que les processus (Hf), , vérifient (I1.1).

Dans la partie concernant les noyaux de Maassen, on suppose que la di-
mension de G est finie. Il faut noter que nous utilisons, dans cet exposé, la
terminologie “noyaux de Maassen” pour désigner, en multiplicité 1, les noyaux
A trois arguments, dit “noyaux de Maassen-Meyer” et, en multiplicité finie, leur
extension naturelle, décrite dans Dermoune [1].

Soit P 1’ensemble des sous-ensembles finis de 1R+ Soit B(M) I'ensemble
des éléments 4 = (45),, de PM tels que AP et A, ”, sont disjoints pour tout
(p,o) # (p',0"). De la méme fagon, soit P(N) I'ensemble des éléments U = (U )a
de PN tels que U, et Uy sont disjoints pour tout a # o'. On utilise le signe
somme pour désigner une union d’éléments disjoints de P. Pour un A dans P(M)
on note, pour tout a dans N,

A S (43), ot 4o 2 (42),
SeA2Y Az et T A2 S A
4 P

On note ' (resp. X.) l'application de P(M) dans P(N) telle que £°A4 £
(B9A4), (resp. T.4 £ (Tad)a)-

Si A et N appartiennent respectivement a P(M) et P(N), alors A°N désigne
P’élément de P(M) tel que

° AL sip#0
[ (4
(AN)"—{N,,sip=0

et A!N désigne I'élément de P(M) tel que

. Alsip#o
P __ o P
(AN), = {N,, sip=o.
Enfin, pour U et V dans B(N), U + V désigne 1'élément de P(N) tel que
(U +V), =Uq+Vy pour tout @ dans N.
Rappellons qu’un noyau de Maassen est un opérateur sur ® de la forme

K= / R(a) TT data2)
AEP (M) H

ot la fonction d’ensemble K vérifie

i) une condition de support compact : K (A) = 0 sauf si toutes les com-
posantes AS de A sont contenues dans un intervalle borné [0, T7;

ii) une majoration de la forme

~ 3145
IR(A4)| < Mo
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Un tel noyau agit sur les vecteurs-test, c’est-a-dire des éléments F' de @ dont la
décomposition chaotique

F= /U T F) ] aws,,

a

vérifie une condition de support compact (l?'(U) = 0 sauf si chaque U, est incluse

dans un [0,T]) et une condition de majoration (|F(U)| < M« ).

Dans la suite nous noterons toujours par T le noyau d’un opérateur T
(s'il en admet un); de la méme fagon, nous noterons F(U) les coefficients du
développement chaotique d’un vecteur F' de P.

On sait alors que K F' est aussi un vecteur-test dont la décomposition chao-

tique est donnée par I'expression suivante, ou G(U) designe I’ensemble des élé-
ments A de P(M) tels que, pour tout o dans N, Z¥A + A = U,,

(IL3)  KFU)= / R(A°N)F(N + £.4) T[ dNa
AEXG%U) NePW) lt—JzI

(La formule correspondante dans Dermoune [1] p 400 contient une faute de
frappe.)

IIT Problémes d’unicité des représentations intégrales

II1.1 Formulation du probléme et contre-exemples
Le probléme de 'unicité des représentations intégrales se formule de la fagon

suivante. Soit (HY),, une famille de processus sur £, adaptés, vérifiant (IL.1)

pour t = 400, soit T = IS H2(s) dat(s). A-t-on T = 0 si et seulement si les
X

H? sont nuls 7

Ouvrons une parenthése pour remarquer qu’il y a deux définitions pour “H?
est nul” :

(I1.2.1) pour presque tout t, H2(t) est 'opérateur nul

(11.2.2) pour tout f € L2(IR*;G), le processus (HE(t)e(f))e>o est nul.

Il est clair que (I1.2.1) entraine (I1.2.2), il y a donc une notion d’unicité forte
et d’unicité faible.

Il est facile de construire un contre-exemple si on exige I'unicité forte. Pour
cela plagons nous dans le cas G = € et définissons le processus adapté (Hy),s,
par: -

Vt S 1, Ht = 0
Vt > 1, Vf € L*(R;G), Hee(f) = {5(ft]) sil|fyll =1

0 sinon.
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1l est facile de voir que H n’est pas nul au sens fort, que les intégrales stochastiques
Jo Hsddl(s), [;° H,dad(s) et [;° H,dal(s) sont bien définies et toutes nulles
(par (IL.2)). Ce genre de contre-exemple ne présente que peu d’intérét car il
exploite seulement la différence entre (I1.2.1) et (I1.2.2), en effet H est clairement
nul au sens faible. Dans la suite nous ne parlerons donc que d’unicité faible.

Nous nous proposons maintenant de donner un contre-exemple & 'unicité
faible. Pour plus de simplicité, nous nous plagons dans le cas ¢ = €. Nous
définissons, sur &, le processus adapté (Hy),, par

€(fit) si f(s) = 0 pour presque tout s < ¢
0 sinon,

Hte(f)={

te R", fe LZ(R+). Il est facile de vérifier que H est non nul, adapté et que,
par (II.1), pour tout ¢t € _ﬂ-t;r, I, = fot H, da}(s) est bien définie sur €. Par (1I1.2),
on a alors, pour tout ¢t € R, f € L?(RY),

t t
Lie(f) = / f(s)Lse(fq) dW, +/(; f(8)Hse(fo)) dWs.
0
Mais, par définition, f(s)H,e( fs1) est nul pour presque tout s, donc nous avons

{ Le(f) = [y f(s)Le(fq) AW,
Io&'(f) =0.

Donc, pour tout f, le processus (Ie( f))i>0 est nul. Il en va donc de méme de la
variable aléatoire Iooe(f). -

Du fait que toute famille finie de vecteurs cohérents différents est libre, on
voit, grice a ce contre-exemple, que 'on peut parfaitement construire un proces-
sus adapté d’opérateurs sur &, vérifiant (IL.1), en le définissant indépendamment
pour chaque vecteur cohérent. Le résultat est que l'on peut ainsi intégrer des
processus d’opérateurs trés irréguliers (en I'occurence, dans le contre-exemple,
les H; ne sont pas fermables). Il apparait donc que, pour avoir unicité des
représentations intégrales il faut exiger un minimum de régularité sur les pro-
cessus que l'on intégre.

II1.2 Le cas du “bébé Fock”

Nous nous plagons ici dans une approximation discréte de I’espace de Fock
de multiplicité 1. Pour un N fixé dans IN*, on note (2w, Fn, un) Vespace ca-
nonique associé & une suite (X;);¢ Q,...,n} de variables aléatoires indépendantes,
de Bernouilli, symétriques. On note F; 2 o(Xj;7 <1),i € {1,...,N}, Fo 2

A 4 €A1 4 A
{0,Qn}, N = L¥(Qn, Fn,pun) (appelé “bébé Fock”), @3 = L*(Qn, Fi, un),
IE; opérateur de projection de ® sur ®;,i€{1,...,N}.
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Pour tout A, sous-ensemble de {1..., N}, on note
N .
Xa=[[Xxi sia#0
i€A
X 21

Ag2AN{l,. .k}, kef1,...,N}
et AO] —2 0
A2 AN{k+1,...,N}, ke{1,...,N}
Alors {X4; A € P({1,...,N})} est une b.o.n. de @y et, pour tout A et tout k,
Xa=XpayXay.
Un processus d’opérateurs (Hi ), Q,.,N} S ® ) est dit adapté si, pour
tout A et tout k,
HkXA,,] € @k]
H X5 = (HkXAk])XA]k-

Sur @ nj, les 3 martingales fondamentales de création, d’annihilation et d’échange
sont respectivement définies par

XAU{k} sik ¢A

0 sinon

al(k)X4 2 {

XA\{k} sike A

0 sinon

(k) Xa 2 {

. afXasikeA
a(k)Xa = { 0 sinon,

ke{1,...,N}, Ae P{1,...,N}).

Les intégrales stochastiques définies en (II.2) sont ici données par les proces-
sus (élHia?(i))ke{l,...,N}, (élﬂia%(i))keu,...,lv} et (élHia}(i))keu,...,N}.

Soit maintenant le processus H 27 —a}. Comme on a, pour tout k, a}(k)2 =
a}(k), le processus (iéﬂia}(i))ke{l,...,N} est nul. Nous avons donc, ici aussi,

un contre-exemple & l'unicité des intégrales stochastiques d’opérateurs. Mais
’avantage du “bébé Fock” est qu’il permet d’avoir une définition naturelle des
processus d’opérateurs prévisibles. En l'occurence, un processus d’opérateurs
(Hi)req,...,ny est dit prévisible si, pour tout k et tout A,

{HkXA(k—l)] € q)(k"l)]
Hi X = (HeXag-1n) X ayey:
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Nous avons le résultat d’unicité suivant.

Proposition ITI.2.1- Soit T un opérateur sur ® ) admettant une représentation
intégrale

N N N
T =Y HYi)ad(i) + Y Hi(D)ad(i) + Y Hi()al(d),
i=1 i=1 i=1

ot les processus HY, Hy et H| sont prévisibles. Alors T est nul si et seule-
ment si Hj(k) est nul, pour chagque (3,5) € {(0,1), (1,0), (1,1)} et chaque
ke{1,...,N}.

Démonstration

Si l'opérateur T' est nul, alors, pour tout £ € {1,...,N} et tout A €
P({1,...,N}), on a (EyTX,,))X4a, = 0. En développant cette égalité on
déduit facilement que, pour tout k,

k k k
A . . . . . .
Ty = ) HY()ai(i) + ) Hy(i)ad(i) + ) Hi(i)ai(i) = .
i=1 i=1 i=1
Par différentiation, on a,
(111.2.2) HY(k)ad(k)Xa + Hy(k)ad(k)X 4 + Hi(k)al(k)X 4 = 0.

Pour k et A tels que k € A, ceci s’écrit H{(k)X 4\ + H{(k)X 4 = 0, donc
HY(k)X a_sy; + (H{(k)Xa(,_yy) Xk = 0. Mais, par l'indépendance de X par
rapport & Fj_;,on a :

's e - 112 2
”Hi)(k)‘XA(k—l)]-*-(H}(k)AA(k—l)])Ak” =”HJ(.](k)XA(k-1)]“ + ”Hll(k)XA(k-l)1”2°

- 2 >
Donc [|H(F)X agI* = H} (£) X au_ylI* = 0.
Si k et A sont tels que k ¢ A, alors (I11.2.2) s'écrit Hy(k)Xaux} = O,
c’est-a-dire H&(k)XA(,‘_l)] =0.
A

Soient maintenant k et A quelconques, soit A’ = AU {k} et A" 24 \ {¥}.
D’apres les remarques précédentes on a :

0 — 1\ v —_ 1 —
B ()X, = Hi(B) X, = Ho(W) Xy, = 0.

Mais, par définition, A’(k—-])] = A’('k_l)] = A(k-1)], donc
H{,(k)XA(k—l)] = Hll(k)XA(k-l)] = H(}(k)XA(k-l)] =0.

Ce qui permet de conclure.
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ITI.3 Une condition d’unicité sur 1’espace de Fock

Sur l’espace de Fock nous ne disposons pas de définition satisfaisante de
processus d’opérateurs prévisibles. Mais, pour ce qui est du probléme d’unicité
des représentations intégrales, on peut remplacer cette notion par une condition
de régularité sur les processus a intégrer.

Théoréme II1.3.1-Soit T un opérateur sur ® admettant une représentation

intégrale,
oo
T= / H?(s)dab(s),
,,E,a: | Ho(s)dag(s)

ou, pour tout (p, o), pour presque tout s, les opérateurs H2(s) sont définis sur &,
et fermables. Alors T est nul si et seulement si, pour tout (p,0), HE est nul.

Démonstration
Notons T, £ % fot H2(s)da’(s), t € RY. Si T est nul il est facile de vérifier
PO

par (I1.2) que T; ’est aussi, pour tout ¢. Mais, pour tout t et tout f on a
T =Y [ ety + Y [ @R )W
v PO
Par conséquent, si T est nul, on a
> [ rr@nset)aws =o.
P cr

Donc, pour tout po fixé dans N, pour tout f, il existe un ensemble de mesure
nulle, Py, tel que

Vs € P;,Z Fo(s)HE ()e(f) = 0.

Soit oq fixé dans V. Soit H?° I’ensemble des f € L? (R"’; G) tels que :
1) seul un nombre fini de composantes de f sont non nulles,

ii) il existe N(f) € IN* tel que chaque composante de f est & support dans
[0, N(F),

ili) chaque composante de f est combinaison linéaire finie, a coeflicients com-
plexes rationnels, d’indicatrices d’intervalles rationnels,

iv) il existe s(f) € Q% et n(f) € IN* tels que f7° est non nulle sur l'intervalle
[s(f)— 2= s(f)+ 2-(f)] et toutes les autres composantes sont nulles sur
ce méme intervalle.

On voit alors facilement que H°° est un sous ensemble dénombrable et dense de

L*(R*; ).
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Soit P 2 U Py, alors P est encore de mesure nulle et
feH 0

(I11.3.2) Vt € P°, Vf € H*, > fo(t)HE (t)e(fy) = 0.

o

Pour tout ¢, fixé dans P¢, notons H;? 'ensemble des f € H° tels que [s(f)—
2”"(f),s(f) + 2_"(f)] 3 ty. L’ensemble ’Hf: est encore dense dans LZ(R"';Q).
En effet, il est toujours possible de trouver une suite (Sn)nerv C @ telle que
[sn=27",5,+27"] 3 tp pour tout n. Pour approximer un f fixé dans L*(R*; ),
il suffit de prendre une suite (f(”))nelN C H telle que s(f(n)) = sn et n(fin)) =
n, pour tout n (ce qui est toujours possible, vue la définition de H°).

Par (II1.3.2), on a

Vto € P, Vf € Hie, S 7 (to) HE (to)e(fug)) = 0.

Mais si f € Hgy on a f7°(to) # 0 et f7(to) =0, Vo # g, donc

Vio € P, Vf € Mg, HE(to)e(fi)) = 0.
Le sous-espace engendré par les ¢(f) quand f parcourt MY est total dans @,
donc dans le domaine commun des H2(s). De plus, quitte & restreindre P¢ on
peut supposer que HJ2(%o) est fermable. Donc, pour tout couple (po,d9) € M,
le processus H, £° est nul sur son domaine.

Il faut maintenant remarquer que le théoréme précédent ne donne pas une
condition d’unicité des représentations intégrales. En effet, la différence de deux
opérateurs fermables n’est pas en général un opérateur fermable; il faut donc une
hypothése supplémentaire. Sion exige de deux opérateurs H et H' fermables que
leurs adjoints aient un domaine commun dense, alors H — H' est fermable. D’ou
la forme suivante du théoréme d’unicité.

Théoréme II1.3.3- Soit T un opérateur sur ®, de domaine contenant £. Il
cziste au plus un systéme (H[,’)p,a formé de processus d’opérateurs adaptés tel
que, pour tout (p,o), pour presque tout s, H2(s) est défini sur £, fermable et
admet un adjoint défini sur &, et vérifiant

T=%" /0 ~ He(s) dat(s).
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IV  Unicité des représentations en noyaux de Maassen

On suppose dans cette section que la dimension de G est finie. Avant tout,
nous avons besoin de quelques lemmes techniques.

Pour tout n et m dans IN, J}, est l'intervalle [27"m,27"(m +1)[, donc pour
tout n fixé, (J1,) v €5t une partition de R*. Pour tout n € IN, un élément P
de P sera dit séparé a ’ordre n s’il existe au plus un point de P dans chaque J;,,
m € IN. Pour tout n € IV, soit H, le sous-ensemble des éléments A de P(M)

tels que ¥ A? est séparé a l'ordre n. Il est clair que H, converge vers P(M)
P\
quand n tend vers +o0.

Lemme IV.1- Soit n fizé dans IN et A un élément de H,. Si l'on connail, pour
tout a € N, la répartition des points de ToA et T*A parmi les JI,, m € IN,
alors on connait la répartition des points de chaque A?.

Démonstration

On a une matrice de sous-ensembles de R*, (A2) o0 (BVEC A 2 0), dans
laquelle on connait la répartition de chaque somme de colonne, ¥, A, et chaque
somme de ligne, £*A. En utilisant 'égalité AF =X3ANT*A, on peut déduire la
répartition de chaque Af; en utilisant I'égalité Aoﬁ =3gA\ E}A"‘, on peut déduire
la répartition de chaque A‘/’, et, de la méme fagon, celle de chaque A§. Ainsi, on
a déterminé la répartition de chaque A%.

Lemme IV.2- L’ensemble des fonctions h, de P(M) dans IR, de la forme
h(A) = F(£.4)G(T A),
pour deuz vecteurs-test F' et G, est total dans L?(*B(M)).

Démonstration

Soit & ’ensemble des suites (S(m)),, ey @ valeur dans {0,1} . Deux suites
S et S’ de G sont dites disjointes si elles sont telles que {m € IV; S(m) = 1}
et {m € IN; S'(m) = 1} sont disjoints; dans ce cas on note S + S5’ 1’élément
(S(m) + S'(m)) e de &. Définissons, pour tout n € IV, A, = {P(n,S);S €
G} , ot P(n,S) est 'ensemble des éléments A de P tels que |4 N J3| =S5(m)
pour tout m € IN. Cela nous donne une partition de P(M). Soit (Dp),c v l2

. . s . A
filtration engendrée par ces partitions, on peut facilement vérifier que Do = VD,
n
est égal A la g-algebre des Boréliens de P(M).
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Prenons A dans B(M) et (S5%), , une suite d’éléments disjoints de &, on
utilisera la notation suivante

A
1p(n,5.5)(Z-4) = [[ 1pn, 52O 48)
a 4 14

(c’est & dire 1p(, 5.5)(E.A) indique si £,A appartient 3 P(n, 2 S) pour tout «,
ou non) de la méme fagon lp(, - 5)(E°A) est trivialement défini, on note aussi

A
1p(n,5)(A) = [ [ 1p(n,s2)(48).

p,o

Soit ¢ un élément de L?(P(M)), nous allons montrer que ¢ peut étre approximé
par des fonctions du type de celles décrites dans 1’énoncé. Comme ¢ peut étre
approximé par des fonctions & support compact, on peut supposer que 'axe des
temps est de la forme [0,T], pour un T € IR*. On peut donc supposer que
B(M) a une mesure de Lebesgue finie.

On sait que ¢, é(p]lun tend vers ¢ quand n tend vers +oco. Soit ng fixé
dans IV, la (Dy),¢y-martingale (FE[pp, /Da])nenv converge dans L?(P(M))
Vers ¢n,. Donc ¢, peut étre approximé par une suite de fonctions de la forme

kn
(IV.3) Y Cllpga sroyln,,, nelN

i=1

ou les k, appartiennent & IV, les C? sont des constantes et chaque ST est un

élément de GM.
Pour tout n > ng, H,, est inclus dans Hn, donc, sur H,,,, on a, par le lemme

V.1,

(Iv.4) 1p(n,s)(A) = 1p(a,5.5)(Z.4A)1p(a 5 5)(Z A)

(il faut noter que si A est séparé A 'ordre n et si chaque A% appartient & P(n, S8,
alors les suites S? sont disjointes.)
D’autre part, rappelons-nous que A appartient a H,, si et seulement si il

existe au plus un point de ¥ A2 dans chaque Jn0. Clest-a-dire, si et seulement si
PO

il y a au plus un point de Z(X*A) dans chaque J7°. C’est-a-dire, si et seulement
a

si il y a au plus un point de )Z;,(Z‘ﬂA) dans chaque J}2*. En conséquence, si on

définit K, comme étant le sous-ensemble des éléments U de P(N) tels que U,
(e 4

est séparé a I’ordre ng, on a

Iy, (4) = I, (B.4) = I, (T A) = Ik, (.4)1x,, (5 A).
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Finalement, en appliquant ceci et (IV.4) a (IV.3) nous avons prouvé que ¢ peut
étre approximé par des combinaisons linéaires finies de fonctions de la forme
décrite dans ’énoncé du lemme, mais ou F' et G sont des fonctions indicatrices.
Comme l'ensemble des vecteurs-test F' est dense dans ®, I’ensemble de leurs
coefficients F' est dense dans L%(P”) et on conclut.

Proposition IV.5-5i U est un élément de L2(P(M)) vérifiant, pour tous
vecteurs-test F' et G,

Y(A)F(2.4)G(E A)[] dAz =0
Jip AP G AT a2

PO

alors ¥ est nulle.

Démonstration
Il suffit de remarquer que

/gp YAFE.ACE A ] das = (¥, FoZ.GoT) g nny-
(M)

PO

On conclut alors facilement avec le lemme IV.2.

Nous avons maintenant tous les éléments pour énoncer le résultat général
d’unicité des représentations en noyaux de Maassen.

Théoréme IV.6- Soit K un opérateur sur ® admettant une représentation en
noyauz de Maassen,

K= E(A) T] dat(A2).
AeP(M) g

Alors K est nul si et seulement si la fonction d’ensemble K Pest aussi.

Démonstration
Pour tous vecteurs-test F,G, on a

(G,KF R(A°N)F(N + 2.4)G(U) [] dNo [ [ dUe

)=,
BM? 4écvy

R(ANYF(N + £.4)G(T A + A°) [] dNa [ ] d45.

Py

/‘B(N)x‘—pw)
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. A
Si on pose, pour tout a, BX = A% + A% on a

(G,KF) =
- / > RANEFWN + .48 A+ A [N, [] das][dBe.
P va, a9+ Az=B2 @« o, @

Si on change les notations, c’est-a-dire si on remplace chaque N, par BY, chaque
AS, 0 # a, par BY et chaque A% par Cy, alors N + 3.4 sécrit .B, ©'A + A°
s’écrit ©'B, A°N s’écrit B.C et 1’égalité précédente s’écrit

(G, KF) = / S RBOFEBEE B[] e
BM) yq, CaCB= pyo

Pour tout B € P(M), soit ¥(B) = Z I:'(B,’C), alors
Va,CoCBg

(G, KF) = /‘mM) ¥(B)F(z.B)E= B[] 4Bt

Donc, si K est 'opérateur nul, la proposition IV.5 montre que ¥ est nulle. Mais
nous allons vérifier la formule d’inversion de MObius, suivante

EB)= Y wBO) [~

Va,Co CB2

Donc ¥ est nulle si et seulement si X Pest.
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