Chapitre 3

Types, saturation, élimination des
quanteurs

3.1 Espaces de types

Définition 3.1. 1. Deux n-uples @ = (ay,...,a,) et b = (b, ...,b,) dans des L-
structures M; et M5 ont méme type s’ils satisfont les mémes formules ¢(z1, ..., x,,)
de L (c.a.d M, |= ¢(a) ssi My = ¢(b)).

2. Si a est un uple d’une L-structure M, I’ensemble des formules ¢(z) satisfaites
par a s'appelle le type de a (dans M) et est noté tp™(a) ou simplement tp(a)
s’il n’y a pas d’ambiguité. Remarquons que le type d’un n-uple correspond & une
théorie compléte dans le langage L U {z1, ..., x,}.

3. On appelle n-type (dans le langage L) une théorie compléte dans le langage
Lu{zy,...,z,}.

4. On note 5, 'ensemble des n-types et pour toute théorie 7" dans le langage L,
on note S,(7) I’ensemble des n-types contenant 7', c’est-a-dire ’ensemble des
n-types extraits de modeéles de 7". On note S(7") I'union des S, (7).

Remarque.
— Sia e M < N alors le type de a dans M est le méme que le type de a dans N.
— Pour tout 7', S, (T") est un espace topologique compact en tant que fermé de S,,.

Exercice 3.2. Soient M une L-structure et p € S(Th(M)). Alors p est réalisé dans
une extension élémentaire de M et toute partie finies de p est réalisé dans M. (Les n-
types de Th(M) correspondent donc aux ensembles maximaux de formules ¢(xq, ..., z,)
de L dont toute partie finie est réalisée dans M.)

Exercice 3.3. Soit p € S,,(Th(M)). Supposons que p n’a qu'un nombre fini de réa-
lisations dans toutes extensions élémentaires de M. Montrer que p a alors toutes ses
réalisations dans M. Indication : montrer qu’il existe une formule dans p qui n’est
satisfaite que par un nombre fini m d’éléments. Choisir une telle formule ¢ avec m
minimale et montrer que ¢ isole p dans I’espace topologique S,,(Th(M)).
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Définition 3.4. Soient M et N_deux L-structures et @ et b deux uples respectivement
dans M et N. On dit que @ et b se correspondent par va-et-vient s’il existe un va-et-
vient entre M et A/ contenant un isomorphisme partiel envoyant a sur b.

Exercice 3.5. Si a € M et b € N se correspondent par va-et-vient alors @ et b ont
méme type.

Remarque 3.6. Deux uples @ € M et b € A qui ont méme type induisent un unique
isomorphisme, de la sous-structure engendré par a sur la sous-structure engendrée par
b, qui envoie a sur b. Cet isomorphisme est donc un isomorphisme partiel de M dans
N qui de plus est élémentaire. On verra plus loin que si les structures M et N satisfont
une condition supplémentaire alors deux uples qui ont méme type se correspondent par
va-et-vient (de M vers N).

Exemple 3.7. Considérons la théorie de la relation d’équivalence E & une infinité de
classes toutes infinies.
— Il y a un unique 1-type.
— Il y a trois 2-types : le type déterminé par z = y, celui déterminé par (x #
y) A\ E(z,y) et enfin celui déterminé par ~FE(z,y).
On peut remarquer que tout n-type est réalisé dans tout modéle de la théorie.

Exemple 3.8. Soit L = {P, : i € w} ou les P, sont des relations unaires. Considérons
a nouveau la théorie dans le langage L qui dit que les P; sont deux & deux disjoints
et que chaque P; est infini. Il y a ici une infinité de 1-types : pour chaque 7, le type
déterminé par P;(z) et le type déterminé par ’ensemble de formules {—FP;(z) : i € w}.
Ce dernier type n’est pas réalisé dans certains modéles de la théorie.

De maniére plus générale on considére les types au-dessus d’un ensemble de pa-
ramétres. A partir de maintenant pour tout ensemble A, on notera L(A) le langage
Lu{a:ac€ A}

Définition 3.9. Soit M une L-structure et A C M un ensemble de paramétres.

1. Soit a un uple de M. Le type de a sur A (dans M) est I’ensemble tp(a/A) :=
{o(7) € L(A) : M = ¢(a)}

2. On appelle n-type sur A un élément de S,,(Th(M, A)). S’il n’y a pas d’ambiguité
on note S, (A) 'ensemble des n-types sur A et S(A) I'union des S,,(A).

3. Soient @ et b deux uples de M. On dit que @ et b se correspondent par va-et-
vient au-dessus de A s’il existe un va-et-vient de M vers elle-méme contenant un
isomorphise partiel qui fixe point par point A et envoie a sur b. Remarquons que
dans ce cas @ et b ont méme type sur A (voir exo 3.5).

Exemple 3.10. Dans la théorie des ordres denses sans extrémité, un 1-type sur A
correspond & la coupure qu’il détermine sur A. En particulier les 1-types sur Q corres-
pondent aux éléments de R U {—o0, +00}.
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Exemple 3.11. Dans la théorie d’un corps algébriquement clos K un 1-type p sur un
sous-corps k est déterminé
— soit par le polynéme minimal sur k& d’une réalisation de p (types des éléments
algébriques sur k),
— soit par I'ensemble {P(x) # 0 : P € k[X]} (type des éléments transcendants sur

Proposition 3.12. Soient a et l_)ideua: uples d’une L-structure M et A C M un
ensemble de paramétres. Alors a et b ont méme type sur A si et seulement il existe une
extension élémentaire N' = M et un automorphisme o de N qui fize point par point A

et envoie a sur b. (Avoir méme type signifie donc étre dans le méme orbite au-dessus
de A).

Démonstration. (<) est évident.
(=) : construisons une chaine d’extensions élémentaires

Moy <M <....<M, < ..

et une chaine
opCoyp C...Cao, C...

d’isomorphismes partiels élémentaires o; : M; — M, telle que My = M, oy est
I'unique isomorphisme de la sous-structure engendré par AU {a} sur la sous-structure
engendré par AU {b} qui fixe A point par point et envoie a sur b et telle que pour tout
i < w, le domaine de 09,1 contient Mo; et I'image de o9;, 5 contient Moy, 1. Pour cela
on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.13. Si M est une L-structure et 0 : M — M est un isomorphisme partiel
élémentaire alors il eriste une extension élémentaire N = M et un isomorphisme
partiel élémentaire T : N — N de domaine M qui prolonge o.

Démonstration. Associons & chaque m € M une nouvelle constante m’ et montrons
que

Y= Th(M, M)uU{p(m',o(n)) : M E ¢(m,n) et n € dom(o)}

est consistant. Pour cela considérons en une partie finie
Yo :=0(m) U{p(m},o(n;)) :i € I}.

Alors M |= 3(Z;)ier Nicr ¢(Zi, 0(n;)) car M |= 3(Z;)ier Nicr ¢(Z;, 7;) et o est élémentaire.
On peut donc interprété les m’ dans M tel que (M, M, M') |= 3,. Par compacité il
existe donc un modéle N de X, qui est de plus une extension élémentaire de M.
Considérons 7 : N' — N la fonction qui & m € M associe m’ € N. Alors 7 prolonge o
et est un isomorphisme partiel : pour tout m € M,

N |= ¢(m) sst M = ¢(im) ssi N |= ¢(7(m)).
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Revenons a la construction de nos chaines : aux étapes paires on prolonge oo;
et aux étapes impaires 027'#1- Les chaines construites, on vérifie que U;c,0; est un
automorphisme de U;c,, M, qui fixe A point par point et envoie a sur b. O

Proposition 3.14. Soit M une L-structure, A C M un ensemble de parameéetres et D
une partie de M" définissable dans M. Alors D est définissable & parametres dans A
si et seulement si dans toute extension élémentaire N de M, D est invariant par tout
automorphisme de N fizant A point par point.

Démonstration. (=) immédiat.
(<) Soit ¢(z,m) une formule a parameétres m dans M définissant D et soit p =
tp(m/A). Vérifions tout d’abord que

p(c1) Up(e) FVZ((Z,¢1) < ¢(7,C2))

dans le langage L(A)U{¢1, G2} ou & et & sont deux uples de nouvelles constantes. Soit N
une L(A)-structure contenant n; et 7, réalisant p. En particulier Th(N) = Th(M, A).
On peut donc supposer que la restriction N/ de N au langage L est une extension
élémentaire de M. Alors dans N”, tp(ny/A) = tp(fiz/A) = tp(m/A). En utilisant 3.12,
on en déduit que dans N/, {a € N : N = ¢(a, 1)} =D ={a e N : N | ¢(a,n2)}
car D est invariant par tout automorphisme fixant A point par point.

Par compacité il existe 6(y) € p (0 € L(A)) tel que

=6(c1) A O(C2) — VI(d(Z, 1) < ¢(T,Cr)).
On en déduit que D est défini par 35(0(y) A ¢(Z,7)). O

Définition 3.15. Soit M une structure, A C M un ensemble de paramétres et a un
uple de M.

1. a est définissable sur A si ’ensemble {a} réduit & 1'uple @ est définissable a
paramétre dans A.

2. a est algébrique sur A si a est un élement d’un ensemble fini définissable a
paramétre dans A.

3. Un type p est algébrique s’il a un nombre fini de réalisations dans toutes exten-
sions élémentaires de M.

Proposition 3.16. 1. a est définissable sur A si et seulement si a est fizé par tout
automorphisme fizant A point par point.

2. a est algébrique sur A si et seulement si l'orbite de a par ’action des automor-
phismes fizant A point par point est fini si et seulement si le type de a sur A est
algébrique.

Démonstration. 1 se déduit immédiatement de la Proposition 3.14.

2 : si le type de a sur A est algébrique, cela signifie qu'’il existe une formule ¢ € p
qui n’est satisfaite que par un nombre fini d’éléments (voir Exercice 3.3). Donc a est
algébrique sur A car a satisfait ¢.
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Si a est algébrique sur A, alors I'orbite de a est évidemment fini. En utilisant la
Proposition 3.12, on en déduit que le type de a sur A a un nombre fini de réalisations.
O

On note dcl(A) la cloture définissable de A, c’est-a-dire ’ensemble des éléments
de M définissables sur A et on note acl(A) la cloture algébrique de A, c’est-a-dire
I’ensemble des éléments de M algébrique sur A.

Exercice 3.17. Montrer les propriétés suivantes de la cloture algébrique. Soient M,
ACMet BCM.

1. acl(acl(A)) = acl(A) D A

2. Si A C B alors acl(A) C acl(B).

3. Sia € acl(A) alors il existe une partie finie Ay C A telle que a € acl(Ay).

Remarquer que la cléture définissable a les mémes propriétés.

3.2 Saturation

Définition 3.18. Une structure M est x-saturée si pour toute partie A C M telle
que |A| < k, M réalise tout type de S;(A).

Exercice 3.19. Si M est x-saturée et |A| < k alors M réalise tout type de S(A).

Exercice 3.20. Soient M une structure w-saturée, N’ une extension élémentaire de
M et (n;);e,, une famille d’éléments de N alors il existe une famille (m;);c,, d’éléments
de M tel que pour tout k € w, (my, ..., my) et (ng, ..., n;) ont méme type.

Exemple 3.21. 1. Tout ordre total dense sans extrémité est w-saturé.
2. Un corps algébriquement clos est w-saturé si et seulement si il est de degré de
transcendance infini.

Proposition 3.22. Toute structure a une extension élémentaire w-saturée.

Démonstration. Soit M une structure. On construit une chaine
Mog=M<M;<...<M; < ..

telle que pour tout i, M, réalise tous les types dans S;(M;). Pour cela considérons
une énumération (p;);cs des types dans S;(M;) et 'ensemble d’énoncés

¥ = Ujesp;i(c))

ol (¢;)jes est une famille de nouvelles constantes. Par compacité X est consistant car
toute partie finie de chaque p; est réalisée dans (M, M;).

Alors 'union N := UM, est une extension élémentaire de M, w-saturée. En effet
si A est une partie finie de N/, il existe ¢ tel que A C M. Soit p un type dans S;(A).
Il a une réalisation a dans un extension élémentaire de M;. Alors le type de a sur M;
est réalisé dans M, 1, donc p est réalisé dans N. O



28

Lemme 3.23. Soient M, N deuz structures w-saturées et a € M, b € N deuz uples.
Alors a et b ont méme type si et seulement si ils se correspondent par un va-et-vient

de M vers N.

Démonstration. (<) déja vu.

(=) Pour tous uples ¢ € M, d € N tels que tp(c) = tp(d) il existe un unique
isomorphisme partiel o, ; (qui est élémentaire) de la sous-structure engendrée par c
vers la sous-structure engendrée par d qui envoie ¢ sur d. Alors l’ensemble de ces
isomorphismes partiels forme un va-et-vient. En effet si ¢ € M, d € N tels que tp(c) =

tp(d) et si ¢ € M alors p = {¢(x,d) : M |= ¢(c,¢)} est un type sur d réalisé par un d
dans N car NV est w-saturée. Alors o, 47 prolonge o, ;. O

Exercice 3.24. Une théorie est compléte si et seulement si tous ses modéles w-saturés
se correspondent par va-et-vient.

Exercice 3.25. Soit 7' la théorie de la relation d’équivalence a une infinité de classes.

1. Soient M et A deux modéles de T élémentairement équivalents. Montrer que
pour tout n € N*, M et A/ ont ou bien tous deux le méme nombre fini de classes
a n éléments, ou bien tous deux une infinité de classes a n éléments.

2. Soit M un modéle w-saturé de T'. Montrer que si M a des classes finies arbitrai-
rement grandes alors M a une infinité de classes infinies.

3. Déterminer l'ensemble des théories complétes contenant 7. (Remarquer qu’il y
en a 2%.)

4. Déterminer celles qui sont w-catégoriques.

5. Déterminer celles qui sont k-catégoriques pour un (tout) cardinal x > w.

Exercice 3.26. On dit qu’une théorie compléte 7" est menue si S(7") est dénombrable.
Remarquer que si M est structure dénombrable w-saturée alors Th(M) est menue.
Montrer que toute théorie compléte, dénombrable et menue a un modéle w-saturé
dénombrable. (Pour cela, on remarquera que le nombre de types sur une partie finie
est dénombrable et que le nombre de parties finies d’un ensemble dénombrable est
dénombrable.)

Exercice 3.27. Un modéle M qui est w-saturé et dénombrable est fortement ho-
mogeéne : si a et b sont deux uples de M qui ont méme type alors il existe un auto-
morphisme de M qui envoie a sur b.

3.3 Elimination des quanteurs

Trés souvent pour montrer qu’une théorie est compléte on utilise la méthode de
va-et-vient entre deux modéles w-saturées. Pour cela on fait une hypothése sur ce que
doivent étre les types : on considére un ensemble ® de formules de L et on montre que
deux uples qui satisfont les mémes formules de ® se correspondent par va-et-vient. On
montre alors en fait plus :
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Théoréme 3.28. Soit T' une théorie et & un ensemble non vide de formules ¢(z) de L
0ot T = (x1,...,x,) tels que deur n-uples extraits de modéles de T ont méme types dés
qu’ils satisfont les mémes formules de ®. Alors pour toute formule (Z) de L il eziste
une combinaison booléenne ¢(x) d’éléments de ® telle que T F VZ(¢(z) < ¥ (x)). (La
réciproque est évidente. )

Démonstration. L’hypothése signifie que pour tout type p € S, (7T'), on a dans S, (7T)

() (&) = {v}

Jalali

ol €,¢) = ¢ pour ¢ € p et €,¢ = —¢ pour ¢ ¢ p. (Ici (¢,¢) désigne ouvert de S, (7').)
Soit 1(Z) une formule de L. Par compacité, pour tout p € (1), il existe une partie
finie @, de ® telle que Nyea, ,(€,¢) C (). Donc pour tout p € (1),

{p} C (byp) C ()

ol dyp = Ngca,, ,€pP- Donc (V) = Uiy (Py,p). Par compacité, on en extrait un sous-
recouvrement fini. Il existe donc py, ..., py € (¥) tel que

T =VYZ((T) < (Vieq,..n}Ppp; (T))).
Ol

Définition 3.29. Une théorie T élimine les quanteurs si les propriétés équivalentes
suivantes sont vérifiées :
— Pour tout n > 0 et toute formule ¥(z) ot & = (xy,...,x,) il existe une formule
¢(7) sans quanteur telle que 7' F VZ(o(Z) < ¥(T)).
— Pour tout n > 0, les types de S, (T") sont déterminé par les formules atomiques.

Exemple 3.30. Soit K un corps. On exprime la théorie T" des K-espaces vectoriels
infinis dans le langage Lx := {0,+,—, Ay : £ € K} ou pour tout k € K, \; est une
fonction unaire qui est interprété dans un K-espace vectoriel par la multiplication par
k. Alors T est compléte et élimine les quanteurs : soient V; et V5 deux espaces vectoriels
de dimension infini et considérons F la famille des isomorphismes partiels ayant pour
domaine un sous-espace vectoriel de dimension finie. Alors F est non vide et on vérifie
facilement que F est un va-et-vient entre V; et V5. Donc T est compléte. De plus T’
élimine les quanteurs car si a € V; et b € V; satisfont les mémes équations linéaires alors
les sous-espaces vectoriels engendrés par a et respectivement par b sont isomorphes.

Remarque. La théorie des groupes abéliens divisibles sans torsion non triviaux “cor-
respond” & la théorie des (Q-e.v. infinis : on définit dans un groupe divisible sans torsion
Ap/g PAr pr = qy qui est une formule sans quanteur. On en déduit que cette théorie
élimine elle aussi les quanteurs.

Exercice 3.31. La théorie des ordres totaux denses sans extrémité élimine les quan-
teurs.
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Exercice 3.32. Soient M et N/ deux modeéles d’une théorie T' qui élimine les quanteurs.
Si M C N alors M < N. Une théorie qui vérifie cette propriété est dite modéle-
compléte.

Proposition 3.33. La théorie des corps algébriquement clos élimine les quanteurs.

Démonstration. Soient K, et Ky deux corps algébriquement clos et a € K et be K,
deux uples satisfaisant les mémes formules atomiques. Dans ce cas K et Ky ont méme
caractéristique car pour tout p, 1 + --- 4+ 1 = 0 est une formule atomique. De plus a et
——
p
b satisfont les mémes équations polynomiales sur le corps premier, donc ils engendrent
deux sous-corps k; et ko isomorphes. On peut supposé que K; et K, sont de degré
de transcendance infini (ou w-saturé). On a vu (voir exemple 1.9) qu’il existe alors un
va-et-vient de K, sur K, contenant I’isomorphisme de k; sur k» qui envoie a sur b.
Donc a et b ont méme type. O

Lemme 3.34. Soit S un systéme fini d’équations et d’inéquations (en plusieurs incon-
nues), a coefficients dans un corps k. Si S a une solution dans une extension K de k,
il a une solution dans toute extension algébriqguement close de k.

Démonstration. On peut voir S comme une formule sans quanteur ¢(z1, ..., Ty, by, ..., by)
dans le langage des anneaux ou les x; correspondent aux inconnues et les b; sont les
coefficients dans le corps k. Alors il existe a € K tel que K |= ¢(a,b). Considérons une
extension K; de K algébriquement close. Comme ¢ est sans quanteur, K; = ¢(a,b).
Soit une autre extension K5 de k algébriquement close. Alors les clotures algébriques k;
de k dans K et ko de k dans K, sont isomorphes au-dessus de k. Comme la théorie des
corps algébriquement clos élimine les quanteurs, k; < K, et ks < Ky et donc comme

K, |= 37¢(z,b) on a ki = 32¢(7,b), ky |= 376(Z,b) et Ky = 37¢(Z, ). O

Théoréme 3.35 (Théoréme des zéros de Hilbert). Soit K un corps algébrique-
ment clos, I un idéal de K[X1,...,X,] et P € K[Xy, ..., X,]. Supposons que pour tout
a € K", siQ(a) =0 pour tout Q € I alors P(a) = 0. Alors il existe m tel que P™ € 1.

Démonstration. Supposons que pour tout m, P™ ¢ I et soit J 1'idéal maximal conte-
nant [ mais aucun des P™. On vérifie facilement que J est premier. Soit L le corps
de fractions de K[Xi, ..., X,|/J. Alors L contient K. Soit @1, ...,Q, des générateurs
de J. Alors la systéme S := {Q; = 0,...,Q, = 0, P # 0} a une solution dans L et
donc d’apres le lemme précédent une solution dans K, mais cette solution contredit
I’hypothése. O

Exercice 3.36. Vérifier, en utilisant I’élimination des quantificateurs, que :

1. Dans un ordre total dense sans extrémité acl(A) = A pour tout A.

2. Dans un espace vectoriel la cloture algébrique de A est égale au sous-espace
vectoriel engendré par A.

3. Dans un corps algébriquement clos la cloture algébrique correspond a la notion
classique dans le sens d’un corps.



