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M1 EADM — Géométrie

Corrigé de ’examen du 6 janvier 2012

Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points.

1.— Montrer qu’'une équation polaire d’une ellipse d’excentricité e et de dis-
eh

tance foyer-directrice h est donnée par p = T ecosd’
e cos

Rép.— Soit M un point de coordonnées polaires (p,#). On a, dans le repere évident
(d’origine le foyer F') :

m(pcosﬁ) ot m(h—pcos&)

psinf 0

ou K est le projeté orthogonal de M sur la directrice. Ainsi

FM=eMK <= FM?—-e¢?MK?=0
— p?—e*(h—pcosh)?=0
— (p—e(h—pcosh))(p+e(h—pcosh)) =0
— = eh P —eh .
1+ ecosf 1—ecosf
Pui 0 hoisit o — eh
uisque p > 0, on choisit p = T ecost

2.— Montrer que les valeurs propres d’une matrice orthogonale sont de mod-
ule 1.

Rép.— Soit M une matrice orthogonale, A € C une valeur propre et X un vecteur propre
non nul. On a e
MX =X = X M=)\X
— X'MMX = WXX

avec "M M = Id puisque M est orthogonale. Ainsi A\ =1



3.— Le lieu des points C' := {(z,y) € R? | 42> + 4oy +y* + 3z —y + 1 =0}
est-il une ellipse ? Justifier.

Rép.— La forme quadratique & l'infini de f(x,y) = 422 + 42y +y> + 3z —y + 1 est
q(x,y) = 422 + 4zy + y2. Cette forme s’écrit q(z,y) = XQX avec

(1) w e ()

Un calcul immédiat montre que les valeurs propres de ) sont 0 et 5. Ainsi, C ne peut étre

une ellipse.

4.— Soit N la normale (unitaire) principale d’une courbe plane  paramétrée
par la longueur d’arc. Montrer que 2 (s) = —k(s)T(s) ot T(s) = ~'(s).

Rép.— En dérivant la relation (N(s), N(s)) = 1 on obtient (N'(s), N(s)) = 0. Il existe
donc une fonction « telle que N’(s) = a(s)T'(s). En dérivant la relation (N (s), T(s)) = 0 on
obtient (N'(s),T(s)) = —(N(s),T'(s)). Or T"(s) = k(s)N(s) par définition de la courbure
et de la normale principale. Par conséquent a(s) = (N'(s),T(s)) = —k(s) et finalement
N'(s) = —k(s)T(s).

5.— Montrer que I'hélicoide, c¢’est-a-dire la surface paramétrée

f:[0,2r] xR — R3
(u,v) —  (veosu,vsinu, u)

est une surface réglée.

Rép.— En effet, pour tout (u,v) € [0,27] x R, on a f(u,v) = a(u) + vB(u) avec
a(u) = (0,0,u) et B(u) = (cosu,sinwu,0).

Le probleme. — (10 pts) On note D = {z € C | |z| < 1} le disque unité
ouvert et f,; I’application

fa,bi D — D
az+b
524—6

olt a et b sont deux nombres complexes tels que |a|? — [b]* = 1.

z



1) Montrer que I'application f,; est bien définie sur D (i. e. qu’elle n’a pas
de pole dans D).

Rép.— En effet ‘—% < 1 entraine [a|? < |b|? soit encore |a]?—|b|? < 0. Or, par hypothese,

lal* = [b]? = 1.

2) Montrer que pour tout z € D on a

[f(2)]* < 1.

En déduire que 'application f,; préserve bien D i. e. f,,(D) C D.

Rép.— On a

—— az+baz+b |a?z]*+ |b]? + (@Z + abz)
FEP = [T = e T AR B e
z4+a bzZ+a  |b?|z]2 + |a|? + (@bZ + abz)

or |a|?> =1+ |b|? ainsi

|f(Z)‘2 _ |b|2"z|2 + |Z|2 + ‘b|2 + (abz_'_ CLBZ)
|b]2|2|2 + 1 + [b]2 + (@bZ + abz)

et puisque |z|? < 1 on obtient |f(2)|* < 1.

3) Montrer que 'on a f,,(D) = D et que f,; est bijective. Déterminer 1'in-
verse de f,p.

Rép.— Soit w € D. Un simple calcul montre que

az+b aw — b

= =W < Z=-—".

bz+a —bw +a

Ainsi z 1= fz _p(w) € D est tel que f,(2) = w. Par conséquent f, (D) = D. Le calcul
que 'on vient d’effectuer montre que f,; est bijective d’'inverse fg _.

4) Montrer que f, 40 foa = fap pour un certain couple (4, B) € C? que l'on
déterminera. Montrer aussi que |A|*> — |B? = 1.

Rép.— Un calcul direct montre que A = ac + bd et B = ad + be. Ce calcul est facilité si
on se souvient de son cours : f,; est la restriction sur D d’une homographie dont la forme

matricielle est
a b
b @



et la composée des homographies revient & multiplier les matrices. De méme |A|? — |B|?

est un déterminant et la propriété de multiplicativité du déterminant permet d’écrire
|A]? = B> = (|al* — [b]*)(|e]* — |df*) = 1.

5) Soient O lorigine de C et w un point quelconque de D. Montrer qu’il
existe fqp telle que f,,(O) = w. En déduire que pour tout couple (z,w) de
points de D, il existe f, telle que f,4(2) = w.

Rép.— On cherche a et b tels que

w = fap(0) = et |a|2 =1+ |b|2.

Q| o

Choisissons b = @w. On a alors 1 + |b|?> = 1 + |a]?|w|? et le nombre a doit étre choisi tel

que |a? = 1+ |a]?|w]?, c’est-a-dire |a]? = ﬁ En fin de compte, le couple (a,b) =

(\/1 1‘ BV w‘ 2) convient. Soient maintenant f,; et f.q telles que fo,(0) = w et
—|lw —|lw

fea(O) = 2. Ainsi f1(2) = fe_a(2) = O et donc fup 0 fe_a(2) = w. D’aprés la question
précédente, cette composée fqp 0 fz_q est de la forme fa p avec |A|? — |B?> = 1.

6) Montrer que le développement limité a l'ordre 1 par rapport a u de fqp
s’écrit au point z € D :
u

@21 a? + of[ul).

fa,b(z + u) - fa,b<z> +

En déduire I'expression de la différentielle d( f,p).(u).



Rép.— Ecrivons le développement limité a 'ordre 1 par rapport a u :
alz+u)+b

faslo+u) = SETWD
b(z+u)+a

= (a(z+u)+b).(bu+bz+a)""!

_ a(z+u)+b'(1+ b u>1

bz+a bz+a
a(z+u)+b b
= — 1=z +
bz+a ( bz—i—ﬁu 0(|u|)>

az+b au az+b b
= = + = — = .= U+ o(|u
bz+a bz+a bz+abz+a ()

az+b albz+a)u  blaz+b)

= 52+6+ (524»6)2 - (gz+a)2u+0(‘ul)
2 _ b 2
= fa’b(Z) + |(ab|z—|—c|1,)|2u+0(|u)
1
= fap(2) + WU + o(Jul).
Par conséquent : d(fqp).(u) = m~
7) Montrer que
1— 2
L fuale) P =
|(bz + @)?|
Rép.— On a
2
- 2 _ . Ezz—i-b
Fas(2) =
_ (bz+a)(bz+a) — (az +b)(az +b)
N (bz +a)(bz + a)
Sl i
bz + al?

et bien str |bz + a|? = |(bz +a)?|.

8) Pour chaque point z € D on définit une norme par

1
1= |27

jul - (uweC)

lull- =

5



qui est appelée norme hyperbolique de u au point z. On dit qu’une application
f: D — D est une isométrie pour la norme hyperbolique si

Vze D, Yu € C,

dez(U)Hf(z) = Hqu

Montrer que f,; est une isométrie pour la norme hyperbolique.

Rép.— On a

”d(fa,b)Z(u) ||fa,b(z)

1
W|d(fa,b)z(u)|
bz +a)?
e -]
|(bz +a)?| u
11—z |(bz +a)?
|ul
1— [z
KPS

Note.— Le disque D muni de la norme hyperbolique est appelé le disque de
Poincaré. 1l joue un role tres important en géométrie.



