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M1 MEEF — Géométrie — Option Mathématiques

Corrigé de ’examen du 14 novembre 2016

Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour [’attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points.

1.— Soient A, B et M trois points distincts d’un cercle de centre O. Mon-
trer que 2(]\72, M g) = (Ei, O-B>) (égalité de mesures d’angles orientés de
vecteurs).

Rép.— Dans le triangle M AO on a
(MA, MO) + (A0, AM) + (OM,04) =« [2n).
Ce triangle est isocele donc (mﬂﬁ) = (@, M) [27r] d’on
2(MA, MO) + (OM,04) =« [2x].
Les mémes considérations dans le triangle M BO conduisent &

2(MO,MB) + (OB,0M) = [2n].

En sommant

2(MA,MB) + (OB,04) =0 [2n).

2.— Montrer que les valeurs propres d'une matrice orthogonale sont de mo-
dule 1.

Rép.— Soit M une matrice orthogonale, A € C une valeur propre et X un vecteur propre
non nul. On a P
MX=)M = 'XM=)X
— X' MMX = MXX

avec "M M = Id puisque M est orthogonale. Ainsi A\ =1



3.— Ecrire le paramétrage colatitude-longitude de la sphere unité épointée
des poles Nord et Sud. Montrer qu’il est régulier.

Rép.— Le paramétrage colatitude-longitude est donnée par :

foo[0,2x]x]0,7[ — S\ {N,S}
(#,9) == (cos(8)sin(p),sin(6) sin(p), cos(¢))

y
‘ :
X
On a
fo = (— sin(6) sin(i), cos(6) sin (), 0)
fe = (cos(0) cos(ip), sin(0) cos(yp), — sin(¢))

d'ou fo A f, = —sin(p)f puis || fo A foll = |sin(@)|||f|| = 1 et f est réguliere puisque
pelo,n].

4.— Soit 8 = yop un C*-reparamétrage (k > 1) de v : [a, b] — R®. Montrer
que Long(y) = Long(p).

Rép.— 1l s’agit d’appliquer la formule de changement de variables dans une intégrale.
En effet

Long(8) = /] 18/ (1) dt

/ 17 o o) (8)]dt

J

/J I (o)l (1) e

= | IW(@W)lldu

—  Long(y).

5.— Soit la famille de droites (D;):e; données par a(t)x + b(t)y + c(t) = 0 on
les fonctions a, b, c € C(I) sont telles que

Vtel, (a(t),b(t)) £ (0,0) et &(t) = a(t)V(t) — b(t)a'(t) £ 0.



Montrer que la courbe enveloppe t —— (2(t),y(t)) est donnée par

_ L b)) clt)
)= 5071

Rép.— Les conditions
_>
vtel, ~y(t)eD; et +(t)€ D
conduisent aux deux équations

{a() (t) + b(t)y(t) + c(t)

1l
o

)
a(t)z'(t) + b(t)y'(t
En dérivant la premiere équation et compte tenu de la seconde, ce systeme implique le

suivant
{ a(t)x(t) + b(t)y(t) + c(t)
a )z (t) + b (#)y(t) + ¢ (¢)

dont la résolution fournit les expressions de z(t) et y(t) de I’énoncé.

0
0

Le probléeme. — (10 pts) Soit n > 1 et Py, Py, ... Py, n+ 1 points de
I'espace affine £ = R3. On appelle courbe de Bézier de degré n et de points
de controle Py, ..., P,, la courbe paramétrée

c: [0,1] — R3

=0

ot les By ;(t) := 7= Z),tz(l — ¢)"~" sont les polynomes de Bernstein®. Le but
de ce probleme est d’étudier les propriétés des courbes de Bézier rationnelles.

1) i) On suppose n = 1 et Fy # P;. Montrer que le support de C' est un
segment dont on déterminera les extrémités.

ii) On suppose n = 2 et Fy, Py, P> affinement indépendants. Montrer que le
support de C' est un arc de parabole dont on déterminera le plan osculateur
et les extrémités.

Rép.— i) Pour tout ¢ € [0,1]), on a immédiatement

C(t) = (1—t)Py +tP

1. Avec la convention By (t) = 1.



ainsi C([0,1]) = [Py, P1).
ii) Pour tout ¢ € [0,1], on a
Ct) = (1—=1)>Py+2t(1—t)P +*Py
= Py +2tPyP; +t*(P,P; — PyP))

Puisque Py, P, P> sont affinement indépendants, P, P; et Py P; ne peuvent étre colinéaires.
Le terme en t? n’est donc pas nul et le support de C est un arc de parabole d’extrémité
Py et P,. En particulier la courbe C' est une courbe plane, sont plan osculateur est le plan

qui contient le support, & savoir le plan affine (Py, Py, P3).

2) i) Montrer que pour tout ¢t € [0,1] on a > B, ;(t) = 1.
ii) En déduire que pour tout ¢ € [0, 1], le point C(t) est dans 'enveloppe
convexe 2 des points de controle.

Rép.— i) La formule du binoéme de Newton s’écrit
n
"=+ 1 —t)" =) Cit'(1—=t)""=> Bui(t)
i=0 j

d’out la relation demandée.
ii) Pour tout ¢t € [0,1],ona0 < B, ;(¢t) < 1 et donc C(t) est le barycentre bar((P;, By, :(t)),i €
{0,1,...,m})

Pour tout ¢ € [0, 1], on définit une famille de points (P;;(t))¢ j)ex ou K =
{(4,5) | 7 € {0,....,n},i €{0,....,n— j}} par
Vi€ {0,..,n}, Po(t) =P,
V] S {1, ...,n}, Vi € {0, R U j}, Pj7z(t) = (1 - t)-P]—l,z(t) + tPj—Lz'—l—l(t)
3) On suppose n =3, t=1/2 et
Py =(-1,1,0), P, =(-1,0,0), P, =(1,0,0), P; = (1,1,0).

i) Faire un dessin dans le plan (Ozxy) faisant apparaitre tous les segments
[P;i(1/2), Pji+1(1/2)] avec j € {0,1,2} et i € {0, ...,2—j}, ainsi que le point
Pso(1/2).

ii) Calculer C'(1/2). Que remarque-t-on ?

Rép.— i) Les points P;;(1/2) se placent comme suit :

2. On rappelle que I'enveloppe convexe d'une partie A C R? est I’ensemble des bary-
centres (& coefficients positifs ou nuls) des familles de points de A
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Po,o T1 g 0,3
By Py,
Ps3,
Pz,o\J/ P2,1
Py Ip 1,1 Py,

ii) D’une part B, ;(1/2) = C{2™" donc
C(1/2) =273(Py + 3P, + 3P + P3) = 273(0,2,0) = (0,1/4,0).
D’autre part, les calculs menés en i) montrent que P;(1/2) = (0,1/4,0). On constate
ainsi que C(1/2) = P53 (1/2).
4) i) Montrer que pour tout i € {1,...,n — 1} et tout t € [0,1] on a
Bpi(t) = (L =) Bp1i(t) + tBpyia(t)

ii) Soit j € {1,...,n}, en utilisant la relation du ¢) montrer que pour tout
te [0,1] ona

n—j n—j+1
> Pi(t)Buji(t) = Y Pio1i(t)Ba_je1alt).
i=0 i=0
iii) Montrer que pour tout j € {0,...,n} et tout t € [0,1] on a
n—j
C(t) = Pji(t)Buji(t)
i=0

iv) En déduire que :
vt e [07 1]7 C(t) = Pn,O(t)
Rép.— 1) Soit A = (]. - t)anl,i(t) + tanl,ifl(t) on a

A (1—t)C _t' (1 —t)" i (1 — )

Crat' (L=t + Ot (1=t
= (Ch+C (=)

Cit(1 —t)n"

Bn,’i(t)'



ii) On a :

n—j n—j
Pji(t)Bn—ji(t) = (L =) Pjov,i(t) + tPj—1,i41(t)) Bajii(t)
=0 =0
n—j n—j
= Pi1i(()(1 = )Bpji(t) + Y Pjo1 i1 ()tBnji(t)
=0 1=0
Or
n—j n—j+1
Y P ®tBuji(t) = > P i(t)tBujia(t)
1=0 1=1
n—j
= Pt 1 (DtBujn—j(t) + Y Pio1,i(t)tBuji-1(1)
=1
et
n—j n—j
> Pi1i(t) 1 =t)Bu_ji(t) = Pi10(t)(1—1t)Bn_jo(t)+ Y Pio1i(t)(1 = t)Bn_ji(t)
=0 =1

En sommant les deux dernieres égalités et en utilisant la relation de la question précédente,
on obtient

n—j n—j
Pii(t)Bn-ji(t) = Y Pi1i(t)Bn-ji1.(t)
=0 i=1
+Pj—1n—j+1(O)tBp—jin—j(t) + Pj—1,0(t)(1 — ) Bn_j0(t)
Or ‘
tBy_jm—j(t) =t" 7T = By (t)
et ‘
(1=t)Bn_jo(t) = (L= t)" 7" = By _j410(t).

Donc

n—j n—j

D Pi®)Buji(t) = Y Pi1i(t)Buji1(t)

=0 =1

Pj1n—j+1(t) Bn—jt1n—j+1(t) + Pj—1,0(t) Bn—j+1,0(t)

et finalement

n—j n—j+1
Pii()Bnji(t) = > Pio1i(t)Bnj1i(t).
i=0 i=0

iii) Notons que si j = 0 la formule demandée est la définition de C, elle est donc vraie. On
suppose j > 1. En itérant j fois la relation du i) on obtient

n—

<.

Py i(t)Bn—ji(t) = > Poi(t)Bi(t)
=0

Il
=3
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c’est-a-dire

3
d

P;i(t)Bn—j:(t) = C(1).

Il
=]

%

iv) Il suffit de prendre j = n dans la relation précédente.

5) Montrer que

—TLBn_Lo(t) sit= 0,
vVt € [O, 1] B;,z(t) = n(Bn—l,i—1<t> - Bn—l,i(t» sii € {1, ey — ]_},
nBn_1n-1(t) sit=n.

Rép.— i) Pour tout i € {1,...,n— 1}, on a

BLat) = GG L= 0"+ (- -
S L — YR (S S —
- (i—l(zl!(nl—)'z')!t .(1 2 Az’!(n—(Til—ll))!'t (1_ t) |
= "onm— T g 0T

= n(Bp-1,i—1(t) — Bn—1,i(t))-

Sii =0 alors By o(t) = (1—1t)" et By, o(t) = —n(1 —t)""! = —nB,_1,.
Sii=n alors By n(t) =t" et By, (t) =nt""' =nB,_1,_1(t).

6) Pour tout ¢ € [0,1], on pose

—_

3
|

—_

Cl (t) = Bn,i(t)-Pi—l—l et Cg(t)

i

I
o
I
-
I
o
)
S
2
e
~
N—
N

i) Montrer que
vie[0,1], C'(t) = n(Ch(t) — Calt))

i) Montrer que pour tout ¢t € [0,1], Ci(t) = P,_10(t) et Ca(t) = Po_11(%)
(on pourra remarquer que C et Cy sont des courbes de Bézier de degré n—1).
iii) En déduire que la tangente a la courbe C' au point ¢ est la droite (P,—1 0(t) Po—11(1)).



Rép.— i) En dérivant terme & terme on obtient

c) = Y BLOP
=0
n—1

= —nBu_10(t)Po+ ( n(Bp-1,i-1(t) — Bnl,i(t))Pi> +nBp_1n-1(t)P,

i=1

n—1 n—1

= —nY By 1i(t)Pi+nY Bu1i1(t)Pi+nBy_1n-1(t)Py
i=0 =1
n—1 n—2

= —-n Z Bn_17i(t)Pi +n Z Bn—l,i(t)Pi+1 + an—l,n—l(t)Pn
=0 =0
n—1 n—1

= —nY By 1i®)Pi+nY Bu1i(t)Pia
=0 =0

qui est la relation demandée. ii) C est la courbe de Bézier de degré n — 1 construite sur
les points Py, ..., P,—1. D’apres le 4ii de la question 4, on a donc Ci(t) = P,,_10(t) pour
tout ¢ € [0, 1]. Raisonnement similaire pour Cs avec les points P, ..., P,_1.

iii) Ainsi C'(t) = nP,_1.1(t)Pu_10(t). Or C(t) € [Pu_11(t)Pn_1,0(t)] puisque C(t) =
Poot)=(1—1t)Py_1,0(t) +tPy_1,1(t). Ainsi (P,_1,0(t)Pnr—1,1(t)) est la droite tangente &
Cent.

7) Montrer que quel que soit n > 1, il n’existe aucun choix de points
de controle P, ..., P, tel que le support de C' soit inclus dans le cercle
{2z + y* = 1,2 = 0} et non réduit & un point (Indication : cette ques-
tion est indépendante des précédentes).

Rép.— Les fonctions coordonnées (z,y,z) de C' sont polynomiales. Notons z(t) =
apt? + ... + ag et y(t) = byt? + ... + bp. Quitte a échanger = et y, on peut supposer
p > ¢q. Le terme dominant de z? + y? est donc af,tQp sip > q ou (ag + bg)tQp sip=gq.
Pour avoir 22 + 3% = 1 il faut donc p = 0. Mais alors x,y et bien sfir z sont constants et
le support de C est un point.

Pour corriger ce défaut, on introduit des poids w; > 0, ¢ = 0,...,n et on



définit les courbes de Bézier rationnelles par la formule
Ckg: [0, 1] — R3

Z w;Byi(t) P,

i=0

i Wi Bnﬂ' (t)
=0

8) i) Reconnaitre Cg lorsque wy = ... = w,, = 1.

ii) On suppose n = 1. Montrer que le support de Cg est le segment [Py, P;].
iii) Soient n = 2, Py = (0,1,0), P, = (1,1,0) et P, = (1,0,0), wy = 2 et
w; = wy = 1. Montrer que le support de Cr est un quart du cercle unité
{22 +y*=1,2=0}.

iv) On suppose toujours n = 2 et wy = 2, w; = wy = 1. Solent a > b > 0.
Trouver un choix de Py, P, et P tel que le support de Cg soit le quart d’el-
lipse {2—;—#%—2 =1,2>0,y>0,z=0}.

t —>

Rép.— On a alors

mais d’apres la question 2.7

ainsi Cr = C.
ii) On a
wo(l — t)PO + wltPl
wo(l — f,) + wqt
wo(l — t)P() + witPy + witP — withy
(.do(l — t) + (.d1t
t —_—
w—lpop1
(A}Q(l — t) + wqt
= B+ At)PPi

Cr(t) =

= Py+

— wil —
avec A(t) = o= 1) Tt Pour tout t € [0,1], on a 0 < wit < wo(l —t) + w;t donc

0 < A(t) < 1. De plus A(0) = 0 et A(1) = 1. Ainsi A([0,1]) = [0,1] et Cr([0,1]) est le



segment [Py Py].

iii) On a
2
> wiBai(t)Pi = 26°Py+2t(1—t)Pi + (1 —1)* P
1=0
= (2t(1—t)+ (1 —1t)2 2t2 +2t(1 — t),0)
= (1-1%2t)
2
> wiByi(t) =262 +2t(1—t) + (1 —t)> =1+ %
=0
D’ou )
1—42 2
t)=|—s,——0].
Cr(t) <1+t2’1+t2’ )

Le changement de variable t = tang montre que le support de Cr est un quart de cercle.
iii) Soit f Papplication affine définie par

I E — E
(r,y,2) — (az,by,z)

On a
22 2
f{a? +y* = 1w 20y 20,2 =0) ={5 + 5 =La=0,y202z=0}
Clairement . .
> wiBn(t)P; > wiBni(t)f(P)
=0 =0

f(Cr(t))=f

ZwiBn,i(t) ZwiBn,z(t)
=0 ]

Par conséquent, le choix Py = (0,b,0) = f(0,1,0), P, = (a,b,0) = f(1,1,0) et P,

(a,0,0) = f(1,0,0) convient.
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