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M1 MEEF — Géomeétrie
Examen du 18 mars 2022 - durée 2h

Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour attribution d’une note. Un formulaire trigo-
nométrique est disponible en fin de sujet

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points. Sauf mention explicite du contraire, les
espaces affines (et vectoriels) considérés sont de dimension finie.

1.— Enoncer le théoreme de classification des isométries de ’espace.

2.— Soit f: E — FE une similitude de rapport & # 1. Montrer que f a un
unique point fixe. On supposera comme acquis le fait que son application
linéaire associée f est une similitude vectorielle de méme rapport i.e. pour

tout @ € B, ona || (7| = k|| 7.

3.— Soient A, B et M trois points distincts d’un cercle de centre O. Montrer
que Q(W, M §) = (@i, OB) [27] (égalité de mesures d’angles orientés de
vecteurs).

4.— On rappelle que le birapport de quatre nombres complexes distincts
a,b,c,d est donné par

a—c b—d

b.c,dl = .
la,b,¢,d] b—c a—d

Montrer que le birapport est invariant par similitudes directes et par I'inver-
sion o(z) =1, z € C*.

5.— BEcrire le paramétrage colatitude-longitude de la sphere unité épointée
des poles Nord et Sud. Montrer qu’il est régulier.



Le probleme. — Ce probleme mélange géométrie affine et nombres com-
plexes. Il s’intéresse dans sa derniere partie a l'inversion z %, k e R*,

z e C.

On considere un plan affine euclidien 7P muni un repeére orthonormée (O, €1, €»)
et on identifie P avec C au moyen de I’application

M=0+2@ +yeor— z=x+1y.

On dit que z est 'affize du point M et également qu’il est I'affize du vecteur
oM
PREMIERE PARTIE : EQUATIONS DE DROITE ET DE CERCLE DANS C.—
Soient z et 2’ deux éléments de C. Le produit hermitien de z par 2’ est le
nombre complexe
(2|2") = 27'.

1) i) Le produit hermitien est-il commutatif ?

ii) Montrer que (z]z) = |2]*.

iii) Montrer que Re (z]2') = (OW, OW’> ou z et 2’ sont les affixes des
vecteurs O—M> et W .

iv) Montrer que I'm (z|z") = —det(m,m).

v) Soient u, v deux nombres complexes, v # 0. Montrer que

U 1

s = )

et en déduire que

2 est réel (resp. imaginaire pur) <= (u|v) est réel (resp. imaginaire pur).
v

vi) Soient A, B, C trois points distincts de P, d’affixes respectives a, b, c €
C. Montrer que A, B, C' sont alignés si et seulement si

(b—alc—a)=(b—alc—a).

2) Soit A et B deux points distincts d’affixes a et b. En utilisant le résultat
de la question 1 vi), montrer qu'un point M d’affixe z est un point de la
droite (AB) ssi

M € (AB) <= Bz+Bz+~v=0

ouf=ila—b)eC*etyeR



3) Soit C le cercle de centre €2 et de rayon r > 0. On note w 'affixe de Q et
z I'affixe d’'un point M quelconque. Montrer que

MeC < 2z2—wz—wz+v=0
olt v = |w|? — r? est réel.

4) Soient A et B deux points distincts d’affixes a et b et A > 0 un réel
strictement positif. On considere I’ensemble

Ex={M €P|MA=A\MB}.

i) Dans le cas ou A = 1, donner le nom de I’ensemble E; (on ne demande
aucune démonstration).
ii) On suppose A # 1. Montrer que M € E, si et seulement si

2z —

a—bA\? _ a — b2 lal> — N2|b]*
IS U R vl e Caa
iii) En s’appuyant sur la question 3, déduire que E) est un cercle dont on

déterminera l'affixe du centre.
iv) Montrer que le rayon de ce cercle vaut

r_)\|a—b|
Cr=A2)

SECONDE PARTIE : TRANSFORMATIONS AFFINES.— Soit f : P — P l'ap-
plication affine donnée par

x o+ by + ¢y
M = — M' =
(y) (a2x+b2y—|—62)
ol aq, a9, by, b, c1, co sont des nombres réels.

5) i) Ecrire Papplication linéaire ? . B — P associée & f.

ii) On note (z',y’) les coordonnées du vecteur OM' = ?(OW ) avec OM =
T 4+ y s On pose 2/ =2’ + iy, a = ay + ias, b = by +iby et z = x + iy.
Exprimez 2’ en fonction de a, b, z et Z.



iii) On commet l’abus de noter ? I’application de C dans C donnée par
z +— 2z'. Montrer que si b = ia alors

?(z) = az.

iv) On suppose toujours que b = ia, montrer que pour tout (z,w) € C?

o (7 ()T (w)) = laf*(z]w).

v) Déduire du iv) la nature geometrlque de I'application affine f si b = ia.

vi) On se place toujours sous I'hypothése b = ia et on considere deux
points distincts M et N de P\ {O}. Montrer que si O, M et N sont alignés
alors f(O), f(M) et f(IN) sont alignés.

6) On suppose que f: P — P est donnée par

Z—az+c

oll ¢ = ¢y +icy et a = aj +iay = |a|e? avec a # 1 et a # 0.

i) Soient trois points A, B, C' deux a deux distincts de P (affixes z4, zp et
zo) et A" = f(A),B' = f(B),C" = f(C) (affixes 7, 2z et z) leurs images
par f. Montrer que

mes <zﬁ>//,%’> = mes (ﬁ) [27]

(mesure d’angles orientés).
ii) Montrer que f a un unique point fixe que l'on notera I (affixe z;).
iii) Soient € > 0 et v une courbe paramétrée réguliere

v ]—€€el — C
t — 2(t) = x(t) +iy(t).

On suppose que ¥(0) = z; et on note § = f o~ I'image de la courbe v par f.
Montrer que pour tout t €] —€,0[U]0, e[ on a

wm@:?(wm@)
t t

iv) En déduire que ?I(O) = ? (7'(0)).

v) Déterminer une mesure de 'angle orienté (7'(0), ?/(O))



TROISIEME PARTIE : INVERSION.— On introduit 1inversion de centre 'ori-
gine et de rapport k # 0 c’est-a-dire 'application définie par

o : Cc* — Cc*
E k
z

z=x+1y —> -
T —iy
7) i) Calculer inv o inv. En déduire que inv est bijective et déterminer son
iverse.
ii) Soit C(r) le cercle de centre l'origine et de rayon r. Déterminer toutes
les valeurs de r pour lesquelles inv(C(r)) C C(r).
iii) Pour ces valeurs de r, montrer que 'on a inv(C(r)) = C(r).

8) On note D la droite d’équation 3z + 32 +~v=0ou € C* et v € R.

i) On suppose que v = 0. Ceci implique que O € D. Montrer que D\ {O}
est globalement invariante par inv i. e. inv(D \ {O}) = D\ {O}.

ii) On suppose que v # 0. Montrer si z € D, alors inv(z) est inclus dans
un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.

9) Soit a, b, ¢, d quatre nombre complexes distincts. On rappelle que le birap-
port de ces quatre nombres

d—a c—b

b,c.dl = .
la, b, ¢, ] d—b c—a

est réel non nul si et seulement si a, b, ¢, d sont cocycliques ou alignés.

i) Soient z; et z deux points distincts de C* dont les modules sont
différents de \/W et tels que zo # inv(z1). Montrer que zj, z9,inv(z1) et
inv(zy) sont deux a deux distincts.

ii) Montrer sous les hypotheses du i) que les affixes 21, 29, inv(z1), inv(z9)
sont cocycliques ou alignés.



FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE

1
cos? 0
sin20 = 2sinf cosf, cos20 = cos®f — sin* 4

1+ tan?6 =

cosp+cosq = 2008’%008’%
COSp —Ccosq = —QSin’%sin’%
sinp+sing = 28111’%005’%
sinp —sing = 2sin’%cos’%.
cos(a+0b) = cosacosb—sinasinb
cos(a —b) = cosacosb+sinasinb
sin(a+0b) = sinacosb+sinbcosa
sinfa—b) = sinacosb—sinbcosa



