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M1 MEEF — Géométrie
Corrigé du partiel du 26 septembre 2016

Les documents et les calculettes sont interdits. Il sera tenu compte de la
qualité de la rédaction pour [’attribution d’une note.

Les questions. — Les questions sont indépendantes les unes des autres.
Chaque question rapporte 2 points. Sauf mention explicite du contraire, les
espaces affines (et vectoriels) considérés sont de dimension finie.

1.— Soit O € E. Montrer que tout élément f € GA(FE) s’écrit d'une maniere

unique sous la forme f =t o g ou t est une translation et g un élément de
GA(E) qui fixe O.

Rép.— Soit O’ = f(O). On définit g en posant

gi=t szl ()

On a g(O) = 0 et g est composée de deux éléments de GA(E), donc g € GA(E). 1l suf-
fit d’inverser (*) pour obtenir f = t o g. Supposons f = t; 0 g1 = t2 0 go Ceci implique
t1 0 g1(0) = ta2 0 g2(0O) d’out t1(0) = t2(O) et donc t; = to. Mais alors g1 = t{l of =

ty' o f = go d’ont I'unicité de la décomposition.

2.— Soient O € F et f; = t, © 91, fo = t3, © 92 ol g; et go sont des
éléments de GA(F) qui fixent O. Montrer que

hofh=1g g, 99

Rép.— Montrons d’abord que si g : E — E une application affine inversible et 7 € E
alors gotmog™! = tg @y En effet si M’ un point de E et M = g~1(M’) alors on a

gotgog {(M')=gotmp(M)=gM+T)=g(M)+7(7)=M+7(@).
On en déduit que

fiofo= tﬁ1 °og1 otﬁ2 0go = t71 otg—1>(ﬁ2) 0gi10gy = t71+g_1>(72) 0 g1 © ga.
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3.— Soient hry (resp. hyy) Phomothétie de centre I € E (resp. J € E) et de
rapport k > 0 (resp. &’ > 0). on suppose que kk’ # 1. Montrer que hy 0 hj
est une homothétie de rapport kk’ et de centre K = I + kl(::i)]—j . On ad-
mettra que les applications affines dont la partie linéaire est une homothétie

vectorielle sont des homothéties affines de méme rapport.

Rép.— La partie linéaire de hy yohj s est une homothétie vectorielle de rapport kk’ # 1.
Ainsi hy g o hyg est une homothétie de rapport kk’. Soit K son centre. On note K’ =

—
hy (K) autrement dit JK' = kTR, Puisque hy yohy i (K) = K onaaussi K = hy ,(K')
ie IR = kl? . Par conséquent

TR = k(IJ + JK') = k(TJ + KTR) = k(TJ + K71 + K'TR)
dott TK = HU=F) T,

1—kk’

4.— Soit f: E — F une isométrie, ' = Fix f, A€ E\F, A’ = f(A), H
I'hyperplan médiateur de [A, A’] et sy la réflexion hyperplane d’hyperplan
H. Montrer que Fix g ou g = sy o f contient F et A.

Rép.— Notons que A est fixe par g puisque sy (A’) = A.

Soit M € F alors A’M’' = AM car f est une isométrie et A’M = AM car M est fixe.
Donc M est dans hyperplan médiateur de [A, A’], i. e. M € H. Mais alors g(M) = M et
M € Fizx g.

5.— Soit f : E — E une isométrie. Montrer que Ker(?—id) 1 Im(?—z’d).

Rép.— Soit 7 € Ker(? —id) et ¥ € Im(? —id). On a donc (?(?) =T et il existe
ZcE tel que 7 = ?(?) — 7. Ainsi

(@, 7) = (2, F(2)-2)= (2, F(2) - (T, 2) = (J (@), F () - (T, 2) =0

car 7 est une isométrie vectorielle.
Le probléme. — (10 pts) On note E un espace affine de dimension 2 ou trois.

1) Soient p > 1, Ay, ..., A, des points de E, Ay, ..., A, des réels tels que



p
A=\ #0et ¢ définie par
=1

6: E — E
p
i=1
i) Montrer que ¢ est une bijection.
ii) Le point G tel que ¢(G) = T est appelé le barycentre® de la famille de
points pondérées ((Ay, A1), ..., (Ap, A\p)) et on note G = bar((Ar, A1), ..., (Ap, Ap))-

Montrer que si O est une origine quelconque de E alors
G=0+2 Xp: \OA;
- A — 1 (M

iii) Soient A, B deux points quelconques de E. On rappelle que le segment
[A, B] est I’ensemble des points

[A,B] = {M € E|3)x€[0,1] tel que M = A+ \AB}
Montrer que [A, Bl ={G € E |G =bar((A,(1—-X)),(B,\),Ae [0,1]}.

Rép.— i) Soit O € E. La relation de Chasles entraine

o(M) = $(0) + (Z Ai> MO.

Soit @ € E, équation #(M) = a une unique solution donnée par

iii) On a
[A,B] = {MeE|3Ne[0,1]tel que M = A+ \AB}
= {MeE|3xe]|0,1] telqueOW:Oj—I—)\A—g}
= {MeE|3xe(0,1] tel que OM = OA + A\AO + \OB}
= {MeE|3INe(0,1] tel que OM = (1 - \)OA + \OB}
= {MeFE|3xel0,1] tel que M =bar((A4,(1—N)),(B,))}.
1. Il est appelé isobarycentre si Ay = ... = Ap.
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2) i) Pour toute la suite on note f : £ — FE une application affine quel-
conque. Montrer que f conserve le barycentre c¢’est-a-dire :

G = bCLT((Al, )‘1)7 ) (AP7 )‘p)) = f(G) = bCLT((f(Al), )‘1)7 ) (f(Ap)7 Ap))

pour tout systeme de points pondérés (Ay, A1), ..., (Ap, \p)-
ii) Soient A, B deux points quelconques de E. Montrer que 'image par f du
segment [A, B] est le segment [f(A), f(B)].

Rép.— i) On a
1< 1<
par la relation de Grassmann. D’ou par linéarité de 7
1<& —
F(@) = F(0) + 5 YA T (0A)
i=1

En écrivant une nouvelle fois les relations de Grassmann f(A4;) = f(O) + ?(6—14—1), on

constate que ?(O—AZ) = F(O)f(A;) don
(6= 1(0) + 3 S AFOIA]
c’est écrire que f(G) = bar((f(A1), A1), ., (f(4p), Ap))-

ii) Puisque
[A, B] = {bar((A, (1 — X)), (B,\)) avec A € [0,1]}

par conservation du barycentre on a
f([A, B]) = {bar((f(A), (1 = X)), (f(B), ) avec A € [0,1]}.

Or
{bar((f(A4), (1 =), (f(B),A)) avec A € [0,1]} = [f(A), f(B)]

donc f([A, B]) = [f(A), f(B)].
3) On dit qu’'une partie P € E est conveze si

V (M, My) € Px P, My, My] C P.



i) Soient A, B dans E. Montrer que [A, B] est convexe.
ii) Soient A, B, C' trois points affinement indépendants et soit P(4p)c le demi-
plan affine fermé défini par

Pipc={A+ B + pAC, N € R, i > 0},

Montrer que P4 p ¢ est convexe.
iii) Montrer que si P; et P, sont convexes alors P; N P, est convexe.

iv) Montrer que si P est une partie convexe alors f(P) est partie convexe
de F.

Rép.— i) Soient M7 = A+ /\1@, My =A+ Agﬁ avec 1 > 0, ug > 0. Il faut montrer
que pour tout M € [M;, Ms] on a M € [A, B]. Notons que

M e [Ml,Mg] <~ 3/,6 S [0, 1] tel que M = My + /J/MlMg
<~ 3ue|0,1] tel que M = A—i-)\ﬁ —|—,u)\2—%A_B>
< 3Ipel0,1] tel que M = A+ (A + p(Ao

Posons A = A1 + p(A2 — A1) . Puisque p € [0,1], on a A € [A1, A2] (€ [A2, A1) si A1 > A2)
et donc A € [0,1], i.e. M € [A, B]. Ainsi [A, B] est convexe.

ii) Soient My = A + /\11@ + ,ulﬁ, My = A+ AQE + ugw, il faut montrer que pour
tout M € [My, Ms] ona M € Papc. Notons que

M e [M;,Ms] <= 3te]0,1] tel que M = M, + tM; Ms
e 3Jte0,1] tel que M = (A+ MAB + 13 AC) + t(Ay — M)AB + t(uz — p1 ) AC
e Jte(0,1] tel que M = A+ (A +t(hs — A))AB + (1 + t(pz — 1)) AC

Posons p = p1 +t(ue — p1) - Puisque ¢t € [0, 1], on a p € [u1, po] (€ [pa, p1] si g1 > u2) et
donc p > 01i.e. M € Py pc. Ainsi P4 p.c est convexe.

iii) Il est évident que si [M1Ms] C Py, [My, Ms] C Py alors [M1Ms] C Py N P,. Ceci montre
si P, et P, sont convexes alors P; N Py est convexe.

iv) Soient A’ et B’ dans f(P). Il existe A et B dans P tels que f(A4) = A" et f(B) = B'.
Puisque P est convexe, [A, B] C P. Par conséquent f([A, B]) C f(P). D’apres le 1.iii, on
a aussi f([A, B]) = [A", B']. Au bilan [A’, B'] C f(P) et f(P) est convexe.

On dit qu'un point C' d’une partie convexe P est extrémal si pour tout couple
de points distincts M; € P, My € P, My # M, on a

C:M1+)\M1M2:>)\:OOU>\:1.

On note £(P) l'ensemble des points extrémaux de P.



4) Soient A, B deux points distincts de £. On veut montrer que les points
extrémaux de P = [A, B] sont A et B.

i) Soit M € |A, B[. Montrer que M n’est pas extrémal.

ii) Montrer que si M € [A, B] n’est pas extrémal alors M € |A, B|

iii) En déduire que £([A, B]) = {A, B}

Rép.— i) On a
JA,B[={M € E |3x €]0,1] tel que M = A+ \AB}

et donc tous les points de ]A, B[ sont non extrémaux (prendre M; = A et My = B).
ii) Soit M € [A, B] un point non extrémal, alors il existe un couple de point (M;, M) €
P x P tel que

M =M, + XXMMy et 0< A<l

Donc M € |My, Ms[ C |A, B].
iii) Les points 4 et i montrent que ensemble des points non extrémaux est exactement

JA, B[, 'ensemble des points extrémaux est donc le complémentaire i. e. {A, B}.

5) On suppose désormais que f : E — FE est bijective et que P C FE est
une partie convexe. On note X(P) = P\ £(P) l'ensemble des points non
extrémaux de P.

i) Montrer que f(X(P)) C X(f(P)).

ii) En utilisant 'application réciproque f~! montrer que X (f(P)) C f(X(P))
et en déduire que f(E(P)) = E(f(P)).

iii) On suppose que le cardinal de £(P) est fini. Montrer que si f(P) = P
alors l'isobarycentre des points de £(P) est un point fixe de f.

Rép.— i) Soit M € X(P), il existe My, My distincts dans P et 0 < A < 1 tel que
M = My 4+ AM;Ms;. Par conséquent

F(M) = F(My) + X F (VEDE) = f(My) + AF(M) F (O ),
Comme f est bijective, f(M;) et f(Ms) sont distincts et donc f(M) € X (f(P)).
ii) On applique la formule du i & f(P) et avec f~!. On obtient
FHX(f(P) € X(fTHf(P) = X(P)
puis par composition par f
X(f(P)) C f(X(P)).

Cette formule combinée & celle du 7 montre que X(f(P)) = f(X(P)). En passant au
complémentaire on en déduit f(E(P)) = E(f(P)).



iii) Supposons £(P) = {Ai,...,Ap} et posons O = bar((A41,1),...,(Ap,1)). D’apres la
question 2.7 on a

f(O) = bar((f(A1),1), ., (f(Ap), 1))-

Or d’apres le point i, {f(A1),..., f(Ap)}
f(P) =P, donc

{F(A1), - f(Ap)} = {Ar, ., Ap} et f(O) = bar((Ar, 1), ..., (Ap, 1)) = O.

F({A1,...,Ap}) sont les points extrémaux de

6) Soient A, B et C trois points affinement indépendants de £. On note
ABC = {A+Aﬁ+u@,og MNO< A+ p <1}

le triangle plein de sommets A, B, et C.
i) Soit Pp 4 le demi-plan affine fermé défini de fagon analogue au 3.77 par
la formule

PB,C,A:{B‘F)\B?—I-MQ,AGR,MZO}.
Montrer que
Poca={A+ B+ pAC, N € RN+ p < 1}
ii) Montrer de méme que
Poap={A+ \AB +,uzﬁ,0 <\ p€R}

ili) Montrer que ABC' est 'intersection des trois demi-plans Ps g, Ppc.a
et Poap. En déduire que ABC est convexe.

Rép.— i) On a

Ppca = {B+)\B?+Mm,/\€R,,UJZO}
{A+AB + A\BA + \AC — yAB, A € R, ;i > 0}
{A+(1—X—pAB + M AC, )\ € R, pu > 0}

Posonsz =1—-A—pety=A Onapu=1—x—y, par conséquent : 4 >0 < z+y < 1.
Ainsi

Ppc.a ={A+xA_B)+ym,xeR7m+y§ 1}
ii) De méme

PC,A,B = {C+/\Cﬁ+MC@,)\ER,M20}
{A+AC — MAC + uCA + pAB, N\ € R, ju > 0}
= {A+pAB+(1-\— AT NER, 1 >0}
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Onpose z =pety=1—A\— p ainsi
Poap={A+aAB +yAC,z >0,y € R}.
iii) D’apres le i et le #i on a
Py cNPpcanNPcap= {A+)\A.§ —HL@,O <A< pA+p<1}

ce qui montre que
ABC = Py p,c N Pp,c,a N Pcoa,B

D’apres 3.7 et 3.ii1, le triangle plein ABC' est une partie convexe de E comme intersection

finie de parties convexes.

7) On suppose désormais que dim E = 2. Etant donné P C F on note
GA(E, P) l'ensemble des transformations affines f : £ — E qui laissent P
invariant :

GA(E, P) ={f € GA(E) | f(P) = P}

On s’intéresse au cas ou P est un triangle plein ABC, les points A, B et C
étant linéairement indépendants. On admettra que E(ABC) = {A, B,C}
i) On note &3 le groupe des permutations de I'ensemble {A, B, C'}. On pose

b: GA(E,ABC) — &y
f — fl{A,B,c}

ol fira,B,cy est larestriction de f a {A, B,C'}. Montrer que ® est bien définie.
ii) Montrer que f est injective (on pourra utiliser le fait que (A, B,C) est
une base affine).

iii) Soit f : F — E une transformation affine quelconque. On suppose que
f permute les points A, B et C'i.e. f({A,B,C})={A, B,C}. Montrer que
f(ABC) = ABC (on pourra utiliser la conservation des barycentres).

iv) Montrer que ® est une bijection. Quel est le cardinal de GA(E, ABC)?

Rép.— i) On pose P = ABC'. Puisque f(P) = P d’aprésle 5.iiona f(E(P)) = E(f(P)) =
E(P). Ainsi E(P) est invariant. Comme f est une transformation, fg est une permutation
de & = {A, B,C}. Ceci montre que ® est bien définie.

ii) Puisque dim E = 2 et que les points A, B et C étant linéairement indépendants,
ils forment une base affine. Une application affine f : E — FE est donc entiérement
déterminée par I'image des points A, B et C. Ainsi, étant donnée une permutation de
{A, B,C} il existe une transformation affine et une seule f € GA(E) telle que fifa, 5,3
soit cette permutation. Ceci montre que ® est injective.



iii) On a

ABC

{A+MAB + pAC,0 < A0 < p A+ p < 1}

= {0+ OA+ A0 + \OB + pA0 + pOC,0 < A0 < p, A+ < 1}
{O+(1—A—u)(ﬂ+A6§+uO O0<MNO< A+ p <1}

= {ba’l“((A,(l—)\—ILL)),(B,)\),(C,[L)),OS/\,OS,LL7>\+[LS1}

Puisque f({4, B,C}) = {A, B,C}, par conservation du barycentre f(ABC) = ABC.
iv) D’apres le ii, toute permutation de &3 a un antécédent et un seul f € GA(E). D’apres
iii cet antécédent vérifie f(ABC) = ABC autrement dit f € GA(E, ABC). Ainsi ® est
une bijection et

card GA(E,ABC) = card &3 = 6.



