Université Claude Bernard Lyon 1
M1 — Géométrie

Corrigé du contrdle continu 2 du 10 novembre 2020

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les téléphones por-
tables sont interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour
Uattribution d’une note.

Probléme. — Dans tout le probleme, on travaille dans le plan affine euclidien
muni d’un repere orthonormé (O, 7', j'). On note (., .) le produit scalaire. Le
but de ce probleme est de démontrer le théoreme de Holditch. Il est composé
de trois parties relativement indépendantes.

Pour vos calculs, un formulaire de trigonométrie est a votre disposition en
fin de sujet.

PREMIERE PARTIE : COURBES DE HOLDITCH DE L’ELLIPSE

Soient a > b > 0. On note E l'ellipse dont une équation cartésienne est
2 2

T Y

) + 2= 1.
Deux points quelconques P; = (z1,y1) et Py = (x9,y2) de E définissent un
segment [Py P5] que I'on appelle une corde de E. Etant donné 0 < ¢ < 1, on
considere ’ensemble des cordes de longueur 2¢ et on s’intéresse au lieu I'y
des points milieux @ = (z,y), * = ”“;r”,y = yl;”, de toutes les cordes de
longueur 2¢. Les ensembles 'y sont des cas particuliers de supports de courbes

de Holditch.

Courbes I'y de Holditch de Dellipse pour différentes valeurs de ¢.



1) On suppose que a = b = 1 autrement dit que E est le cercle C' de centre
I'origine et de rayon 1.

a) Montrer que @ et Cﬁ sont orthogonaux.

b) En déduire que @ est dans un cercle de rayon /1 — ¢2

¢) Montrer qu’il existe a € R tel que

T — T =—ay
Yy —Yy=ax
et déterminer o?.

d) En déduire que I'; est le cercle C(O, /1 — ¢?) de centre l'origine O et
de rayon /1 — (2.

Rép.— a) On a

T1 + X2 Tr1 — o
_ €T 1= _ 2 2 Lo o 9 g
08P =(( ) (TN y 2y || wle gt
2 2
Puisque P; et P sont des points du cercle unité, on a 23 +y? = 23 +y3 = 1 d’on
<®a QP1> =0.
b) D’apres Pythagore [|OQ|2 + |QP;||2 = 1 or |QP;||? = ¢2 done |OQ)|| = I — 2.
¢) L’existence de a s’obtient en remarquant que ;y est un vecteur perpendiculaire

a O@ Ce vecteur est non nul car 0 < £ < 1 implique que la norme de Oﬁ est non nulle.
. H 2 _ 2
Puisque [|QP1]|* = ¢4, on a
(z1—2)? + ( —y)? =
c’est-a-dire
a?y? + a%a? = 12

d’ou

puisque z2 + 3% =1 — (2.

d) La question b) montre que I'y C C(O,v1 — £2). Réciproquement, étant donné @ =
(z,y) € C(O,v/1 —£2), les expressions de la question ¢) dictent comment choisir P;, puis
Py, tous les deux sur le cercle unité et tels que @ soit le point milieu de [Py, Ps] :

1 =T —Qy ot Tog =T+ ay
Y1 =y +ax Yo=Yy —ax

2) On ne suppose plus désormais que a = b = 1. Soit

®:R* = R?%  (2,9) — (az,by).



Montrer que ®(C) = E.

Rép.— Notons X =axretY =ay. On a

X2 y? 9 9
@ T Tty
Par conséquent si (z,y) € C alors 22 +y* = 1 et ®(z,y) € E ce qui montre que ®(C) C E.
L’application réciproque de ® est
1R R?(X,Y) = (X/a,Y/b)

et pour tout (X,Y) € R? on a

o= (2) 4 (1)

Par conséquent, si (X,Y) € E, on a [|[®7}(X,Y)||? = 1 c’est-a-dire ®~}(E) C C. En
composant par @ les deux membres de I’égalité on obtient E C ®(C). Ceci, combiné a

Pinclusion inverse obtenue plus haut, montre que ®(C) = E.

3) On considére un nouveau produit scalaire, noté (.|.) et défini comme suit

iwy VLW
VIW) = =5+ =5

pour tout V' = (V1,Va) et W = (Wy, Ws). Ce produit scalaire coincide avec
le produit scalaire usuel (.,.) sia =b= 1.

a) Montrer ' que (®(V)|®(W)) = (V,W).

b) Soit V' = (Vi, V5) un vecteur non nul. Montrer que W = (W;, Ws) est
orthogonal a V' pour (.|.) si et seulement sl existe « € R tel que

Wy, = —aa®Vy et W, =ab*V;
Rép.— a) Il s’agit d’un calcul immédiat

(®(V)[B(W)) = <“V1>a(;W1) N (b%)b(wag)

= (V.W).

b) On vérifie sans peine que si W = (W, W3) satisfait aux expressions proposées alors
(VIW) = 0. Réciproquement, puisque V est non nul, son orthogonal est de dimension 1.

On a donc )
1 —a*Vs
v ().

1. On identifie 'application affine ® avec son application linéaire associée.
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4) a) Soient ¢ = ®71(Q), et p; = 71 Py), p, = P~(P,). Montrer que ¢ est
le point milieu de p; et ps.
b) En utilisant la question 1a), montrer que (ﬁ et Cﬁ sont orthogonaux
pour (.].).
c¢) En déduire qu'il existe a € R tel que
T —r=—aad’y et y —y=abz

62
Va2 + aty?’
d) Ecrire le théoreme de Pythagore pour le produit scalaire (.|.) au triangle
(OQP,) et en déduire que

et montrer que a? =

2y (m—2x)? (yi—v)
l=pte T2 T g

e) Montrer que si (z,y) € I'y alors
22 2\ (2 P 2 (g2 4
(e 5) i) e (m ) e

Rép.— a) L’application ®~! est affine, elle conserve les milieux.
b) Notons que l'origine est fixe par ® et donc O = ®~1(0). D’apres la question 3, on a

(OQIQP)) = (2(0)|®(qpt)) = (OG. 1)

et d’apres la question la), (@,m) =0.
c¢) Puisque (@|QP1) = 0, d’apres la question précédente il existe o € R tel que

2

T —x=—ad’y et y —y=abr.
D’autre part, la longueur de [QP;] vaut ¢ donc
= (21— )’ + (11 —)* = (—aa®y)® + (ab’x)?

d’ot I'on tire la valeur de o donnée dans I’énoncé.
d) Puisque le triangle (OQP;) est rectangle en @ pour (.|.) on a

(OP;|OP;) = (0G|0Q) + (QP}|QF,)

soit en coordonnées

af%er?_w2+y2+(l‘1—w>2+(y1—y)2
az b2 a2 B2 a2 b2



et puisque P, € E, le membre de gauche vaut 1.
e) 1l suffit de remplacer dans 1'égalité ci-dessus les termes (z1 — )% et (y; — y)? par les

expressions trouvées a peine plus haut pour obtenir la relation demandée.

DEUXIEME PARTIE : LE THEOREME DE HOLDITCH POUR LES ELLIPSES

5) On note (r,0) avec r > 0 et 6 € [0, 27 les coordonnées polaires de (x,y).
Montrer que (z,y) € E si et seulement si

1
r =
cos? 6 sin? 6
gl e
Rép.— On a

. . -1
x? n y? 1 72 cos? n r?sin? @ 1 9 cos’f  sin’6
- - = <:,> fg <:> rT =
a? = b2 a? b2 a2 b2

6) On considere la paramétrisation polaire de E donnée par

1

0—rd) = :
cos? 0 + sin? 0
a? b2

avec 0 € [0, 27].
a) Montrer que 'aire A enclose par E est donnée par

us

A:z/bm@%a
0

b) Montrer que, pour tout § € [0,7/2[, on a

2p*(1 4 tan? 0)
9)? = &
r(6) b2 + a2 tan? 6

+oo a262
A=2 —d
/0 2+ a2

d) En déduire que A = wab. On rappelle que

c¢) Montrer que

c U
———du = arctan — + C'te.
c + u? c
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Rép.— a) Soit x = r(6) cosf et y = r(#)sinf. La formule de Green-Riemann s’écrit

1 2m 1 2m
A= 7/ (zy — ya')dd = f/ r2(6)d6.
2.Jo 2.Jo
Puisque r(—0) = r(0) et r(m — 0) = r(0), on peut restreindre l'intervalle d’intégration a
[0, 5.
b) On a
cos?f  sin’ 0 9 1 tan?0 1 b? + a®tan? 0
— =cos“ 0| < + = 5 .
a? b2 a? b2 1+ tan® 6 a?b?

¢) 11 suffit d’effectuer le changement de variable u = tan 6.
d) Posons v = au. On a

oo 622 o v\ 1T T
A= 2/0 Prola 2 {abarctan (g)}o = 2ab§ = mab.

7) On note A, l'aire enclose par la courbe I'; et on cherche a évaluer la
différence A — Ay. On note 6 — p(f) une paramétrisation polaire de I';. On
admet ? que

%
A =2 / p(0)2d0
0
avec
a®b*(*(1 + tan?0)

02: 29 .
pl0)" = r(6) b* + a* tan? 0

Montrer que

A— Ay =nl?
Rép.— On a
A= 4 :2/2 a2b2€2(1+tan29)d9=2/+00 Wdu:Q/de”
o b*+a*tan?®0 o br+atu? . biioa
d’olt B )
A—Ap=2 {62 arctan (572)]0 = 2@25 — 02

TROISIEME PARTIE : LE THEOREME DE HOLDITCH DANS LE CAS
GENERAL

2. La paramétrisation polaire p s’obtient de la méme fagon qu’a la question 5) en
remplagant © = p(f)cosf et y = p(f)sinh dans 1'équation (Fq.1). On vous épargne ce
calcul fastidieux.



On considere une courbe paramétrée en polaire  — r(0) , § € R, ainsi
que deux reparamétrages r; = r o @y et ry = r oy avec 1,2 : R = R.
On note P;(f) et Py(#) les points de coordonnées polaire (r1(6),p1(0)) et
(r2(0), ¢2(0)). On suppose que pour tout § € R, la longueur de la corde
[P1(0)P5(0)] est constante, cette longueur étant notée L.

Py(6)

] o

o

O

Dans ce schéma, on a noté 0; et 02 pour @1 (6) et ¢2(8). Le support de r est en noir, celui

de la courbe de Holditch de parametre ¢; et ¢5 est en rouge.

Soient /7 et ¢ deux nombres positifs tels que L = ¢1 + ¢5. On s’intéresse a la
courbe du point Q(0) € [P1(0)P2(6)] défini par

IP@OQRE =6 et [ROQE)| =t

Cette courbe est appelée la courbe de Holditch de paramétres €1 et {5 de r.

8) On note (p(#),0) les coordonnées polaires de Q(0).

a) En remarquant que Q(6) est le barycentre des points (P;(0),¢>/L) et
(Py(6),¢,/L), montrer que

Lpcos® = lyry(0) cos @1 (6) + (173(0) cos p2(0)
Lpsin 0 = lyr1(0) sin g (0) + (172(0) sin o (0)
b) Montrer que
L? = r{(0) + r3(0) — 2r1(0)ra(0) cos(p2(0) — ¢1(0)).
¢) Déduire des deux questions précédentes que

_ Lor3(0) + 0ir3(0)
N L

p*(0) — bl
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Rép.— a) Puisque Q(0) est le barycentre pondéré des points (Py(6),¢2/L) et (P2(0),¢1/L),
on a

Q() (65 + Q() P0) =T

d’olt

0005 = fopl +£10P2(6§
Puisque Q(0) = (p(6),0), Pi(60) = (r(0),21(6)), Pa(6) = (r2(0),23(6)), les relations
demandées s’en suivent.

b) On a

L2

| P () P> (0]

(13 cos pa(8) — 71 cos p1(0))? + (12 sin 2(0) — 71 sin 1 ()
= 72(0) 4+ r3(0) — 2r1(0)7r2(0)(cos pa () cos 1 (0) + sin () sin 1 (6))
= 17(0) +75(0) — 2r1(0)r2(0) cos(02(0) — p1(6))

c¢) En passant aux carrés dans les relations du a) et en sommant il vient

2

L?p*(80) = 63r1(0) + £3r5(0) + L1lar1(8)ra(0) cos(2(6) — ¢1(6))
D’apres le b) on a
r1(0)r2(0) cos(p2(0) — ¢1(0)) = ri(0) +r5(6) — L*
o L220) = Br3(0)+ (r3(0) + (6(3(0) + 13(0) - I2)
Zg((l + fg)?‘l (6) + 4 (Zl + KQ)T%(H) — L2€1£2

Ainsi
Lp2(6> = 527“%(9) + £1r§(9) — Li145.

9) On suppose désormais que la courbe polaire § — r(6) est 2r-pédiodique et
quelle est fermée (i.e. 7(0) = r(27)) et simple (i.e. r est injective sur [0, 27]).
Il en est donc de méme pour r; et r5.. On note A l'aire enclose par la courbe
en polaire 6 — 7(0).

a) Montrer que

61 62 2
oL /. (9)d0+ﬁ 7“2(0)d0.

A:

b) On note Ay, 4, 'aire enclose par la courbe de Holditch en polaire 6 —
p(0). Montrer que
A — Aghg2 = 7T€1€2



et

puisque 71 et 7o sont des reparamétrages.
b) On a établi plus haut que

427’%(9) + 617’% (9)

2
= 0 .
I P()+£1£2

Par conséquent

A=31

27 Y] 2m 1 27
/0 r(0)do + i/o r3(0)do = 7/0 (p*(0) + L1£2)d0 = Ay, 4, + 7lils.

NOTE CULTURELLE. — Ce dernier résultat constitue le théoréme de Holditch.
Il est remarquable en deux points. Le premier est que la différence d’aire est
indépendante de la la courbe de départ. La seconde est que cette différence
est précisément ’aire d’une ellipse de demi-axes ¢; et /5.

FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE.—

1+ tan®f = 12
cos? 0
cosp+cosq = QCOS%COS%
cosp —cosq = —2 sin’%sinu
sinp+sing = QSinp—;qcosp%q
sinp—sing = 2sin 4 cos 1.



