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M1G — Géométrie

Corrigé du controle final du mercredi 9 janvier 2019

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour [’attri-
bution d’une note.

Exercice. — [7 pts?] Soit F': R* — R une submersion de classe C*.
On note S = F~1(0) et on suppose S # 0.

1) L’ensemble S est-il une sous-variété de R* ? On justifiera la réponse.

Rép.— L’ensemble S est une sous-variété de dimension 2 de R3. Cela résulte du
théoréme de la submersion (CM sur les sous-variétés).

2) Soit My = (20, Yo, 20) un point de S. Montrer que si 25 (M) # 0
alors il existe un voisinage V; de (zg,yo), un voisinage V5 de zy et une
application ¢ : V) — V5 telle que

(x,y,2) € (Vi x Vo) NS <= (z,y) € Vi et z=p(x,y)

Rép.— C’est une application directe du théoreme des fonctions implicites.

3) Montrer que ¢ est C* sur V; et que pour tout (z,y) € Vi on a
Fx('xa y7 SO($’ y))dJ] - Fy($7 y7 SO(:E’ y))d
F.(z,y,¢(z,y)) F.(z,y, ¢(z,y))

Rép.— Le théoreme des fonctions implicites assure aussi que si F' est C° alors il
est de méme pour . De plus on a

dP@y) = —

—1
6F> o OF (z,y, 0(z,y))

dpie .y = — | —
P <8z 8(e,9)
ol % désigne la différentielle de (x,y) — F(z,y,z). Ici on a

8((1};/)(‘%7?47 @(x,y)) = Fm(xvyv @(x,y))d:v + Fy(xvyv @(x’y))dy

d’ou 'expression demandée.



4) Soit f : Vi — R3 la paramétrisation d’un voisinage de M, dans S
donnée par

f(x,y) = (v, y,0(z,y))

Montrer que f est réguliere.

Rép.— On a

_ o, B@ye@y)y e g Py e@.y)
fx(x’y)_(]-’O? Fz(mava(xay))) tfy( ,y) (0717 Fz(-ryyvso(x,y))

d’ou

Fo(z,y,0(x,y) Folz,y,0(x,y))
R e e
z(xava(xvy)) FZ(I,y7Q0(CC,y))
Ce vecteur n’est jamais nul puisque sa troisitme composante vaut 1. Ainsi f est
réguliere.

5) Montrer qu'une équation cartésienne du plan tangent a S en M
est donnée par

Fo(Mo)(X — mo) + Fy(Mo) (Y — yo) + F.(Mo)(Z — %) = 0.

Rép.— Notons que N(zg,yo) = (Fy(My), Fy(My), F.(Mp)) est un vecteur normal
a S en My puisqu’il est proportionnel & (fz A fy)(zo,yo). Par conséquent, un point
M = (X,Y,Z) est dans Ty, S si et seulement si

—
<Z\401\47 N(l‘o,yo» =0.

L’écriture de cette condition fournit I’équation demandée.

Probléme. — [13 pts ?] Soit R > 0. On considere la surface paramétrée
donnée par

f: ]0,+o0[xR —> R?

(u,0) . R<cosv sinv
u, v

chu " chu’

(u— th u))

Le support de cette paramétrisation est appelé la pseudo-spheére de
rayon R. On pose

culu) = (

cosv  sinwv
——,thu) et ey(u,v) = (—sinv,cosv,0).

~ chu’ chu
et on rappelle que pour tout u € R

h
ch®u — sh®u = 1, ch’u = shu, sh'u = chu et thu = sh_u
chu



La pseudo-sphere

1) 1) Ecrire fu et f, en fonction de e, et e,.
ii) Déterminer les coefficients E, F' et G de la premiere forme fonda-
mentale I de f dans la base (fu, f).

Rép.— i) On a
shucosv  shusinwv
fu = R(— I — 7th2u>
ch”u ch”u
cosv  sinw
= thu [ — ———.th
R u< chu ’ chu’ u>
fo = CT(—sinv,cosv,O)
u
Ainsi
w=Rthue, et fvziev
b
chu

ii) On constate que e, et e, sont unitaires et perpendiculaire entre eux ainsi
R2
ch?u

E= <fu7fu> = Rchzuv F= <fu7fv> =0, G= <fv7fv> =

2) i) Montrer que 1’élément d’aire vaut

shu

dS = R? 5—dudv
ch®u
ii) En déduire que f est réguliere.
iii) Montrer que
b's
h
lim #du =1

X—+o00 Jo chu

et en déduire aire de f restreinte & ]0, +oo[x [0, 27].
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Rép.— i) Un calcul direct montre que
— VEG — Fedudv 2|t “'d dv = B2 gy,
ch?u
et puisque u € [0, +00[, on a |shu| = shu.
ii) D’apres le cours, on sait que

Hfu/\va: VEG — F?

donc f est réguliere en (u, v) si et seulement si \/(EG — F?)(u,v) > 0. Or /(EG — F2)(u,v) =
R2% d’apres le calcul de dS donc f est réguliere ssi shu # 0 ssi u # 0.
iii) On a

/shu ch™2u = —ch™'u + Cte

d’ou

X 1

/0 shu ch™ udu—l—Ch—X
et %
sh
lim > 2u du = 1.

X—+oc0 Jo  ch®u

On a

27 X 27 shu
Aire(f) = lim / / dS = lim / / R? —dudv = 21 R?
X —+4o0 X—+o0 Jo 0 ch”“u

3) Soit Ry la rotation d’angle 6 par rapport a I'axe (Oz). Montrer que
le support S de f est stable par Ry i. e. Rg(S) C S.

Rép.— Soit
cosff —sinf 0
Ry = sinf cosf O
0 0 1

On vérifie par un calcul direct que
Re(f(uav)) = f(ua v+ 9)
ainsi S est stable par Ry

4) i) Déterminer une normale unitaire N aux points ou f est réguliere
(on choisira celle pour laquelle la coordonnée en z est positive)

Rép.— i) Un calcul montre que

fu/\fv:_

A priori, on peut donc choisir indifféremment

shu 1
5 (thu cos v, thu sinv, >
U chu

1
N(u,v) ==+ <thucos v, thusinv, )
chu

Pour avoir la coordonnée en z est positive, il faut prendre le signe +.
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5) i) Déterminer les coordonnées du vecteur w = (cosw,sinv,0) dans
la base orthonormée (e, e,, N).

ii) Décomposer fu., fus €t fyy dans la base (e, e,, N).

iii) Déterminer les coefficients £, M et N de la seconde forme fonda-
mentale de f dans la base (fu, f.)-

iv) Montrer que la courbure de Gauss K(u,v) de f est constante et
négative.

V) Ecrire la matrice A de I'opérateur de Weingarten W de f dans la
base (fu, f») et déterminer les courbures principales A; et As.

Rép.— i) On a
Ccos v
COS v "~ chu 1
(wyey)={(] sinv |,| _ SV |)=——
0 chu chu
thu
shu cosv
Ccos v Chq.j
(w, N = (| sinv shu sin v )= shu
’ 0 ’ chu chu
1
chu
et (w,e,) =0. Ainsi
we Ly shu
"~ chu * " chu ’
ii) On a
1 cosv  sinv shucosv shusinv 1
uw R - , = ,thu + R thu , R
f ch?u < chu chu ) ( ch?u ch?u ch2u>
1 shu
= R—e,+R——N
ch2ue ch?u
shu
w = —R —sinv, cosv,0
f ch?u ( )
h
_ _R S 2u .
ch”u
R
foo = ~ (cosw,sinv,0)
R h
— .- RN
ch”u ch”u
iii) On en déduit immédiatement
h h
L=R>=" M=0, N=-R—"
ch*u ch”u

iv) D’aprés une question précédente, on a
2
4sh?u

EG - F?=R'—
ch™u
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On a également

LN - M2 =
chiu
d’ou
oo EN - M2
EG — F? R2
v) On a

)\QZ_ShJ

et )\1: R

1
Rshu?’

6) Soit v(u) = £ (u,u). On consideére la courbe u — (u) = f o y(u).
i) Montrer que 7 est paramétrée par la longueur d’arc.

ii) Exprimer 7" dans la base (e, €,, V).

iii) Montrer que la courbure principale k5 de 7 ne s’annule jamais.

iv) Montrer que la normal principale n,,.in.(u) de 7(u) est incluse dans
le plan tangent & f en 7(u).

v) En déduire que 7 est une courbe asymptotique.

Suggestion.— Utiliser le théoreme de Meusnier.

Rép.— i) Puisque y = fo~v,on a
T = gfuy@)+ gfo(v(u)

= thue, + €y

chu
d’ou ,
h*u 1

I N Sy

7 @I = o + =
ii) De méme, on a

F'(w) = gz (fuu(v(w) + 2fuu(¥(w)) + foo(7(w))
= R (ch2 €u + cshhzu N — 205}2“ ey + ﬁe“ - cshhzu N)

= 2R (Ch2 €u — csthu e”)

_ 2 1 _ shu
" Rchu ( chu Cu chu 61,)
shu

1
Cu chu

iii) Puisque b e, est de norme 1 et que Rchu > 0 on en déduit que

2 1 shu
kg(u) = ﬁ >0 et nprmc(u) = %eu - aev

iv) L’expression de nppine montre que nprine € Vect(ey, e,) = Vect(fu, fo)-
v) Le théoreme de Meusnier affirme que

kﬁ’(u) (’U,) = kﬁ(u) <N(7(u))a np’l“inc(u)>~
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ott kzr(y)(u) est la courbure normale dans la direction 7'(u). Puisque 7ppine €
Vect(ey,ey,) on a

<N(7(u))a np’finc(u)> =0

d’olt Ky (u) (u) pour tout u, ce qui montre que 7 est une courbe asymptotique.

7) Soient I C Ret ¢ : I — ]0,+00] et
vy I — 10, +00[xR
to— () = g (e(0):1)

Déterminer ¢ pour que 5 = f o~ soit une courbe asymptotique.

Rép.— La courbe 7 est asymptotique si et seulement si
vtel, II(F(t),7(t) =0
Puisque y(t) = % (¢(t),t) on a

7 (t) = %(p’(t) FuF (1) + %fv (7(®)

Dans la base (fu, f), on a donc ¥ () = £(¢'(t),1) et
—/ —/ 1 / L M ! t 1 / /

11 .70 = @0 (5 A ) (F1) = 7 @+ 2me 4)
En remplacant £, M et A/ par leurs valeurs on obtient

- sh o () 2

17 t t) = ———— t)—1

(707(0) = pd 0 )
Puisque ¢(t) € ]0, +oo[, on a sh p(t) > 0 et
IHF®),71) =0 <= ¢*t)-1=0 = ¢{t)=+1 <= () =t+ty ou —t+t;

avec I =] —tg,+oo[ ou I =] — o0,y

8) Soient I C Retd : I — |0, +00[x][0, 27], t — (u(t),v(t)), une courbe
paramétrée. On note 6 = f o 6.

i) Déterminer les coordonnées de §”(t) dans la base (e, e,, N') en fonc-
tion de R, u, v, v/, v', u” et v”.

ii) On suppose désormais que & est une géodésique paramétrée par la
longueur d’arc. Montrer que

1
/I}1 2 12 =0 1
usu—l——chu(u +0") (1)

V" = 2uv'thu = 0 (2)

iii) On suppose en outre que v'(t) # 0 pour tout ¢t € I. Montrer qu'il
existe k € R* tel que

vt eI, V(t)=kch®u(t)
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Suggestion.— Remarquer que 1'équation (2) est a variables séparées.
iv) Soit p(t) la distance de 3(t) a Paxe (Oz) et 6(t) Vangle entre 8 () et
e,. Déduire de la question précédente que la fonction t — p(t) cos 6(t)
est constante (c’est la relation de Clairaut).

Rép.— i) On a
8 (t) = ' (8) fu (5()) + ' () £(5(2))
puis

5 = ufu(d) + 0" f,(0)
+U/2fuu( )+ 2U/U/fuv( )+Ul2( )fvv(g)
= u'Rthue, +v"{Le, +u? (R ghpeu + REEN)

+2u'v’ ( R Sh“ ev) +0? ( }fg ey — RCS}E‘Z“ N)

= R(u "thu+u’2 = + v e
JrR( " 1 2u’v’ shu ) 4 Rshu shu ( U/Q)N

ch?u
ii) Si §” est une géodésique alors sa composante tangentielle est nulle ce qui signifie

que

1
ushu 4+ —(uW? +0?) =0 (1)

chu
v — 2u/v'thu = 0 (2)
iii) Puisque par hypothese v’(t) # 0 pour tout ¢, on a
"
h
(2) < U—/ = 2u ’Sh—uu — Inv' =2Inchu + ¢ < v = kch’u
v c

iv) Notons 6(t) = (z(t), y(t), 2(t)). On a d'une part
R
plt) = VO + 770 = s

D’autre part, puisque 6(t) est paramétrée par la longueur d’arc

cosO(t) = (3 (t), ep) = (W' (¢)R thu(t)e, + v’(t)ﬁev, ey) = 0'(1) Chf(t)

Au bilan
oy R
t)cosO(t) = v (t)———
plt)costlt) = /(1) s
D’aprés la question précédente v/ = kch?u ainsi
p(t) cosO(t) = kR?.



