Université Claude Bernard Lyon 1
M1G — Géométrie

Controle final du mercredi 8 janvier 2020

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour [’attri-
bution d’une note.

L’examen est composé d’un seul probleme ayant trois parties
relativement indépendantes

PREMIERE PARTIE : INVERSIONS DANS LE PLAN.— On identifie R? et
C et on considere I'inversion de centre 'origine O et de rapport ¢ > 0 :

inv: C* — C*
z —

@)

z

1) i) Montrer que inv o inv = id et en déduire que inv est bijective.
ii) Montrer que ’ensemble des points fixes de inv est un cercle dont on
déterminera le centre et le rayon.

iii) Montrer que I'image par inv du cercle C(O,r) de centre O et de
rayon 7 est incluse dans le cercle C'(O, £).

iv) Montrer que inv(C(O,r)) = C(O, £).

2) Soient zg € C et r > 0 un réel différent de |zp|. On considere le cercle
C(zp, 1) d’équation

(z — 20)(2 — 20) =72

Montrer que I'image par inv de C'(29, ) est un cercle C(z,, r,) de centre

_ CZ0 _ cr ; . A
% = R et de rayon r, = Too2=r2]" Suggestion : Poser z = = ou

w = inv(z).

3) Soient @ > 0 et v : R — C la courbe paramétrée donnée par
’Y(t) — \/Ee(o‘+i)t.

i) Reconnaitre «y et dessiner son support.

ii) Montrer que le support de vy et le support de invo~y sont symétriques
par rapport a l’axe des abscisses.
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SECONDE PARTIE : INVERSION DANS L’ESPACE.— Dans l'espace, on
note Inv I'inversion de centre l'origine O et de rapport ¢ > 0 :

Inv: R3\ {0} — R3\ {O}
T1 c T
To — 5 | 2

2, 2 2
r1 + x5 + a3 3
Soit P = {x3 = 1} le plan horizontal d’altitude 1 et (u,v) — (u,v,1)
une paramétrisation de P. On considere la surface paramétrée

R? — R3

y U
( > — Inv| v
v 1

4) i) Montrer que la matrice de la premiere forme fondamentale de g
dans la base (22, 9) est de la forme A2(u, v)Id ot A : R? — RY est une
fonction que I'on déterminera.

ii) En déduire que g est réguliere.

iii) Soit p = (u,v) € R% Montrer que si W et Wy sont deux vecteurs

de R? alors
(dgy(W1),dgy(Wa)) (W1, Wa)

1 dg,(Wi)[llldgp(W2)[| — [Wal[[Wal|"
5) i) On note 2 le point de coordonnées (0,0, 5). Montrer que pour

tout (u,v) on a
c
gl = &
5

ii) Que peut-on dire du support g(R?)"
Gauss K et la courbure moyenne H de g.

En déduire la courbure de

6) Soit v : R — R? la courbe de la question 3)
t — (y/ce™ cost, \/ce® sint)

Pour tout u € [0,27[, on considere la courbe o, : RT — R? donnée
par
t+— (tcosu,tsinu).
i) On note R, le support de o,. Quelle est la nature de R, 7
ii) Soit
T = {(t1,ta,u) € Rx R x[0,27[|3k € Z, t; = u+2km, ty = /ce®™}.

Montrer que y(t;) = o,(t2) <= (t1,t2,u) € T.

iii) Montrer que <ﬁ, 0/,(t2)) ne dépend pas du triplet (t1, s, u) € T.

iv) Que vaut le cosinus de 'angle entre (g o) (¢1) et (g o 0,)'(t2) pour



(t1,ta,u) € T. Justifier.

TROISIEME PARTIE : ENERGIE DE WILLMORE.— Soient 0 < b < a.
On considere la paramétrisation

f: [0,27] x [0,27] —> R3
(u,v) — ((a+ bcosu)cosv, (a+ bcosu)sinwv, bsinu)

et on note T'(a, b) son support.

7) i) Soit Ry la rotation d’angle 6 par rapport a l'axe (Oz). Montrer
que le support T'(a, b) est stable par Ry i. e. Ry(T(a,b)) C T'(a,b).
ii) Faire un dessin du support T'(a, b).

8) On note (ey, €9, €3) la base canonique de R3. Pour tout 6 € [0, 7|,
on note ey le vecteur ey = cosf e + sinf ey. On considere le plan Iy
passant par 'origine et engendré par (eg, e3).

i) Montrer que (Oz) N T(a,b) = 0.

ii) Montrer que 7'(a, b) NIl est I'union de deux cercles symétriques par
rapport a la droite (Oz).

9) i) Montrer que 1’élément d’aire de f vaut

dS = b(a + bcos u)dudv.

ii) En déduire que f est réguliere.
iii) Déterminer 'aire de f.

10) i) Sachant que la matrice dans la base (f,, f,) de 'opérateur de
Weingarten de f est donnée par

! 0
A= b Cos U
0 —— =
a+ bcosu

montrer que

2
HdS = -
dsS (cos U+ 1h(a + beos u)) dudv

ou H est la courbure moyenne de f.

ii) En déduire que

Has — —
T(a,b) a2 — b2
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Cette intégrale s’appelle l’énergie de Willmore de T'(a,b). On admettra
pour le calcul que I'on a pour tout g > 1 :

/7r 1 T
du = .
0 M+ Ccosu ur—1

iii) Montrer que pour tout A > 1, on a
)\2
A2 —1

> 2

et en déduire que
H*dS > 2n*
T(a,b)
avec égalité si et seulement si a/b = /2.

11) On considere la surface paramétrée Inv o f.

i) Montrer, en utilisant la question 2, que le support de Inv o f est un
tore T'(a*, b*) et déterminer a* et b*.

ii) Montrer que

/ H?dS = H?dS.
T(a*,b*) T (a,b)



