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Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour ’attri-
bution d’une note.

UN FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE EST DISPONIBLE EN FIN DE
SUJET.

Exercice. — Le but de cet exercice est d’établir I'inégalité isopérimétrique
pour le triangle.

Soit (z,y,z) un triplet de nombres positifs. On rappelle que (z,y, 2)
correspond a un triplet de longueurs des cotés d’un triangle si et seule-
ment si

r<y+z y<z4+zx et z<z+y.

L’aire d’'un tel triangle est alors donnée par la formule de Héron :

Aire(z,y,z) = i\/(ﬁ +y? + 22)2 = 2(2t + yt 4 24).
Soit p > 0 un nombre réel. On cherche a maximiser la fonction
g(x,y,2) = A*(x,y,2) sous la contrainte h(z,y,2) =0
ou h(z,y,z) =x+y+z—p.
1) On pose
D={(z,y,2) € Rx0)’|z<y+2z y<z+z et z<z+y}

Montrer que g admet au moins un maximum sur Int D N h~1(0).

Rép.— L’application h est continue donc h~1(0) est un fermé, 'ensemble D étant
compact, D N h~1(0) est compact. La fonction g étant continue, elle admet au
moins un maximum sur D N h~*(0). Puisque cette fonction est nulle au bord de D
ce maximum est nécessairement dans Int D N h=1(0).
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2) 1) Montrer que si (z, y, z) est un point critique de g sur Int DNA~1(0)
alors il existe A tel que

v(—2?+y*+22) = 4\ (L))
) y(r? —y2+2%) = 4\ (L)
22?4+ y* =22 = 4N (L)

ii) En effectuant la différence L; — Ly et en utilisant L, montrer que
r=youz=p/2

iii) Montrer que si z = p/2 alors (x,y, z) n’est pas dans Int D.

iv) En déduire que la seule solution de (X) dans Int Dest x =y = z =

p/3.

Rép.— L’application h étant une forme linéaire non nulle, c’est une submersion.
On introduit la fonction de Lagrange

L(xvyv Z, )‘) = g(l'vya Z) - )\h({E,y, Z)

Si (x,y, z) est un point critique de f|1,; png-1(0) alors il existe A tel que (z,y,2,A)
soit un point critique de L. Ecrivons la différentielle de L :

dL(ac,y,z,A) = dg(%y’z) — )\dh(%yﬁz) — h((E, Y, Z)d)\

On a alors
z(—2? +y* 4+ 2%) = 4x
B y(x? —y?+22) = 4\
dL(Lyw’%A) =0 = Z((E2 + y2 _ 22> = 4\
ii) Effectuons la différence des membres de gauche de (L1) et de (L) :
(—2® +y? +22) —ya® —y* +2%) = (y+a)(y® - 2?) + (z—y)2?
= (y+a)}(y—z)— (z —y)2?
= (y—2)((y+2)”-2?)
= (y—2)(y+tz—2)(y+z+2).

Si 'on injecte ’équation L4 on obtient

w(—a® +y* +2%) —y(a® -y +2°) = p(y — 2)(p — 22)
ainsi ¢ =y ou z = p/2.
iii) Supposons z = p/2 alors x +y = p/2 d’apres L4 et donc z = x+y ce qui signifie
que (z,y,z) € dD.
iv) Symétriquement, en considérant la différence Ly — L3 on obtiendra z = z, et en
injectant dans Ly, les égalités x =y = z = p/3.

3) En déduire que pour tout triangle, on a l'inégalité isopérimétrique
suivante

12v/3A < p?
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ou p est le périmetre et A Daire du triangle. L’égalité ayant lieu si et
seulement si le triangle est équilatéral.

Rép.— D’apres la question précédente, I'unique maximum de la fonction du
carré de l'aire sous la contrainte h(z,y, z) = 0 est nécessairement atteint au point

(p/3,p/3,p/3). On a alors

4

1 2\’ p p
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Ainsi
2

1243

et I’égalité est atteinte pour les triangles équilatéraux.

A<

Probleme. — Le but de ce probleme est I’étude de la paramétrisation
de la sphere induite par ’application normale d’une surface.

PARTIE I : ETUDE D’UN EXEMPLE, LA SURFACE DE SCHERK.—

z

Surface de Scherk, une vue globale et une vue détaillée au voisinage de

lorigine
1) On considere I'application
h: |=%,5x] -5, 5[xR — R
(x,y, 2) — € cosy — Ccos .

L’ensemble S = h=1(0) est appelé la surface de Scherk sur le carré.
i) Montrer que h est une submersion.
ii) Montrer que S est une sous-variété de dimension deux de R?.
iii) Montrer qu'une normale unitaire n(x,y, z) en tout point (z,y, z) €
C est donnée par
1 sin x
—e*siny

Vsin? x + €22 €% cos y

n(z,y,z) ==+
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iv) Montrer que S est le graphe de la fonction

Cuy)%—+h1(aﬁx)

cos Y

au dessus du carré | — 7, T[x] — 7, 5.
v) Montrer que S est invariante par la réflexion de plan (Oyz) et la

réflexion de plan (Ozz).

Rép.— i) On a

oh oh oh
dh = —(z,y,2)de + —(z,y,2)dy + —(z,y, z)dz
= sinzxdr —e*sinydy + €* cosydz

Ainsi

dhipyy =0 < sinx =0 et siny=0 et cosy=0
Or siny et cosy ne peuvent valoir simultanément zéro, par conséquent h est une
submersion.
ii) Par le théoréme de la submersion, h~1(0) est une sous-variété de dimension deux
de R3.
iii) Une normale unitaire en (z,y, z) est donnée par

dh 1 sin
st == —efsiny

n(,y,2) = =
4 lerad 2l Vfsin® 2 + €2\ ¢z cosy

iv) Un point (z,y, z) est un élément de S si et seulement si

R . COSZT
e“cosy —cosx =0 < e° = .
cosy

: cosx : - gl Tow T C—

Notons que le quotient {23 est bien défini et positif sur | — 7, F[x] — 7, F[. Ainsi

cos T
ezcosy—cosx—0<:>z—ln( )

Autrement dit, S est le graphe de la fonction

(z,y) — In (60”)

cosy

au dessus du carré | —
v) La réflexion rq (res
par

3[x1- 3.5l

s
2
p. r2) par rapport au plan (Oyz) (resp. (Ozz)) est donnée

7’1(%%2’) - (—x,y,z) resp. 7"2(%2/72’) = (m,—y,z).
Il est ensuite immédiat de vérifier que pour tout i € {1,2} on a

h(T’i(I, Y, Z)) = h(:l?, Y, Z)

2) On considere l'application

fr1-5500- 5.5l ”?

—

cos U
, — , 0,1 < )
(u,v) (u,v,1n p— )
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i) Déterminer les ceefficients E, F' et G de la premiere forme fondamen-
tale.
ii) Montrer que f est une immersion.

Rép.— i) On a
1 0
fu= 0 et f,= 1
—tanu tanv
d’ou

E=1+tan?u, F = —tanutanv, G =1+ tan?v.
ii) Pour montrer que f est une immersion, il suffit de montrer que EG — F? ne
s’annule jamais :
EG—-F? = (1+tan?u)(1+tan®v) — tan®utan®v
= 1+ tan?u+ tanZv > 1.

3) On note N : U — S* C R? la normale unitaire donnée par

Ju N fo
[ fu A Foll

i) Déterminer les coordonnées de V.

ii) Calculer les ceefficients £, M et N de la seconde forme fondamentale
et les exprimer en fonction de E, F' et G.

iii) Montrer que la surface de Scherk est une surface minimale, ¢’est-a-
dire que sa courbure moyenne H est identiquement nulle.

iv) Exprimer la courbure de Gauss K de S en fonction de tanu et tanv.

N =

Rép.— i) C’est un calcul direct

 fulNfe 1 e
= = —tanw
[fuNfoll V1 +tanZu + tanv 1

ii) Calculons les dérivées secondes de f. On a fy,, =0 et

0 0
fuu = 0 et fvv - 0
—(1 4+ tan®u) 1+ tan®v
Ainsi )
1+ tan®u FE
L= (Nfw)=- ey
V1 + tan?u + tanv vVEG — F
M =0
1+ tan?v G
N = <N7fm)> =

V1t tanlu + tanv VEG - F2?
iii) Puisque

_1GL—-2FM+EN

2 EG — F?
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et que M =0ona

g LG+ EN

2 EG-F?
D’apres les résultats obtenus en ii) il est immédiat que

GL+EN =0
ce qui conclut.
iv) De

N — M2 — (1 +tan2§a)(1 +ta;12v)
1+ tan“u + tan® v

on déduit

W LN —M? (14 tan®u)(1 + tan®v)
 EG-F?2  (1+tan?u+tan®v)2?

4) On considére la normale N : U — S? en tant qu’application pa-
ramétrant tout ou une portion de la sphere.

i) Montrer que N, A N, est proportionnel & N.

ii) Soient (eq, eq, €3) la base standard de R3. On pose

1 —1
Vii=—(1+tan’u)e; et Vo:=—(1+tan’v)e,.
q q

ou ¢ =V EG — F?2. Montrer que
N,y=W1+Vi et N,=Wr+1;

ou Wy et W5 sont des vecteurs proportionnels a N.
iii) Montrer que (N, A N,,, N) = (Vi A V,, N).

iv) En déduire que N, A N, = vVEG — F?KN.

v) En déduire enfin que N est une immersion.

Rép.— i) De (N,N) =1 on déduit en prenant les dérivées par rapport & u et v
que
(Nyy,N)=0 et (N,,N)=0.

Les vecteurs N, et N, sont donc tangents a la surface S et par conséquent N, A N,
est dans la direction normale.
ii) Si l'on dérive

1 tanu
:\/1+tan2u+tangv —tinv
par rapport a u on obtient
P 1 tanu 1 1+ tan?u
N“8u<\/1+tan2u+tan2v>. —ti,nv +\/1+tan2u+tan2v. 8

Notons que le premier terme est proportionnel a N et que le second est exactement
V1. On a donc obtenu N, = W7 + V;. La méme dérivation, effectuée par rapport a



v, montre le résultat correspondant pour N,.
iii) On a
(N,AN,,N) = det(Ny,N,,N)
= det(W1 + Vl, Wo + VQ, N)
= det(Vl, V27 N)
car Wy et Wy sont proportionnels & N ce qui annule les termes det(W7,*, N),
det(*, WQ, N) et det(Wl, Wg, N) Enfin
det(Vh, Vo, N) = (Vi A Va, N).
iv) D’apres la question i) N, AN, est proportionnel & N et on a donc nécessairement
Ny AN, = (N, AN, N)N.
D’apres la question précédente
Ny AN, = (V4 AVa, N)N.
Un calcul direct montre que
(1 + tan? u)(1 + tan?v)

€3.
2
q

ViAVh=—

Or (e3, N) = é ainsi

(1 + tan? u)(1 + tan? v)
e

v) L’expression de K trouvée précédemment montre que K < 0. Ainsi | N, AN, || >

Ny AN, = — N = KgN.

0 et N est une immersion.
PARTIE II : ETUDE GENERALE DE L’APPLICATION N.

5) Soit « la 2-forme différentielle de R? définie par

xXr X]_ }/1
Uy (XY):=( y || X2 [ A Y2 |)
z X3 }/3

pour tout X,Y de R3. On considére une immersion g : U — S? C R3
d’un ouvert U dans la sphere unité.
i) Montrer qu’'une normale unitaire en (u, v) de g est donnée par g(u, v).

ii) Montrer que
/ ozzi/”gu/\gvﬂdu/\dv.
gU) u

iii) En déduire que
Aire(g) = + / a.
g(U)

Rép.— i) Puisque g est & valeurs dans la sphere unité on a (g,g) = 1. Par
simple dérivation, on obtient (g,g,) = 0 et (g,g9,) = 0 ce qui montre que g est
perpendiculaire & Vect(gy, g»). Ainsi, en tout point, g(u, v) est une normale unitaire
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de g.
ii) Par définition

/ “ = /ag(u,v)(gmgv)dudv
g(U) u
= /<g(u7“)agu/\gy>dudy
u

Puisque g est une normale unitaire, on doit avoir
Ju N Go
lgu A goll

u /\ v
/ a = i/(u,gu/\gwdudv
g(U) u llgu A goll

= i/ lgu A golldudo.
u

iii) Par définition de l’aire on a d’une part

Aire(g) = / 190 A gollduds.
U

glu,v) =+

Au final

D’autre part

/ o= :t/ lgu A gol|dudv
gt) u

ce qui conclut.

6) On note désormais f : U — R? une immersion quelconque et on
considere son application normale N : &/ — S? C R? donnée par

Ju N fo
fu A foll

i) Ecrire N, et N, dans la base (fu, fu, N) en fonction des coefficients
(a;j) de la matrice A de 'endomorphisme de Weingarten.
ii) Soit K est la courbure de Gauss de § = f(U). Montrer que

Ny AN, = K.fu A fo

N =

iii) Déduire que N est une immersion en (u,v) si et seulement si
K (u,v) # 0.

iv) Montrer que
/ a:i/K\/EG—FZdudv
NU) u

ou E, F,G sont les coefficients de la premiere forme fondamentale de
S dans la base (fu, fo)-

v) On suppose que K est partout non nul. En déduire que

Aire(N) = j:/ Kd*S.
u
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Rép.— i) Puisque N est unitaire, les dérivées partielles N, et N, n’ont pas de
composante sur N. La matrice A étant celle de 'opérateur de Weingarten —dN
dans la base (fu, f,) on a par définition de A

Nu:allfu+a21fv et Nv:a12fu+a22fv~
ii) On en déduit
Nu ANy = (ar1a22 — arza21) fu A fo = det Afy A fo.

Par définition det A est la courbure de Gauss K.
iii) Immédiat d’apres ii. iv) D’apres le ii) de la question précédente on a

/ o= j:/ | Ny A Ny||dudv.
NU) u

D’apres le ii) de cette question

Nao
NU)

:t/ K| fu N folldudv

u

= :E/K\/EG—FQdudv.
u

v) D’apres le iii) N est une paramétrisation (=immersion) de la sphere. D’apres le
iii) de la question précédente on peut conclure

AMdM:i/Nw:i/KfS
u u

7) Une application f : U — R3 est conforme si (f., f,) = 0 et si
(fu, fu) = {fo, [o)- Elle est harmonique si fu, + fon, = 0. On suppose
désormais que f : U — R? une immersion conforme et harmonique.

i) Montrer que f est minimale, c’est-a-dire que sa courbure moyenne
H est nulle.

ii) Montrer que

No= - (Lhat Mf) ot No=—£(Mf, — Lf,)

1
E
iii) En déduire que l'application N est conforme.

Rép.— i) A partir de la formule donnant la courbure moyenne

EN —2FM+ GL

i =—Ea—r
et puisque f est conforme (E = G et F = 0) on obtient
_N+L
2B
Or
‘C:7<Nuvfu>:<N7fuu> et N:7<Nvafv>:<N7fvv>
ainsi

L+N = <Nafuu+fvv>:0
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car f est harmonique.
ii) Puisque £ = G, F = 0 et N' = —L la matrice de l'opérateur de Weingarten
W = —dN a la forme suivante

Mat (W)—; GL—-FM GM—-FN _l L M
ats(f) T EG— 2 EM—-FL EN —FM T E M L]
Ainsi
1 1
Nu——E(ﬁfu‘Fva) et Nu—_E(MfU_Lf“)'

iii) On constate que

(Nus M) = 5 (E2 s fu) + 2L M fus ) + M )
= %(ﬁ + M?)
et similairement que
(N,,N,) = %(ﬁ +M?) et (N,,N,) =0.

Ceci montre que I'application IV est conforme.

8) On considere la paramétrisation de la caténoide donnée par

f: [0,2r[xR — R3
(u,v)  +—— (—chwvsinu,chvcosu,v).

i) Montrer que 'application normale N est conforme.
ii) La paramétrisation conforme de la sphere N : [0, 27[xR — S? est-
elle surjective ?

Rép.— i) On a
—chv cos u —shvsinu
fu= —chvsinu et f, = shv cosu
0 1

dott (fu, fu) = ch®v, (fy, fo) = 14+sh®v = ch®v et (f,, fo) = 0. Ainsi f est conforme.
On a aussi

chv sinu —chvsinu
Sfuuw = —chv cosu et foo = chv cosu
0 0
par conséquent fy, + fuy = 0 et f est harmonique. D’aprés ce que l'on a vu

précédemment, ceci implique que ’application normale N est conforme.

ii) On remarque que f, est toujours horizontal et que f, ne lest jamais car sa
troisiéme composante est 1. On en déduit que lespace vectoriel Vect(f,, f,) n’est
jamais horizontal ce qui signifie que les poles Nord et Sud de la sphére ne sont
jamais atteint par N. L’application normale n’est donc pas surjective sur S2.



tan’0 = 1 + tan? 6 =

La caténoide
FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE.—

1
cos? 6

sin 20 = 2sinf cosf, cos20 = cos>H — sin®
cosp + cosq

COSp — COSq

sin p 4 singq
sinp — singq
cos(a +b)
cos(a —b) =
sin(a +b) =
sin(a —b) =
ch*t —sh*t =1
tanhx = sh_:v
chz
sh't = cht

= ZCOSI%COSI%
—QSin’%sin%
= QSin%COS%
= 2sin%cos%.
cosacosb —sinasinbd
cosacosb+ sinasinb
sinacosb + sinbcos a

sinacosb — sinbcosa
ch?t 4 sh?t = ch2t
sh(2t) = 2sht cht
ch't = sht
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