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Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour [’attri-
bution d’une note.

Exercice. — Soit a > 0. On considere la courbe d’équation polaire

p(0) = acos 36
ou 0 € R (le trifolium).

1) La courbe en polaire p est-elle réguliere 7

Rép.— Notons v(0) = (z(6),y(0)) avec x(0) = p(0) cos b et y(8) = p(f)sinfh. On a

V@O = 2(0)+y>(0)

p*(0) + (p')*(6)

= a2 cos? 30 + 9a? sin® 36
= a?(1+ 8sin?30) > a?.

Par conséquent, la courbe est réguliére en tout point 6 €] — m, 7).

2) Donner une équation cartésienne de la tangente a la courbe en
0 =n/3.

Rép.— D’une part, on a 2'(f) = —a(3sin30cosd + cos30sinf) et y'(0) =
a(—3sin30sin 6 + cos 30 cos ) d'ott '(7/3) = av/3/2 et y/(7/3) = —a/2. D’autre

part 2(7/3) = —a/2 and y(7/3) = —a\/3/2. Une équation cartésienne de la tan-
gente en 6y = 7/3 est donnée par

' (60)(y — y(60)) — ' (6o)(x — x(6)) = 0

m@ﬂ) P ) =0

soit

2 2
et puisque a # 0,

\/§<y+\/2§a>+(x+;)=0

finalement

\/§y+x+2a:0.

3) Soit v(0) = (x(0),y(#)) avec x(f) = p(f) cosb et y(0) = p(H) sin 6.
a) Montrer que pour tout 6 on a (0 + 7) = ~(0).
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b) Soit R la rotation de centre 'origine et d’angle —27/3. Montrer que

pour tout 6 on a y(0 +7/3) = Ro~(6).
c¢) Montrer que I'on peut réduire U'intervalle d’étude de vy a [0, 7/6].

Rép.— a) Evident puisque p(6+m) = —p(0), cos(0+ ) = — cos(f) et sin(f+7) =
— sin(0).
b) On a p(6 +7/3) = —p(0) et

cos(0+m/3) = Lcos(d) — Lsing
sin(@0 +w/3) = %sinQ—i—?cos(@).
d’ol
2(0+7/3) = p0+7/3)cos(0+7/3) = —x(0) + Ly(6)
yO+7/3) = p(0-+m/3)sin(0+/3) = —LEa(6) - Ly(6)
soit
c(0+7/3)\ -1 B z(0)
( y(0 +7/3) ) I ) < y(9) >
_ cos(—2m/3) —sin(—2m/3) > ( x(6) )
sin(—27/3)  cos(—2m/3) y(9)

Ceci montre que (6 + 7/3) = R o ().
¢) On a aussi p(—0) = p(#) et par conséquent 'axe des abscisses est un axe de
symétrie. Le a) montre que 'on peut réduire l'intervalle d’étude & | — w/2,7/2], le

b) permet de réduire & | — w/6,7/6] et le ¢) a [0, 7/6].
4) Donner une représentation graphique du support de la courbe.

Rép.—

=
o,

5) a) Montrer que la restriction de v a [—m/6,7/6] est une courbe

fermée.
b) Calculer l'aire enclose par la restriction de v a [—7/6, 7/6].
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Rép.— a) On a p(n/6) = p(—7/6) = 0 donc y(—7/6) = v(—n/6) = O. La courbe
est fermée.
b) La formule de Green-Riemann s’écrit ici

/6
Aire enclose = %/ (x(0)y' (0) — 2'(0)y(0))do
—m/6
Or
2(0)y'(0) —2'(0)y(0) = a?(cos30cosd)(—3sin30sin @ + cos 30 cos 6)
—a?(cos 36 sin §) (—3 sin 30 cos  — cos 3¢ sin 6)
= a?cos? 30
Donc
a2 /6
Aire enclose = 5 cos? 30 db.
—7/6
a2 TI'/2
= — cos? u du
6 —m/2
a® /”/2 1+ cos2u
= — —du
6 771./2 2
_
12

Probléeme. — Le but de ce probleme est I’étude des courbes et surfaces
paralleles. Les parties sont relativement indépendantes.

PARTIE I : ENVELOPPES DE COURBES.— Soit [ un intervalle et f; :
R? — R, t € I, une famille & un parametre de submersions. On note

Lo = f;(0) = {(z,y) € R*| fu(z,y) = 0}

le lieu des zéros, que 'on suppose non vide, de chaque f; et
S=F0) ={(z,y,t) € R* x I| fy(z,y) = 0}

celui de I'application

F: R3 — R

(x7 Y, t) — ft(xa y)
1) a) Montrer que chaque I'; est une sous-variété de dimension 1 de R?.
b) L’ensemble S est-il une sous-variété de dimension 2 de R* x I7?
Justifier.
c) Soit py = (o, Yo,t0) € S un point de S. Donner une condition
suffisante portant sur une dérivée de F pour qu’il existe un paramétrage
cartésien local de S autour de pg, c’est-a-dire pour qu’il existe une
application
h: Z/{[) — Vo
(z,y) = h(x,y)
telle que
p=(z,y,t) €SNWy, <= t=h(z,y)
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ou Uy, Vy et Wy sont des voisinages de (o, yo), to et po respectivement.

Rép.— a) Puisque f; : R> — R est une submersion, 'y = f,; 1(0) est une sous-
variété de dimension 1 de R2.
b) Le gradient de 'application F est

oF
e F(e..0) = (g0 fie.0), G (@)

Ce gradient ne s’annule jamais car, par hypothese, le gradient de f; ne s’annule
pas. Donc F' est une submersion et S = F~1(0) une sous-variété de dimension 2 de
R2 x I.

¢) Soit pg = (x0, Yo, to) € S, c’est-a-dire F(zo, yo,to) = 0. Il suffit de supposer que

OF
E(anyO,tO) #0

pour obtenir le résultat souhaité. En effet, on peut alors appliquer le théoreme des
fonctions implicites pour obtenir ’existence de
h: Up — Vo
(z,y) = h(z,y)
telle que
p=(z,y,t) €SNWy, < t=h(z,y).

2) Dans cette question, on étudie U'exemple fi(z,y) = (x —t)* +y* — 1
avec t € R.

a) Montrer que chaque application f; est une submersion exceptée en
un point.

b) Déterminer la nature de chaque I';.

c¢) Déterminer la nature de S et le dessiner.

d) On note

£ ={(z,y,t) € R’| F(z,y,t) = 0 et %f(a:,y,t) =0}.

Montrer que I’ensemble £ est une union de deux droites.
e) Déterminer I'ensemble £ C R? des points obtenus en projetant &
orthogonalement sur le plan (Ozy).

Rép.— a) On a 0, f; = 2(x — t) et Oy f; = 2y donc f; est une submersion en tout
point sauf le point (x,y) = (¢,0).
b) L’ensemble I'; = f;1(0) est un cercle de centre (t,0) et de rayon 1.
¢) L’ensemble S est un cylindre penché d’axe O+ Vect(1,0,1) et obtenu comme un
empilement de chacun des cercles I'y :
S = U Ft X {t}
teR
d) Soit p€ £. On a
OF

E(x,y,t):O — 20—t =0 <= z=t.



Comme de plus p € S, on a
F(z,y,t) =0 <= y* =1
ainsi
est une union de deux droites.
e) L’ensemble E s’obtient facilement & partir de £ :

E={t1)|teRYU{(t,~1)|t € R}

il est constitué des deux droites paralleles y =1 et y = —1.

3) On revient au cas général (on ne suppose plus que f; est donnée
par l'expression de la question 2). On continue de noter £ C S le sous-
ensemble de S donné par

E={(x,y,t) ER* X I|F(z,y,t) =0 et %—];(x,y,t) =0}

et E sa projection orthogonale dans R2. Autrement dit, £ = proj(€)
oll proj : R? x I — R? est la projection orthogonale

p=(z,y,t)—q=(z,y)
L’egsemble E est appelé I'enveloppe de la famille de courbes T'y.
a) Ecrire la matrice jacobienne Jac ® de I'application
®: R2x] — R?
(2,y,8) > (Flz,y.1), 5 (2,9,1)) -

b) Montrer qu’il existe une sous-matrice carrée 2 x 2 de Jac® dont
tous les termes sont donnés par le gradient de f; et celui de %.

¢) On suppose que & est non vide. Montrer que si les gradients

Ofe
rad et grad —
grad f; grad —
de f; et de % sont linéairement indépendants alors £ est une sous-

variété de R? x I dont on précisera la dimension.

Rép.— a) On a

or  9F  9F
ox oy ot
Jac®(z,y,t) = ( 9°F  0°F  0°F ) '

oxdt  Oyot ot?

b) On remarque que la matrice mineure 2 x 2

OF oOF
ox oy
9’F  O°F
ozt dyot

a une premiere ligne constituée par le gradient de f; et la seconde, par le gradient

Oft
de Tg
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¢) Si ces vecteurs sont linéairement indépendants, cela implique que la matrice est
de rang 2 et donc que ® est une submersion. Puisque £& = ®~1(0) on en déduit que
£ est une sous-variété de dimension 1 de R? x I.

PARTIE II : COURBES PARALLELES DANS LE PLAN.— On suppose
désormais que les ensembles I'; sont des cercles. Précisément, on considere
les applications f; : R? — R données sous la forme

flwy) = (x = u()* + (y = v(t))* —*

olt 7 > 0 est un nombre donné et v : I — R? ¢ — (u(t),v(t)) est une
courbe réguliere.

4) a) Soit p = (¢,t) avec ¢ = (z,y). Exprimer %—I;(p) en fonction du

vecteur y(t)q et de v/(t).
b) On suppose qu’au point p = (¢,t) on a %—I;(p) = 0. Montrer que

(B, 7/ (5) = 0.

¢) En déduire que si ¢ € F alors il existe t € I tel que

q=~(t) £rn(t)
ou n est la normale algébrique de ~.

Rép.— a) En dérivant
F(z,y,t) = (z —u(t)® + (y — v(t))* —r’

par rapport a t, il vient

O ent) = —2(a— ()l (1) — 2y — o) ()
= —2(y(H)0, (1)

b) Le résultat découle directement du a).
¢) Soit g = (x,y) € E. Il existe donc t € I tel que p = (gq,t) € €. Ceci signifie que

OF
F(z,y,t)=0 et —(z,y,t)=0.
ot
D’apres la question précédente, la seconde équation implique que g € y(t)+Vect(n(t)).
La premiére équation indique que g est sur le cercle de centre y(t) et de rayon r.
Ainsi

q=~(t) £ rn(t).



Une lemniscate de Bernoulli (rouge,gras) et deuz courbes qui lui sont
paralléles (bleu, fin)

5) Les courbes enveloppes ainsi obtenues s’appellent les courbes pa-
ralléles a la courbe ~ ou encore courbes offset. Pour tout » € R, on
convient de noter v, la courbe parallele donnée par

Ye(t) = (t) + rn(t)

pour tout ¢t € I. Pour simplifier les calculs, on fait 'hypothese que ~
est paramétrée par la longueur d’arc.

a) Montrer que 7, = (1 — rkqy)7

b) Montrer que si la courbure algébrique de v est bornée et si r est
suffisamment petit alors la courbe 7, est réguliere.

¢) On note 6 : I — R une fonction telle que

7 (t) = (cos6(t),sin6(t))

pour tout ¢t € I. Montrer que 0'(t) = kqq.
d) On suppose I = [a,b]. Montrer que si r est suffisamment petit

Long(v,) = Long(y) — r(0(b) — 0(a)).

e) Dans l'illustration donnée dans ce sujet, a votre avis, quelle est la
longueur des courbes paralleles a la lemniscate de Bernouilli ?

Rép.— a) Une simple dérivation conduit &

() = (t) +rn'(t)
et puisque
n'(t) = —kag(t)7'(t)
on obtient
Yy = (1= rkag)y'.
b) Si la courbure algébrique de «y est bornée, disons

[kaig(t)] < M



8

pour tout t € I alors, en prenant r < M1, on s’assure que v..(t) # 0 pour tout ¢.
Ce qui montre que 7, est réguliere pour r suffisamment petit.
¢) Par définition de la courbure algébrique

V(1) = karg(t)n(t)
ou n(t) = (—sinf(t),cosH(t)) est la normale algébrique i.e. la base (v/(t), n(t)) est
directe. Or par simple dérivation

Y'(t) = 0'(t)(—sind(t),cos O(t))

ainsi 0'(t) = kaig(t).
d) Si r est suffisamment petit, la fonction 1 — rkq4(t) reste positive sur I et par
conséquent

Long(y,) = / Iy () dt = / (1 = rhary (£)) |7/ (1) dt = / (1 = rhatg ().

Notons d’une part que puisque v est paramétrée par la longueur d’arc

/ 1dt = b — a = Long(7y).
I

D’autre part, d’apres la question précédente

/ Fraty (1)t = / 0/ (t)dt = 0(b) — 0(a).
I I
En fin de compte
Long(yr) = Long(y) — r(6(b) — 6(a)).
e) Pour une courbe en forme de 8, 8(b) = 6(a). Par conséquent, les courbes paralléles
ont toutes la longueur que la courbe de départ, au moins pour r suffisamment petit.

PARTIE III : COURBES PARALLELES DANS LA SPHERE.— On note
$? = {(x,y,2) e R®|2® +4* + 2> = 1}

la sphére unité de R3. Soit v : I — S? une courbe paramétrique
réguliere, paramétrée par la longueur d’arc, dont le support est in-
clus dans S?.

6) a) Soit O l'origine de R3. Montrer que pour tout ¢t € I, le vecteur

n(t) := Oy(t) est un vecteur normal & 7 en t.
b) Pour tout ¢t € I, on pose b(t) = n(t) A/ (t). Montrer que b est un
vecteur normal a vy en t.

Rép.— a) Ecrire que le support de ~ est inclus dans S? c’est dire que
— =
(O7(1),0v(1)) =1
pour tout t € I. En dérivant par rapport a t il vient
H
(07(1), F'(1)) =0

_>
autrement dit O+(¢) est un vecteur normal.
b) Puisque ~ est paramétrée par la longueur d’arc, on a 7/(t) est de norme 1.
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De méme n(t) est de norme 1 puisque le support de 7 est inclus dans S2. Ainsi
(n(t),7(t),b(t)) est une base orthonormée directe de R3, en particulier b(t) est per-
pendiculaire & v/ (¢), donc normal & v en t.

7) Pour tout o €] — 7, 5[ on définit la courbe parallele a vy de pa-
rametre o par

Yo: I — R3

t +—— O+ cos(a).n(t) + sin(a).b(t)

ou n et b sont tels que définis a la question précédente.
a) Montrer que vy = 7.
b) Montrer que le support de 7, est inclus dans S%.
c¢) En déduire que n, = Ov,(t) est un vecteur normal de ~, et t.

Rép.— a) On remplace o par 0 dans Pexpression définissant 7, :
_>
Y0(t) = O +n(t) = O+ Oy(t) = 7(b).

b) On a R

O5u(t) = cosan(t) + sina b(t)
d’out

||O—'y,l>(zf)||2 =cos’a +sin*a =1
puisque [|n(t)]| = ||b(t)]| =1 et (n(¢),b(¢)) = 0.
¢) Il découle de la question 6.a) que le vecteur ny(t) := Oy, (t) est un vecteur nor-
mal & 7, en t.

8) a) Montrer que pour tout « le vecteur b(¢) est normal a ~, en t.

b) Montrer que 7/(¢) est un vecteur tangent a 7,(t).

c¢) Puisque les courbes 7, ont le méme vecteur unitaire tangent /()
pour tout t € I, peut-on en déduire que ces courbes ont la méme cour-
bure que celle de ~? Justifier.

Rép.— a) On a
(YL(@),b(t) = (cosan'(t)+sinab'(t),b(t))
= ({cosan'(t),b(t))
car (b'(t),b(t)) = 0. Puisque

d /—
ey @ _
W) = = (09(1) =7 (1)
et que b(t) est normal & 7 en ¢, on déduit (n'(¢),b(t)) = 0 ainsi
Ve, (v,(t),b(t) =0
i. e. b(t) est normal & v, en t.

b) Puisque b(t) et Ov,(t) sont des vecteurs normaux de 7, en t, on en déduit que

O (t) A b(2)
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est un vecteur tangent a v, en t. Or

Ov(t) Ab(t) = (cosan(t)+sinab(t)) Ab(t)
= cosa/(t).
Comme a €] — %, Z[, on peut en déduire que /() est un vecteur tangent de v,
en t.
¢) Notons avec un indice « les quantités géométriques attachées & ~, Les formules
de Frenet affirment que
Ya(t) = 17a®)lka(t)na(t).

Tout ce que nous savons est que v7(¢t) = ~”(¢). En particulier, les vitesses des
courbes 7, different de 'une a l'autre, les normales n, également. On ne peut
donc rien conclure sur une éventuelle égalité k, = k. L’étude d’exemples simples
montrent d’ailleurs qu’elle n’a pas lieu. Si v est un grand cercle, v, est une parallele
et sa courbure est plus grande que celle du grand cercle.

FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE.—

1
tan'f = 1 4 tan® 6 =
cos? 6
sin20 = 2sinfcosf, cos20 = cos® 6 — sin? 6

_ + —
cosp+cosq = 2cos 5 cos P51
cosp —cosq = —2sin’%sinp%q
sinp+sing = ZSinf‘?cosf‘%

. . . . — +
sinp —sing = 2sin 5 cos 551,
cos(a+b) = cosacosb—sinasinb
cos(a —b) = cosacosb+sinasinb
sin(a +b) = sinacosb+ sinbcosa
sinfa—b) = sinacosb—sinbcosa
ch?t —sh*t =1 ch®t + sh*t = ch2t

shx
tanhx = — sh(2t) = 2sht cht
chx

sh’t = cht ch’t = sht



