Université Claude Bernard Lyon 1
M1G — Géométrie : Courbes et surfaces
Corrigé de I’examen final du 6 janvier 2016

Les documents sont autorisés mais les calculettes sont interdites (car in-
utiles). 1l sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour l'attribution
d’une note.

Le QCM. — On répond par vrai ou faux, sans justifier.

1.— Soit t — (t) = (cosu(t),sinu(t),v(t)), t € I une courbe réguliere tracée
sur un cylindre. Alors, les longueurs de 7 et de t — ~(t) = (u(t),v(t)), t € I,
sont identiques.

Rép.— Vrai. Les surfaces paramétrées
fi(u,v) = (cosu,sinu,v) et fo(u,v) = (u,v,0)
sont isométriques, par conséquent les longueurs de 5(¢t) = f1(v(t)) et y(t) = fa(~(t)) sont

identiques.

2.— Sous les hypotheses que la question 1, les courbes 4 et v ont la méme
courbure principale.

Rép.— Faux. La courbure principale n’est pas un invariant isométrique. Par exemple la
courbure de y(t) = (u,0) est 0 alors que celle de ¥(t) = (cos(u), sin(u),0) vaut 1.

3.— On garde les hypotheses que la question 1 et on suppose en outre que
la courbe 4 est une géodésique. Alors le support de v est une portion de droite.

Rép.— Vrai. Les géodésiques sont invariantes par isométrie et les géodésiques du plan

sont des droites.

4.— Soit S le support d’'une surface paramétrée f réguliere et injective et soit
7 : I — S une courbe asymptotique (paramétrée par la longueur d’arc).
Alors, pour tout point ¢ € I, I'espace tangent a S au point J(t) est le plan



osculateur de 4 au méme point.

Rép.— Vrai. On note T = 4/, n une normale unitaire & S et ¥V un fonction vectorielle telle
que s — (T'(s), V(s),n(s)) soit une base orthonormée de R? pour tout s € I. La premiere
équation de Darboux s’écrit T" = —k,V + kpn ol kg, est la courbure géodésique de 7 et
kr sa courbure normale dans la direction 7'. Puisque 7 est une courbe asymptotique, on a
kr =0 et donc T = —k,V ce qui signifie que V est, au signe pres, la normale principale
de 7. Ainsi J(s) + Vect(T(s),V(s)) est le plan osculateur de 4 en s et c’est aussi le plan
tangent de S en (s).

5.— Soient S le support d’une surface paramétrée. On suppose qu’il passe
par p € S deux courbes asymptotiques formant un angle droit. Alors S est
minimale en p i.e. H(p) = 0.

Rép.— Vrai. Si deux courbes asymptotiques forment un angle droit en p cela signifie que
la courbure normale en ce point s’annule en deux directions perpendiculaires. L’application
de la formule d’Euler

ke, = cos? OA; + sin? O Ao

conduit alors aux équations
cos? O\ + sin? Xy = 0

sin? O\; 4 cos? Oy = 0

qui traduisent que les directions données par les angles 6 et  + 5 sont asymptotiques.
L’addition montre que A\; + Ay =0 i.e. H(p) = 0.

6.— La pseudosphere n’admet aucun rectangle. On appelle rectangle de S,
ou S est le support d'une surface paramétrée, un domaine simple délimité
par quatre portions de géodésiques tel que les angles aux quatre sommets
sont tous droits.

Rép.— Vrai. Si on applique le théoréme de Gauss-Bonnet a un rectangle D, on obtient

/ Kd?*S = 0.
D

Or, pour la pseudosphére K = —1. Il ne peut donc exister de rectangle sur la pseudosphere.

7.— Pour toute surface paramétrée de rotation S et pour tout quadrilatere
D € S délimité par deux arcs de méridien et deux lattitudes on a

/ Kd*S =0
D
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Rép.— Faux. L’application de la formule de Gauss-Bonnet montre que

k:gds+/ Kd*S =0.
aD D
Les méridiens sont bien des géodésiques de S mais pas les lattitudes en général. On

construira aisément des contre-exemples en prenant pour S une sphere.

8.— Soient S; et Sy deux sous-variétés de dimension deux de R3. On suppose
que S; NSy est non vide et non restreinte a un singleton, alors S; N Sy est
une sous-variété de dimension 1 de R3.

Rép.— Faux. Par exemple, 'intersection d’un tore avec I'un de ses plans tangents au
cercle de gorge est une courbe en forme de huit qui n’est pas une sous-variété (présence

d’un point double).

9.— L’ensemble S = {(z,y,2) € R® | 22 + 1 — 2 = 0} est une sous-variété de
dimension deux de R3.

Rép.— Vrai. 1l suffit de vérifier que h : R®\ {z = —1/2} — R définie par (z,y,2) —

x? 4+ z — 2 est une submersion puis de constater que S = h~1(0).

10.— L’ensemble S = {(z,y,2) € R® | 2* + y? — 22 — zyz = 1} définit un
ruban de Mobius & trois demi-torsions.

Rép.— Faux. Soit h(z,y,2) = 22 + y? — 22 — 2yz. On a S = h~1(1). Une sous-variété
définie comme une surface de niveau d’une submersion est toujours orientable. Or, un

ruban de Mobius n’est pas orientable.

Probléme. — Soit « : [0, L] — R?® une courbe biréguliere C* paramétrée
par la longueur d’arc et soit f la surface paramétrée définie par

fi0,L]xR —s R?
(u,v) +— a(u) +vad (u).

1) 1) Déterminer ’ensemble des points réguliers de f.

ii) Calculer les ccefficients de la premiere forme fondamentale de f en fonc-
tion de v et de la courbure k de a.

iii) Déterminer la normale (unitaire) N(u,v) aux points réguliers de f en



fonction de la binormale b de a.

Rép.— 1) On a f,(u,v) = &/ (u) + va”(u) = t(u) + vk(u)n(u) et f,(u,v) = o'(u) d’on
(fu N fo)(u,v) = vk(u)n(u) At(u) = —vk(u)b(u) out t = o/, n est la normale principale et
b la binormale de a. Ainsi

1(fu A fo)(u, )] = vk(w).

Puisque « est biréguliere, on a k(u) > 0 pour tout u € [0, L]. Ainsi (u,v) est régulier si et
seulement si v # 0.

ii) On a
E = (fus fu) = (t(u) + vk(u)n(u), t(u) + vk(u)n(u)) = 1 + vk (u)
F = (fu, fo) = (t(u) + vk(u)n(u), t(u)) =1
G = <f1)7fv> = <t(u)7t(u)> =1

iii) On a b(u) = o’ (u) A HZ::&Z;” d’ou

N(u,v) = (fu N fo)(u,v) _ —vk(u)b(u) — bu)

1(fu A fo)(u, 0)| vk(u)

2) i) Déterminer les coefficients £, M et A/ de la seconde forme fondamentale
de f en fonction de k, 7 et v.
ii) En déduire la courbure de Gauss K de f aux points réguliers.

Rép.— i) On a
Fuw = k(u)n(u) + ok (un(u) + vk(u)(—k(w)t() + 7(u)b(w)
= (k(u) + vk (u))n(u) — vk?(u)t(u) + vk(u)7(u)b(u)
fuo = k(u)n(u)
fvv = 0.
Ainsi
N = (fou,N)=0
M = <fuv7 N> =0
L = <fuu7 N> = —Uk’(U)T(’LL)
ii) On a
LN — M?

3) i) On supppose que la torsion 7 de a ne s’annule jamais. Montrer que pour
tout u € [0, L], (a(u); o/ (u), o’ (u),a”(u)) est un repere de R3.

ii) Ecrire le développement limité & lordre 3 au point (ug,0) de f dans
le repere (a(ug); /' (ug), & (ug), & (up)). On prétera attention au fait que
v(u — up)? est un terme d’ordre 3...



iii) Soit ug € [0, L] et soit P,, le plan passant par a(ug) et engendré par o’ (ug)
et o' (ug). Montrer que U'intersection de P,, avec f(V), ou V est un voisinage
suffisamment petit de (uo, 0), est le support d’une courbe paramétrée o ayant
un point de rebroussement de premiere espece en f(ug,0).

Rép.— i) Le seul point non trivial est de montrer que o'’ (u) est linéairement indépendant
de o/ (u) = t(u) et &’ (u) = k(u)n(u). On a
() A e, o)) _ () ARn(a), o) 1
TS e aar@E e Ak

Puisque 7(u) # 0, cela montre que o’ (u) & Vect(a/(u), o’ (u)).
ii) On a

(u —ugp)3

(u - uO) //( :

a(u) = alug) + (u —ug)a’ (ug) + 5 @ ug) + o (ug) + o(u — up)?

et

(u—UQ) a///( )

o' (u) = o (ug) + (u —ug)a’ (ug) + 5 o) + o(u — up)?

d’out

a(u) = a(ug) + (u — ug)a (ug) + %a"(uo) + %am(uo) + o(h?)

va! (u) = va' (ug) + v(u — ug)a’ (uo) + Ma’”(uo) + o(h?)

2
avec h = \/v? + (u — ugp)?. Ainsi

u—ug)?
flu,v) = oalug) + (u— UO)O/(UO) + ( )

o' (ug) + TOOL (uo)

" (ug) + o(u — ug)?

(u — ug)?
2

+va/ (ug) + (u — ug)va” (ug) + M

= a(ug) + (u—ug +v)a'(ug) + | (u— up)v + (u—uo)2> o (ug)

2
U — U 3 viu —u 2
(( . 0) ( . 0) ) W(UO) O(h?)).

iii) Un point f(u,v) est a I'intersection de f([0, L] x R) et de P, si et seulement s’il existe
(w1, ws) tel que
alug) +wia” (ug) + wea’” (ug) = f(u,v).

Autrement dit

alug) + wia” (ug) + wad”(ug) = a(ug) + (u — ug +v)a' (ug) + | (v —ug)v + (u—uo)z) o (ug)

uUu—u 3 ViU —u 2
+(( : 0) + ( 5 0) )O/H(UO)—FO(h/?’)




Cette équation possede une solution si et seulement si
v=—(u—1ug) + o(h?)
et la courbe intersection o est donnée par
uw s o(u) := fu, —(u—ug) + o(h?))

Ainsi

U—u u—ug)> .
o(u) = aug) — (720)0//(110) - %am(uo) +o(h?)

et o présente un point de rebroussement de premiere espece en ug.

4) i) Montrer qu’il existe une courbe 7 : [0, L] — R? paramétrée par la
longueur d’arc et telle que pour tout u € [0, L] la courbure k,(u) de n en u
soit celle k(u) de @ au méme point.

ii) Ecrire une application ® : [0, L] x R — R2 x {0} C R?® dont la premidre
forme fondamentale I3 soit égale en tout point a celle de f.

iii) Les applications f et ® sont-elles isométriques entre elles ?

Rép.— i) Il revient au méme de rechercher une courbe plane 1 paramétrée par la longueur
d’arc et dont la courbure algébrique soit la fonction k (notons que k(u) > 0 car « est
biréguliere). Le théoréme fondamental des courbes planes affirme l’existence d’'une telle
courbe (et son unicité).

ii) II est naturel de poser

o: [0,L]xR — R?
(w,v) > nu) +on'(u)
On a alors
@, = n'(u) +on"(u) = ty(u) + vk(u)n,(u)
Q, =1'(u) = n(u)
et
B = (@4, 8,) = (b (1) + vk(w)ny (w), by (1) + vk(w)ny () = 1+ 02k (u)
Fp = (®y, ®y) = (t,(u) + vk(u)ng,(u), t,(u)) =1
Go = (Py, Dy) = (ty(u), ty(u)) =1

iii) Presque! L’égalité des premieres formes fondamentales ne suffit pas, il faut également
que les deux applications f et ® soient régulieres et injectives. L’injectivité n’est pas as-
surée ici, sans parler de la régularité qui échoue aux points de la forme (u,0). Dans un tel
cas, on dit que les applications f et ® sont localement isométriques entre elles au voisinage

des points réguliers.

5) Soit @ : [0, L] x R — R? x {0} C R? une application dont la premicre
forme fondamentale I3 est égale en tout point a celle de f.
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i) Montrer que ® est réguliere sur U = [0, L] x R*.

ii) Montrer que pour tout point (ug,vy) € U, il existe un ouvert Uy C U
telle que @y, soit réguliere et injective. En déduire que fy, et @y, sont des
applications isométriques entre elles.

Rép.— i) En effet
EeGe — Fi = EG — F? = v?k*(u) > 0

si v # 0.

ii) L’application ®|; est une immersion. D’apres le cours (CM-S6), en tout point (ug, vo)
il existe un voisinage Uy tel que @, soit un difféomorphisme sur son image et donc
nécessairement injective sur Uy. Si on a oublié ce résultat du cours, on est quitte pour
une application du théoreme d’inversion locale... De méme pour f, il existe un ouvert
Uy tel que fy, soit un difféomorphisme sur son image. On peut évidemment réduire Uy
et Uy pour qu’ils coincident, et on renomme Uy I'ouvert résultant. Au bilan @y, et fiy,
sont régulieres, injectives et ont la méme premiere forme fondamentale, ce sont donc des

applications isométriques.

6) Soient € > 0 et (ug,vg) € Up. On considere une courbe v :] — €, [— Uy
telle que v(0) = (ug,vp). On note ¥ = fo~y et § = o~ et on suppose que 7
est biréguliere et paramétrée par la longueur d’arc.

i) Montrer que § est paramétrée par la longueur d’arc. Montrer que 7 et §
ont méme courbure géodésique : ky(7) = ky(0).

ii) On note k5 et ks les courbures principales de 4 et de 6. Montrer que

ky = |cosf| ks

ou 6 est la fonction angle entre le plan osculateur de 7 et le plan tangent a f.
INDICATION : On pourra remarquer que pour une courbe plane, la courbure
géodésique et la courbure principale coincident au signe pres, puis utiliser les
relations de Darboux.

Rép.— 1) Soit s €] —€,¢[, on a

15 ()]l = Ta (7'(5),7'(5)) = Iy (7'(5), 7' (s)) = IV (s)]l = 1.

Puisque @, et fy, sont des isométries et que la courbure géodésique est invariante par
isométrie (cours, CM-S5), on a nécessairement ky(5) = k,4(9).

ii) On a ks = |ky(0)| car & est une courbe plane. Soit T' = (7)" et V telle que (T, V, N) soit
une base orthonormée. On a (relation de Darboux) :

T'(s) = —kg()(s)V (5) + kr(s)N(7(s))
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d’ou

Notons que

(n5(s), V(s)) = (T(s) Any(s),T(s) NV (s)) = (b3(s), N(v(s)))

ou by est la binormale de 7. Finalement

s ()| cos 0(s)] = kg (7)(s)] = ks (s).

7) Soit w : [0, L] — R? une courbe telle que
Vu € [0, L], Jw)||=1, w'(u)#0 et det(a(u),w(u),w (u))=0.
On considere la surface réglée définie par

g: [0,L] xR — R3
(u,v) — a(u) +vw(u).

Une telle surface est dite développable.
i) Montrer qu’il existe une unique courbe de la forme

g: [0,L] — [0,L] xR
t — (5, A1)

telle que pour tout ¢t € [0, L], (3'(t),w'(t)) = 0 ot B = g o B. Cette courbe
est dite aréte de rebroussement.

ii) Montrer que les génératrices A, = {a(u) +vw(u) | v € R} sont les droites
tangentes de /3.

iii) Reconnaitre 3 dans le cas ott w = o',

Rép.— i) Pour tout ¢ € [0,L], on a 5(t) = a(t) + A(t)w(t) d’ott

(B'(1),w' (1) = (o (t) + N (hw(t) + At)w'(t),w'(£)) = (o (t), 0 (1)) + A(E)(w' (t), w' (1))

car [|w(t)||* =1 = (w(t),w'(t)) = 0. I suffit donc de poser



pour obtenir une courbe j telle que (3(t),w’(t)) = 0 pour tout ¢ € [0, L]. Cette courbe
est unique car déterminée par la relation (k).

ii) D'une part, on a 3'(t) = o/ (t) + N (H)w(t) +A(t)w'(t) € Vect(w(t),w'(t)) car la condition
det(a/(t),w(t),w'(t)) = 0 implique que o/(t) est une combinaison linéaire de w(t) et de
w'(t). Par définition de 3 on a aussi (5'(t),w’(t)) = 0, donc B’(t) est proportionnel & w(t).
La droite tangente T3 & (3 en t est donc parallele & la génératrice A;. D’autre part [(t)
est un point de Ay, celui donné en prenant v = A(t) dans la formule de définition de A;.
Ainsi T3 = A,.

iii) La courbe j est la courbe a puisque dans ce cas

et donc

SI LE SUJET PARAIT TROP COURT, ON PEUT RAJOUTER UNE

QUESTION SUR L’'HELICOIDE DEVELOPPABLE ET FAIRE MONTRER
QUE LES LIGNES DE COURBURE SONT LES GENERATRICES ET LES

LIGNES DE NIVEAU.



