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Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour l’attribution
d’une note.

Le QCM. — On répond par vrai ou faux, sans justifier.

1.— Soient S une sous-variété de dimension deux, n un champ de vecteurs
normaux unitaires et v : I — S une ligne de courbure biréguliere. On sup-
pose que le support de v est contenu dans un plan. Alors ’angle entre la
normale principale de v et n est constant le long de la courbe.

Rép.— Vrai. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que la ligne de courbure
est paramétrée par la longueur d’arc. Comme dans le cours, on note N = n oy et Nprinc
la normale principale de la courbe plane 7. On a

d

ds (<Nprin6(s)7 N(s))) = <N;I>rmc(3)a N(s)) + <Nprin6<5)7 NI(S)>
= (=k(s)T'(s), N(s)) + (Nprinc(s), dn(T(s)))
= (—k(s)T(s),N(s)) + <Nprm0(5)v =A(8)T(s))
= 0+40.

2.— Meéme énoncé en remplacant "ligne de courbure” par ”géodésique”.

Rép.— Vrai. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que la géodésique est pa-
ramétrée par la longueur d’arc. Par définition d’une géodésique 7”(s) = a(s)N(s) ou
a: I — R.Or4'(s) = T'(s) = k(5)Nprinc(s) d’apres les relations de Frenet. Ainsi
Nprine(s) = £N(s) et 'angle entre la normale principale de 7y et n est évidemment constant
le long de la courbe. Notez que le caractere planaire de la courbe v n’intervient pas dans

le raisonnement.

3.— Meéme énoncé en remplagant par ”courbe asymptotique”.



Rép.— Vrai. Si v est une courbe asymptote alors la courbure normale dans la direction
de sa tangente est nulle. La relation de Meunier s’écrit donc

0= <Nprin6(5)>N(3)>k(3)-

Puisque 7 est biréguliere, k(s) # 0. C’est donc que (Nprinc(s), N(s)) = 0 et Pangle entre
la normale principale de v et n est évidemment constant le long de la courbe. Notez que

le caractere planaire de la courbe v n’intervient pas dans le raisonnement.

4.~ Soit f : I x R — R3 donnée par (u,v) — (x(u),y(u),v) ol u
(x(u),y(u)) est une courbe biréguliere v paramétrée par la longueur d’arc.
La courbure de Gauss de f est égale a la courbure algébrique de 7.

Rép.— Faux. On a f, = (¢/,4,0), fo = (0,0,1), n = (y/, —2',0) puis L = y'a” — z'y",
M=0,N=0et LN —M? =0, K =0. Or la courbe ~ étant biréguliere, sa courbure

n’est jamais nulle.

5.— Soit S C R? la sous-variété de dimension deux définie par {(z,vy,z) €
R? | y — 2? = 0}. Sa courbure de Gauss est nulle en tout point.

Rép.— Vrai. Il s’agit d’un cylindre parabolique qu’on peut paramétrer par f : RZ2 — R3,
(u,v) — (z(u),y(u),v) avec z(u) = u et y(u) = u?. Le calcul effectué a la question

précédente montre que K = 0 en tout point.

6.— Pour toute courbe v : I — R3? biréguliere paramétrée par la longueur
d’arc on définit f, : I x [0, 27] — R? par

fy(u,v) = y(u) + cosv N(u) + sinv B(u)

ou N est la normale principale de v et B sa binormale. On suppose que
vt I —s R3 et 5 : I — R3 sont biréguliere paramétrée par la longueur
d’arc avec une courbure principale plus petite que 1. Alors f,, et f,, sont
isométriques.

Rép.— Faux. En effet

fu(u,v)

T(u) + cosv (—k(u)T (u) + 7(u)B(u)) — sinv 7(u) B(u)
(1 —k(u)cosv)T (u) —sinwv 7(u)N(u) + cosv 7(u) B(u)

et
fo(u,v) = —sinv N(u) + cosv B(u)



d’ou
Ifull* = (1 = kcosv)? + 72(u), (fu,fo) =7, |Ifs]*=1

Pour que f,, et f,, soient isométriques il faudrait en outre que k,, = k,, et 7,, = 7,.

Notez que 'hypothese sur la courbure principale n’a pas servi ici.

7.— On garde les hypotheses de la question 6. Alors Aire(f,,) = Aire(f,,).

Rép.— Vrai. On a
d*S = \/EG — F? dudv = (1 — k(u) cos v)dudv
d’ot

2
Aire(f,) = /I/O 1 — k(u) cos vdvdu
/ [v— k(u)sinv]2™ du

I

/27rdu = 2w Long(I)
I

Ainsi Aire(f,) ne dépend pas de 7.

8.— En tout point non ombilical d’une surface minimale les tangentes aux
lignes de courbures sont les bissectrices des tangentes aux lignes asympto-
tiques.

Rép.— Vrai. Notons \; et Ay les courbures principales en un point non ombilical (donc
A1 # A2). Puisque H = %(A1+)\2) et que la surface est minimale, c’est que 'on a \; = —As.
La formule d’Euler pour les courbures s’écrit

E(0) = A1(cos? O — sin? 6).

Les directions de courbures sont données par les angles § = kn/2, k € Z. Cherchons les
directions asymptotiques c¢’est-a-dire & résoudre I’équation k() = 0. Puisque A\; # 0 (sinon
A1 = —)\ entrainerait que le point est ombilical) c’est que cos? 6 — sin?@ = 0. Il s’en suit
les valeurs 0 = 7/4 + kn/2, k € Z. Les tangentes aux lignes de courbures sont donc les

bissectrices des tangentes aux lignes asymptotiques.

9.— L’ensemble S = {(z,y,2) € R® | 23 — (y + 2)® = 0} est une sous-variété
de dimension deux de R3.

Rép.— Vrai. Certes, I'application h(z,y,z) = 23 — (y + 2) n’est pas une submersion
mais cela ne signifie pas pour autant que S = h~1(0) n’est pas une sous-variété. Ici

P (y+2P =0 = 2*=(y+2)? = z=y+=2



Ainsi S est un plan, c’est donc une sous-variété de dimension deux.

10.— Soit S la sous-variété définie par {(z,y,z) € R® | 2% + ¢ + 28 = 1}.
Il existe un point p € S ou le vecteur (0,0, 1) est un vecteur directeur de la
droite normale a S en p.

Rép.— Vrai. L’application h(z,y, z) = 2* + y% + 2% est une submersion pour (z,y, z) #
(0,0,0) ce qui implique que S = h~1(1) est une sous variété de dimension deux de R3 et
qu’en tout point (z,y,z) € S, grad(g .y h = (423, 6y5,827) est un vecteur normal. Notons
que p = (0,0, 1) est un point de .S puisque ~(0,0,1) = 1. Un vecteur normal en p est donc
donné par

grad,h = (0,0,7).

Le vecteur (0,0,1) qui lui est proportionnel est donc aussi un vecteur normal en ce point.

Probléme. — On note S?(r) la sphere de rayon r et de centre I'origine de
R3. On suppose que S*(r) est orientée par la normale sortante. Le but de ce
probleme est de montrer qu’il n’existe pas de champ de vecteurs tangents a
S?(r) partout non nul.

1) On pose w = xdy A dz + ydz A dx + zdx A dy € Q*(R?) et on note
f: UCR® — S*(r)CR?
(U,U) — (fl(u,v),fg(u,v),fg(u,v))

une paramétrisation réguliere d’'une portion de S?*(r) qui préserve l'orienta-
tion.

i) Montrer que f*(zdy A dz) = fidfs A dfs.
ii) Montrer ensuite que

Ofs 0 dfs 0
ff(zdy Ndz) = f <3_]£L23_j1;:)) - 8—236—];2> du N dv

iii) En déduire que
ffw={(f, fu fo)duNdv

iv) Montrer que
ffw=r|fuN folldu A dv

(on prendra soin des questions d’orientation).
v) Montrer que
/ w = 4mr3.
§%(r)
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Rép.— i) Par définition

[ (@dy N dz)(X,Y) frdy A dz(df (X), df (Y'))
Si(df2(X)dfs(Y) — dfs(X)df>(Y))

fidfe N df3(X,Y).

ii) On a
[f(xdy Ndz) = fidfs Ndfs

B Of2 0f2 0fs 8f3
- 5 (8ud +8vd>/\<aud ut 2y )

_ g, (929 010
Rt T S Lt

iii) En appliquant circulairement le résultat de i¢ on obtient f*w = (f, fu A fu)du A dv.
iv) Notons que ||f| = r et que (f, fu) = ([, fv) = 0 ainsi

<fa fu A f1;> = :I:THfu A fv”

Notons que la normale sortante est n = % et que f préserve l'orientation, ainsi f, A f, est
proportionnelle & n. Par conséquent

(s fu N fo) =7l fu A Sl

v) Supposons que f soit la paramétrisation habituelle de la spheére épointée des poles sud
et nord. Alors

/ wzr/ Il fu A folldu A dv =1 Aire(S*(r)) = 4nr®.
2 (r) u

2) On rappelle qu'un champ de vecteurs tangents sur la spheére unité s’iden-
tifie & une application Z : S?(1) — R3 C* telle que pour tout p € S?(1),
(p, Z(p)) = 0. On suppose qu'il existe un champ de vecteurs tangents Z
unitaire sur la sphere c’est-a-dire tel que pour p € S*(1), ||Z(p)|| = 1 et on
définit
W: R3\{0} — R?
P — Z ( P )
Il

Montrer que pour tout r > 0, la restriction du champ de vecteurs W a S?(r)
est un champ de vecteurs tangents & S?(r) et unitaire.

Rép.— Notons déja que puisque Z est unitaire, W est nécessairement unitaire puisque

Wl =1z () 1=1
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Ensuite, si p € S*(r) alors p = rﬁ avec bien sir H%\I € S%(1). Donc

p P
(mvz(m» =0

par définition de Z. Ceci entraine (p, W(p)) = 0.

3) Soient € > 0 et 0 < r; <1< ry. On pose

Ye: Clry,rm) — R3
[ — p—I—EW(p).

ot C(ry,me) = {p e R3|r < ||p|]| < ro}.
i) Soit 7 € ]ry, ro[. Montrer que I'image de S*(r) par 1. est incluse dans une
sphere dont on déterminera le rayon.

ii) On suppose que te(p) = 1c(q) avec p # ¢. Montrer que |[p[| = lq|.
iii) Sous les mémes hypotheses que le i, montrer en utilisant 1'inégalité des

accroissements finis que

1 < ¢el|dW||

O [V = Dy o) AV, ]t [TV, ] = spyycy |, (V)

iv) Montrer que si € > 0 est suffisamment petit alors 1. est injective (on
raisonnera par 'absurde en supposant qu’il existe une suite (), tendant
vers 0 pour laquelle chaque 1), n’est pas injectif).

v) Montrer que pour tout V' € R? et tout p € C(ry,r2) on a

[(de)p (VI < (1 = elldWDI[V].

vi) Montrer que si € > 0 est suffisamment petit 1. est un difféomorphisme
global sur son image.

Rép.— i) Puisque p et W(p) sont perpendiculaires, on a
[ = llp+eW @) = [lp]* + W) |* = 7* + €.

Ainsi 'image de S?(r) par 1), est incluse dans la sphére S?(v/r2 + €2).
ii) Si ¢(p) = ¥(q) alors en passant aux normes

Pl + W @)1* = llgl? + W (g)||?

et puisque [W(p)|| = [W(q)|| =1 c’est que [|p]| = [|q]-
iii) De p+ eW(p) = g + eW(q) on déduit ¢ —p = (W (q) — W(p)) d’onr

lg —pll = €[[W(q) = W(p)| < elldWlllg — pll
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par l'inégalité des accroissements finis. On en déduit 1 < e||[dW|].
iv) Soient py # qx dans C(ry,72) tel que Ve, (pr) = e, (qr). D’apres iii on a

1 < exlldW]].
Comme ¢, — 0, on obtient une contradiction.
v) On a
[(de)p (VI = ||V + edWp (V)]
= VI = eldWp (V)]
> (A —elldw,DIV]
= (L—¢lldW V]

vi) Si € est suffisamment petit alors 1 — €||dW|| > 0 et pour tout p, la différentielle di).
est injective donc bijective. Ainsi ¥, est un difféomorphisme local. D’apres la question v
ce difféomorphisme local est injectif. Le théoreme d’inversion globale montre alors que 1),

est un difféfomorphisme global sur son image.

4) i) Soient € > 0, « et 8 deux 1-formes différentielles sur U C R? et g et h
deux applications de V dans U. Montrer que

(g+eh) (aAB)=g(anB)+e(ga Nh*B+hangB)+h* (anpB)
ii) En déduire que
Yiw =w+ ew; + 2wy

ou w est la 2-forme définie en début de probleme et w; et w, sont des 2-formes
indépendantes de € qu’on ne cherchera pas a déterminer.
iii) Montrer que

w:w =4t + A1€ + A2€2
52(1)

ou A; et Ay sont des constantes que I'on ne cherchera pas a déterminer.
Rép.— i) De f*(aAB) = f*a A f*53 on tire
(9+€h)" (anB)=(g"a+eh*a) A (9" B+ eh”p)

ce qui une fois développé, donne la relation demandée.
ii) D’apres i on a

P (anB) = (id+eW) (aAB)=aA B+ e + ko

ol K1 et ko sont des 2-formes indépendantes de e. En posant (a, ) = (zdy,dz) puis
(o, B) = (ydz,dz) et enfin (o, 8) = (zdx, dy) et en sommant on obtient I’égalité recherchée.



iii) 11 suffit d’intégrer la relation obtenue en . On sait déja par une question précédente
que fs2(1) w = 4m. Si on pose

A1 :/ w1 et A2 :/ wWo
S2(1) S2(1)

on obtient par linéarité le résultat demandé.

5) On choisit € > 0 tel que ¥, soit un difféomorphisme sur son image. On

admet que ¥.(S?(1)) = S*(v/1 + €2). Ainsi

/ == Yiw

S2(V1+e?) $2(1)

selon que 1), conserve ou non les orientations.

i) En s’appuyant sur les résultats des questions 1.v et 4.7i7, montrer que I'on
aboutit a une contradiction.

ii) En déduire qu’il n’existe pas de champ de vecteurs tangents partout non
nul sur la sphere unité .

Rép.— i) D’aprés la question 1.v on a

/ w=d4n(1+ 62)%
$2(VIFe?)

et d’apres la question 4.ii7 on a

Ylw=4r + Aje+ Asé?.
$2(1)
L’égalité
/ w==£ Priw
§2(v/11e?) 52(1)

entraine .
+4m(1 4+ €2)2 = 4w + Aje + Age?

ce qui est évidemment impossible.

ii) La contradiction obtenue montre que la supposition énoncée & la question 2 est fausse :

il n’existe pas de champ de vecteurs tangents unitaire sur la sphere. Supposons qu’il existe

un champ de vecteurs tangents partout non nul sur la sphere, (Nlisons A , alors il existerait
Z

un champ de vecteurs tangents unitaire, celui donné par Z = Tzl On a donc montré qu’il

1. Ce résultat est connu sous le nom de Théoréme de la sphére chevelue. La
démonstration proposée dans ce probleme est due a John Milnor et date de 1978.
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n’existe pas de champ de vecteurs tangents partout non nul sur la sphere.

6) Soit P:R3\ {z = —1} — R3 le champ de vecteurs défini par

P(z,y,z) =

Ty
1+ 2
2
(1--2

)

1+ 2
-y

i) Soit (w,y,2) € R¥\ {z = —1} et tel que z* + y* + 2% = 1. Montrer que
P(xz,y,z) est dans le plan tangent T(,, .)S*(1).
ii) Soit (x,y, z) comme dans la question précédente. Montrer que P(z,y, 2)

est unitaire.

iii) Pourquoi les résultats de i et i ne sont-ils pas contradictoires avec celui

du 5.i1 7
Rép.— i) Pour tout p = (z,y,

(p, P(p))

Si de plus 22 +y?> + 22 =1, on
le plan tangent T\, , .)S*(1).

2)eR3\{z=—1}ona:
(—2?y +y(L+2) -
(_
(1

déduit (p, P(p)) = 0 ce qui montre que P(z,y, z) est dans

1
i 22+ (1+2)—

T4 —(1—|—z)z)

Y 2 2 2
T2 2 —y? = 2%)

ii) Pour tout p = (x,9,2) € R3\ {z =1} on a:

Yy

P 2
PG, =

(_

)2+<1_

2

2
y)+y2
z

1+

= 03 2(sz +(1+z =9+ (1+2)%%)
- L (®y + (1+2)* —2(1+2)y° + y* + (1 + 2)%y°)
= it 2(x2y +yt + 222 +(1+z)2—2y2—2zy2—|—y2—|—22y2)
= a3 2(1/2 +y? 427+ (1+2)° —y?).
Si de plus 2 + y? + 22 = 1, on déduit
1Pl = s 0F + (1422 =) = L.



iii) Le champ P n’est pas défini aux points {z = 1}. Il induit un champ de vecteurs tangents
unitaire sur la spheére S?(1) privée d'un point, le pole Sud. Ceci n’est pas contradictoire
avec 5.i7 puisque le champ P qui est certes tangent et unitaire n’est pas partout défini sur

S2(1).
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