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Les documents sont autorisés mais les calculettes sont interdites (car inu-
tiles). 1l sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour 'attribution d’une
note.

Le QCM. — On répond par vrai ou faux, sans justifier.

1.— Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réguliere et § = m o v on
7 : R¥ — R? est la projection (x,y,2) — (z,y). Si t € I est un point
régulier de ¢ alors k., (t) < ks(t).

2.— Soient v : I — R3 une courbe paramétrée régulieére et § = 7 oy comme
ci-dessus. Si ¢t € I est un point régulier de ¢ alors k,(t) > ks(t).

3.— L’enveloppe de la famille de droites d’équation = — cos(t)y — sin(t) = 0,
t € [0,27], est I'hyperbole équilatere 2 — y? = 1.

4.— Soit y(t) = (1 + cost,sint(1l + cost)) avec t € [0, 27]. L’aire enclose par
v vaut 7.

5.— L’indice de v : R — R? donnée par
1—¢ 2t
R (e .
1+¢271+¢t2

6.— Soient & > 0 et v : I — R? une courbe fermée simple d’indice
Ind(y) = 1. Si pour tout ¢t € I on a kgy(t) > « alors l'aire enclose par
7 est plus petite ou égale a .

vaut D'infini.

7.— Soit a une 1-forme non nulle de R% Si dov = 0 alors pour tout f €
C>(R?) on a d(fa) = 0.



8.— Soit A € My(R). Si A*(dx A dy) = dx A dy alors A € SO(2).
9.— L’ensemble {: I — R? | 7 est réguliere} est un R-espace vectoriel.

10.— Soient ¢ : R* — R?, (z,y) —> (e”,¢¥) et v : I — R? une courbe
réguliere. Alors ¢ o 7y est réguliere.

Probleme. — Soient a € | — 7, 5[, 7 > 0 et :

f:0,1] — C
t — l’(t)—Fl’y(t) :Teiacos%rt.

1) Déterminer les points réguliers de f. Quel est le support de f 7

2) Soit 7 : [0, 1] — C une courbe C'* fermée et paramétrée par la longueur
d’arc. On note Ty = v} et Ny = ¢Tp. Puis, pour tout (u,t) € [0,1]? on définit

h(u,t) := z(t)To(u) + y(t) No(u).

Soit n un entier pair non nul. Pour tout ¢ € [0, 1] on pose

v(t) = 7(0) +/O h(u, nu)du.

a) Montrer que la courbe 7y est paramétrée a vitesse constante.

b) Montrer que si, pour tout ¢ € [0, 1], on a (¢t + 3) = —)(t) alors v
est fermée, i.e. 7(0) = y(1).

Un exemple de courbe v avec n = 10 et Supp vo = un cercle

On suppose désormais que Yo satisfait a la condition de la question 2. b.



3) On note T'(t) = % et N(t) =1iT'(t). Montrer que

Vt € [0,1], T(t) =™ (t) et N(t) = ™™ Ny(t).

4) On note kg la courbure algébrique de . Déduire des formules de Frenet

que
dr dN
E(t) = Tkag()N(t) et — (t) = —rkag(t)T(1).

5) On note k?

alg 1a courbure algébrique de 7. Montrer que

Vt € [0,1], rkay(t) = —2mnasin(2mnt) + kg, (t).

6) Donner un exemple de choix de 7y et des parametres « et r conduisant a
une courbe paramétrée fermée v dont la courbure algébrique a pour expres-
sion

kag(t) = 1 + sin27nt

ol n est un entier pair non nul.
7) Montrer que Ind(y) = Ind(yo).

8) Montrer qu’il existe une application C'* :

H: [0,1] x[0,1] — C
(v, 1) — H(v,t)

telle que t — H(0,t) est la courbe 7y, t — H(1,t) est la courbe 7 et pour
tout v €]0, 1, t — H(v,t) est une courbe réguliere fermée (qu’on notera =,).



