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Les documents sont autorisés mais les calculettes sont interdites (car in-
utiles). 1l sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour l'attribution
d’une note.

Le QCM. — On répond par vrai ou faux, sans justifier.

1.— Soient v : R — R3 une courbe dont la distance & I'origine est la fonc-
tion d(t) = dist(y(t); O) = €' pour tout t € R. Alors v est régulicre.

2.— La courbe 7 : I —C R3 donnée par
y(t) = (143t — 1%, 2 — 3t — t?)
est plane.

3.— Soient vy : I — R? une courbe réguliere et k sa courbure principale. On
a

/1 k(0) 7/ (1)2dt < Long(y).

4.— Soient R > 1, a une 1-forme de R? telle que da = xdx A dy et vg :
0,27] — R? la courbe paramétrée donnée par vr(f) = (Rcosf, Rsinf).

Alors on a
/ o= / o
YR 7

5.— Soit v : I — R?® une courbe biréguliere dont la torsion n’est ja-
mais nulle. Soient ¢, € I et 7 la projection orthogonal de R? sur le plan
P = v(tg) +7(to)*. Alors la courbe 7o~y présente un point de rebroussement
de premiere espece en t.

6.— Soit v : I — R? une courbe biréguliere. Soient t, € I un point ol
la torsion est nulle et 7 la projection orthogonal de R? sur le plan P =



Y(to) + 7' (to)*. Alors la courbe 7 o 4 présente un point de rebroussement de
seconde espece en .

7.— Le périmetre L d’une ellipse dont les demi-axes sont de longueur a et b
vérifie L > 2wV ab.

8.— La courbe suivante, parcourue une seule fois, est d’indice zéro :

9.— Soient k € N* et

v: [0,2knr] — C*
0 —  p(0)e?

une courbe polaire biréguliere telle que pour tout 6, p(6) > 0. Alors Ind(y) =
—Ind(§) ou
d: [0,2kn] — C*

61’0
0 0

10.— Soit v : [0,27] — R? une courbe paramétrée par la longueur d’arc
dont la courbure algébrique est

kag: [0,2r] — R
S — %—i—coss

Alors v est une courbe fermée, i. e. y(0) = ~(27).



Probléme. — Soient a > 0, b > 0 deux réels et F = (a,0), F' = (—a,0)
deux points du plan. Les ovales de Cassini® sont les lieux

Cop = {M(z,y) | MF x MF' = b*}

ou MF et MF' sont les distances de M a F et de M a F".

Quelques ovales de Cassini.

1) Montrer que M de coordonnées polaire (p,6), p > 0, est dans C, si et
seulement si
pt —2a%p?cos 20 + a* = b (%)

2) i) Montrer que C,;, n’est jamais vide.
ii) Montrer que (Ox) et (Oy) sont des axes de symétrie de C, .

3) On cherche une courbe polaire 6 — p(6), 0 € [—n, 7], p(d) > 0, dont le
support soit Cl p.

i) Montrer que nécessairement b > a.

ii) Sous I’hypothese b > a, donner une expression pour 6 — p(#) et montrer
que pour tout 6 € [0, 27], p(#) > 0.

ili) En déduire que si b > a la paramétrisation de C,;, donnée par 6 —
(p(0) cos B, p(f) sin ) est réguliere.

4) On suppose désormais que b = a.

i) Montrer que pour tout § € | — 3%, —Z[ U |Z, 3| Téquation () n’admet pas
de solution p > 0.

i) Montrer que C, , est le support de la courbe polaire p(f) = av/2 cos 26 ou

1. Les ovales de Cassini sont parfois appelés lemniscates a deux foyers



0 € [_77-7_3_71—] U [_%7%] U [%771-]‘

5) On étudie désormais la courbe polaire

P [_%7%] — R*
0 — av2cos20

i) L’application p est-elle C'? Quels sont les points réguliers de p?
ii) Déterminer la longueur L de la courbe polaire p en fonction de la constante
de Gauss :

2 1 du
G .= —/ — = (),83462...

T™Jo V1-— u?
Indication : dans l'intégrale définissant la longueur, on pourra effectuer le
changement de variable u = v/cos 26.

6) i) Montrer que la courbe polaire p est fermée et simple
ii) Calculer l'aire du domaine D enclos par la courbe en fonction de a.

7) Montrer que la courbure algébrique kq,(6) est une fonction linéaire de la
distance a l'origine p(6).

8) Soit E la branche de I'hyperbole équilatere définie par
{(z,y) eRLXR|2*—y* =a?}

i) Donner une paramétrisation polaire § — () € R’ de E.
ii) En déduire que E est I'image de C,, N (R% x R) par l'inversion
d: R?2\ {0} ~ R?*\ {O}
(‘T7 y) L <121y2 9 inyQ )



