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M1 — Géométrie : Courbes et surfaces
Corrigé du controle partiel du 18 novembre 2015

Les documents sont autorisés mais les calculettes sont interdites (car in-
utiles). Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour l'attribution
d’une note.

Le QCM. — On répond par vrai ou faux, sans justifier.

1.— Soient v : R — R3 une courbe dont la distance & I'origine est la fonc-
tion d(t) = dist(y(t); O) = €' pour tout t € R. Alors v est réguliere.

Rép.— Vrai. On a
d*(t) = (y(t),7(t)) = ¥ = (d&)'(t) =2(+/(1),7(1)) = 2¢* > 0
par conséquent /(f) ne s’annule jamais.
2.— La courbe 7 : I —C R3 donnée par
y(t) = (143t — 12,2 — 3t — t?)
est plane.

Rép.— Vrai. Il y a plusieurs fagons de le voir.
Méthode 1 : On écrit la courbe sous la forme

1 3 —1
yt)y=1{ 0 | + 0 |t+ 1]
2 -3 —1

et il apparait immédiatement que v est une parabole dont le support est inclus dans le
plan passant par (1,0,2) et engendré par (3,0,—3) et (—1,1,—1).
Méthode 2 : On fait un calcul direct pour constater que :

VteR, x(t) — 2y(t) + 2(t) = 3.

Méthode 3 : On détermine la binormale :

3—2t -2 6
Y () Ay (t) = 2t | A 2 | = 12
-3 -2t -2 6



et on observe qu’elle est constante.

Méthode 4 : On cacule la torsion qui est nulle car v (t) = (0,0, 0).

3.— Soient v : I — R? une courbe réguliere et k sa courbure principale. On
a
JHOIY O < Long()
I
Rép.— Vrai. De

WO AYOL  IFON Ol O]
O=TeE ST IWOR S IOR

on déduit

[y @l < [ 1y @lde= Longr)
1 1

4.— Soient R > 1, o une 1-forme de R? telle que da = xdz A dy et g :
0,27] — R? la courbe paramétrée donnée par yg(f) = (Rcosf, Rsin#).

Alors on a
/ o= / o
YR Y1

Rép.— Vrai. D’apres la formule de Green-Riemann, on a

/ a—/a:/ daz/ xdz A dy
YR 1 AR AR

ot Ag = {(z,y) € R? | 1 < /a2 +y? < R}. Puisque Ag est symétrique par rapport a
(Oy) et que la fonction z — x est impaire, on a

/ xzdx Ady = 0.
Ar

5.— Soit v : I — R?® une courbe biréguliere dont la torsion n’est ja-
mais nulle. Soient t; € I et m la projection orthogonal de R3 sur le plan
P = ~(to)++'(to)*. Alors la courbe 7o~ présente un point de rebroussement
de premiere espece en .

Rép.— Vrai. Puisque la torsion est non nulle, (v'(t9),v"(t0),7" (to)) est une base de
R3. Pour simplifier le raisonnement supposons que cette base soit orthogonale ainsi P =
~(to) + Vect(v" (to), 7" (to)). Le développement limité & 'ordre 3 de  s’écrit

(t - t0>2 " (t - tO)S "

Y(t) = (o) + (t — to)¥'(to) + 5 (to) + =7 (to) + o(t — to)®



et celui de mo :

: 72*%)2 o) + L0 }tO)gv’”(to) +o(t —to)’

et par conséquent m oy admet un point de rebroussement de premiere espéce en ty. Rai-

mo(t) =7(to) +

sonnement similaire si la base n’est pas orthogonale.

6.— Soit v : I — R?® une courbe biréguliere. Soient t, € I un point ol
la torsion est nulle et 7 la projection orthogonal de R?® sur le plan P =
v(to) + 7/ (to)*. Alors la courbe 7 o 4 présente un point de rebroussement de
seconde espece en t.

Rép.— Faux. Par exemple, si v (¢y) = 0 et 7°(tg) est non nul et perpendiculaire &
Vect(v'(to), " (to)) alors to est un point de rebroussement de premiere espece. Un exemple
concret avec tg = 0 est donné par

2 ¢
t) = t? a0 =1
1) = (65, )

On av'(to) = (1,0,0),7"(to) = (0,1,0), 7" (to) = v (to) = (0,0,0) et v (to) = (0,0,1).

7.— Le périmetre L d’une ellipse dont les demi-axes sont de longueur a et b
vérifie L > 27V ab.

Rép.— Vrai. L’aire A du domaine enclos par lellipse vaut wab (ce nombre peut s’ob-
tenir au moyen de la formule de Green-Riemann appliquée & x(t) = acost,y(t) = bsint
et t € [0,27]). De l'inégalité isopérimétrique L? > 4rA, on déduit L? > 4r2ab d’on
L> 21/ ab.

8.— La courbe suivante, parcourue une seule fois, est d’indice zéro :



Rép.— Faux. Elle est d’indice 1.

9.— Soient k£ € N* et

v: [0,2kx] — C*
0 —  p(0)e?

une courbe polaire biréguliere telle que pour tout 0, p(6) > 0. Alors Ind(y) =
—Ind(9) ou
d: [0,2kn] — C*

ei@
0 —

Rép.— Faux. Si p(f) =1 alors v = § et donc Ind(y) = Ind(9).

)

10.— Soit v : [0,27] — R? une courbe paramétrée par la longueur d’arc
dont la courbure algébrique est

kag: [0,27] — R
S — %—I—COSS

Alors v est une courbe fermée, i. e. y(0) = ~(27).

Rép.— Faux. On a

1 27 1 27 1 1
% . kalg(S)dS:% . (2+COSS> dS:§ gZ

Or, si la courbe était fermée, cette intégrale donnerait son indice qui est un entier relatif.

Probleme. — Soient a > 0, b > 0 deux réels et F' = (a,0), I’ = (—a,0)
deux points du plan. Les ovales de Cassini® sont les lieux

Cop = {M(z,y) | MF x MF' = 1%}

ol MF et MF' sont les distances de M a F et de M a F".

1. Les ovales de Cassini sont parfois appelés lemniscates a deux foyers



Quelques ovales de Cassini.

1) Montrer que M de coordonnées polaire (p,6), p > 0, est dans C, si et
seulement si

pt —2a%p? cos 20 + a* = b* (%)
Rép.— On a M = (pcosf, psin®) d’olt FM = (pcost —a,psin®) et F'M = (pcos® +
a, psin@). Ainsi

MF? = (pcost — a)? + p*sin® 0, MF'"? = (pcos + a)® + p? sin? @
et

MF? x MF? = b*

((pcosf —a)? + p*sin® ) x ((pcosf + a)? + p?sin® §) = b*

(a? — p? cos? 0)% + p*sin O + p?sin® O((a — pcosh)? + (a + pcosh)?) = b*
a* + p* cos* 6 — 2a%p? cos? 0 + p*sin 6 4 2a2p? sin? 6 4 2p* sin? 6 cos® § = b*
a* + p* + 2a%p?sin® 0 — 2a%p? cos? 0 = b*

p* —2a%p? cos 20 + a* = b

MF x MF' = b?

froony

2) i) Montrer que C,;, n’est jamais vide.

ii) Montrer que (Ox) et (Oy) sont des axes de symétrie de Cyp.

Rép.— i) Cherchons une solution de (*) sous la forme (p,6 = 0). On a
pt—2a*p* +at = b —= (p® —d®)? =0t = p® —d® =+?

ainsi (p,0) = (Va? + b2,0) convient.

ii) La substitution § — 7 — 6 montre que C, ; est symétrique par rapport a (0y); la sub-

stitution § — —6 montre qu’elle est symétrique par rapport & (Ozx).

3) On cherche une courbe polaire 6 — p(0), 0 € [—n, 7], p(d) > 0, dont le
support soit C p.



i) Montrer que nécessairement b > a.

ii) Sous I'hypothese b > a, donner une expression pour 6 — p(f) et montrer
que pour tout 6 € [0, 27], p(#) > 0.

iii) En déduire que si b > a la paramétrisation de C,;, donnée par 6 —
(p(0) cos B, p(0) sin @) est réguliere.

Rép.— i) 1l faut résoudre I’équation (x). Son discriminant vaut

A = 4(b* — a*) + 4a* cos® 20
Sib < aalorsb*—at <0et A=4(b*—a*) <0 pourf = +7, :l:gjf. L’équation (x) n’ayant
pas de solution pour pour toutes les valeurs de § € [0,27], Cy; ne peut étre le support

d’une courbe polaire 6 — p(0) avec 0 € [—m,7].
ii) La résolution de (*) donne

p2(0) = a®cos 20 + /bt — a* + at cos? 26

Puisque v/b* — a? + a* cos? 20 > |a® cos 26| on a

a200529—\/b4—a4+a4cos229<0.

Il faut donc choisir

p2(0) = a? cos 20 + /bt — a* + a* cos? 26).
Notons que pour tout 6 € [—m, 7], p*(f) > 0. Finalement

p(0) = \/Cl2 c0s20 + v/b* — a* + a* cos? 26.

iii) D’apres le cours, la courbe 6 — (p(0) cos @, p(0) sin ) est réguliere si et seulement si
p(0)2 4 p'(0)% # 0 pour tout 6 € [—7,7]. Or d’aprés ii) p(6)? > 0 quel que soit 6 € [—7, 7].
D’ou la régularité.

4) On suppose désormais que b = a.
i) Montrer que pour tout § € | — 27,
de solution p > 0.

ii) Montrer que C,, est le support de la courbe polaire p(f) = av/2 cos 26 ou

0 € [_77-7_3?”] U [_%7%] U [:%r?ﬂ-]‘

Z[U]Z, 22[, I'équation (*) n’admet pas

Rép.— i) Puisque b = a on a 'équation (x) devient
(¥) <= p*(p* — 2a*cos20) = 0.

Sife]—3r, —2[U]Z, 3 alors cos 20 < 0 et p* — 2a® cos 20 > 0. L’équation (*) n’admet

que p = 0 comme solution.



ii) Si 0 € [-m —32] U [-Z,Z] U [3E, 7] alors cos20 > 0 et I'équation (*) admet deux
solutions : p =0 et p = av2cos 26. Donc, a priori, C, o est 'ensemble des points dont les

coordonnées polaires parcourent
3 3
{(p=0,6).6 € [-m7]} U {(aV2c0520,6),0 € [-m,—=] U [-7.5] U [T, 7]}
Mais toutes les solutions de la forme (p = 0,8) correspondent & l'origine qui est aussi obte-
nue en substituant § = +7 ou 6 = :I:?jf dans V’expression (av/2 cos 26, 6). Par conséquent,

Cla,q est le support de la courbe polaire p(f) = av/2cos20 ou 6 € [—m, —3%] U [-%, %] U

3

T’ﬂ-]'

5) On étudie désormais la courbe polaire

P [_%7 ] — R*

0 — av2cos 20

i) L’application p est-elle C' ? Quels sont les points réguliers de p?
ii) Déterminer la longueur L de la courbe polaire p en fonction de la constante
de Gauss :

N

2 1 du
G .= —/ — = 0,83462...

T™Jo V1-— u?
Indication : dans l'intégrale définissant la longueur, on pourra effectuer le
changement de variable u = v/cos 26.

Rép.— i) L’application p est C* sur ] — Z, %[ et de plus
T

0e]— 0
voe]— 1406 p6)>0
donc tous les points C* de la courbe polaire sont réguliers.
ii) On a
2a sin 26
/ 9 _ 7T
7o) v2cos 20
d'on 2.2 2 52 2 4
4a” cos” 260 + 4a” sin” 260 4a 4a
p(0) +p'(0)? = = =—=
2cos 26 2cos260  p(0)
Ainsi

5 N
L:/_ \/p(9)2+p(9)2d9—/_£md9—4a/0 0

4

LB

Soit u = ﬁp(@) = +/cos26. On a

1 in 2 V1—ut
du= —L @) = — S0 gy V1=
Vv2a v cos 260 U

7



d’ou
U

df = ———=du
vV1—ut
et L
4a du
L = — —_— = \/EWG;G
\/5 0o Vv 1-— u4

6) i) Montrer que la courbe polaire p est fermée et simple
ii) Calculer I'aire du domaine D enclos par la courbe en fonction de a.

b

Rép.— i) Puisque p(£7) = 0 la courbe est fermée. Elle est simple puisque sur | — 7,

INE

INE]

a2
a® cos 20d0 = [2 sin 29} = q?

Aire(D) = /_ ! %pQ(Q)dQZ /_ !

i il
4 4

INE]

7) Montrer que la courbure algébrique kq,(6) est une fonction linéaire de la
distance a ’origine p(#).

Rép.— D’apres le cours :

Or, d’une part

. ( 2sin 260 )’
plo= | ae—
V2 cos 260
(V2 c0820)'2sin 20 — (2sin 20)'v/2 cos 260
a
) 2 cos 26
—%2 sin 20 — 4 cos 20v/2 cos 20
2 cos 260
4sin” 20 + 8 cos? 20

(2cos 20)2

= a

d’ou

" o 4sin? 20 + 8 cos? 20
plp=—a
2cos 26

et
4a? sin® 20 e 4sin? 20 + 8 cos? 20

2cos 20 “ 2cos 20

o4 cos? 20 + 8sin 20 + 4sin® 20 + 8 cos? 20
“ 2cos 26

P2 +2p2 —pp’ = 2a®cos260+2

120> 124"
2c0s20  p?

8



D’autre part
2a?
Vit p?t=—
P

Finalement
12a* p? 3p

hatg = =2 8a8 = 22

8) Soit E la branche de I'hyperbole équilatere définie par {(z,y) € RY x
R|2*—y?*=a"?}

i) Donner une paramétrisation polaire § — () € R’ de E.

ii) En déduire que E est I'image de C,, N (R% x R) par l'inversion

o: R2\ {0} — R\ {0}
(0y) — (5 )

Rép.— i) Posons © = rcosf, y = rsinf avec § € [—m,7]. On a

(z,y) €E <= r%cos’0—r?sin®0=a"2 et O]— %, %[
— rfcos20=a"? et Oe]—5, 5]
— r?cos20=a"? et e [-F, %]
— 2ol _ oe]-2 1
"~ a%cos20 4’ 4
Une paramétrisation en polaire est donnée par
rl-Ri - R
0 -
av/cos 20
Autrement dit r = p~ 1.
ii) En effet
0 sind
D(pcosb, psinb) = (COS ,sm > = (rcosf,rsin).
pop



