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Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour [’attri-
bution d’une note.

Vrai-Faux. — Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle
est vraie ou fausse. Justifier votre réponse au moyen de brefs arguments
et/ou d'un dessin éclairant.

1.— [2pts] Soit A un méridien joignant le pole Sud au pole Nord de la
sphere unité S C R? et soit g = fj4 olt

f: S? — S!CcR?
(x,y,2) +—— (cosmz,sinmz)

Le recollement S* L, Sl de S? & S! le long de g est homéomorphe &
'espace représenté en (a) dans les dessins ci-dessous.

S)SeS e

2.— [2pts] L’ apphcatlon
r: R3\ (0z) — S!'x{0} CcR?*x {0}

T,Y, 2 — —(,y,0
(2,9, 2) \/m(y)

est une rétraction par déformation de R?\ (Oz) sur le cercle.

— [2pts] Soient T? = S' x S, zy € T? et u € Q(T?, x¢). L’application

Bu: m(T? x9) — (T2 x0)
Al asy el

est 'identité.
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4.— [2pts] Soit f: (S',1) = (X, zy) une application continue telle que
la classe [f] de f soit triviale dans (X, zo) alors il existe une appli-
cation continue g : D? — X qui étend f, c’est-a-dire telle que gist = f.

5.— [2pts] On considere le CW complexe X ayant deux sommets A et
B et trois arétes dont les extrémités sont A et B. On note U et V les
ouverts de R? figurés ci-dessous et on pose U =UNX et V =V N X.

Le CW complexe X (& gauche) et les ouverts U (au centre) et V (& droite).

D’une part, puisque U se rétracte par déformation forte sur un cercle,
m (U, A) 2 Z. D’autre part, puisque V se rétracte par déformation forte
sur A, m(V, A) est trivial. De méme m; (U NV, A) est trivial puisque la
composante connexe de UNV qui contient A se rétracte par déformation
forte sur A. Le théoreme de Van Kampen permet d’affirmer que le
groupe fondamental de X est m(X, A) = Z.

Probleme.— Le but de ce probleme est de présenter la notion de

suspension, d’en étudier quelques exemples et d’en établir quelques
propriétés.

N

Suspensions du cercle S (& gauche) et de trois points {a,b,c} (& droite).

PARTIE 1 : LE FONCTEUR S.— Soit X un espace topologique séparé
et localement compact. La suspension SX de X est I'espace quotient

SX =X x1I/~
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ou I = [—1,1] et ou ~ est la relation d’équivalence sur ¥ = X x [
définie par

Y1 = Y2
ou
Y1~ Yo sl (11 = (z1,—1) et yp = (72, 1))
ou

(y1 = (21,1) et yo = (29, 1)).

On a noté y = (z,u) € X x I. Intuitivement, on forme un cylindre de
base X et on réduit A_; = X x {—1} a un point et A; = X x {1} a
un autre point. On note p : X x I — SX D'application quotient.

1) i) Montrer que ~ est fermée.
ii) Montrer que SX est séparé.
iii) Montrer que SX est compact si X est compact.

2) Soit f : X; — X, une application continue et p; : X; x I — SX;,
i € {1,2} les projections canoniques.
i) Soit
fxid: Xy x I — Xox1.
Montrer que ’application quotient
Sf : SXI — SX2
(1] = p2o(f xid)(y1)

est bien définie.

ii) Montrer que Sf est continue.

iii) Montrer que si f = idyx, (et donc X; = X5) alors Sf = idsx,-

iv) Montrer que si g : Xo — X3 alors S(go f) = Sgo Sf.

v) Montrer que si X; et X, sont homéomorphes alors SX; et SX, sont
homéomorphes.

PARTIE 2 : SUSPENSION DU CERCLE.— On considere ’application

f: StxI — S?cCxR
(€ u) — (V1 —u2e? u)
3i) Montrer que f est surjective.

ii) Déterminer les points de S? ayant deux antécédents ou plus.
iii) L’application f est-elle continue ?

4)i) Montrer que I'application f passe au quotient en une application
continue

F:SSt— 82



4

ii) Montrer que f est un homéomorphisme.

PARTIE 3 : PROPRIETE DE LA SUSPENSION.— On revient au cas
général ou X est un espace topologique séparé et localement compact.
On note vy (resp. v_) la classe [(x, 1)] (resp. la classe [(x, —1)]) de SX.

5) Dans cette question 5, on ne suppose pas que X est connexe par
arcs.

i) Décrire un chemin 6 : [0, 1] — SX joignant v_ a v.

ii) Soit [(xg, up)] un point de SX avec 0 < up < 1 (resp. —1 < uy < 0).
Décrire un chemin 5 : [0,1] — SX joignant [(zg,ug)] & vy (resp.
9y :[0,1] — SX joignant [(xq,up)] & v_).

iii) Montrer que SX est connexe par arcs.

6) On suppose maintenant que X est connexe par arcs. On choisit un
point quelconque xy € X et on note [yo] = [(xg,0)] € SX.
i) Soit Uy = SX \ {vs} et U- = SX \ {vs}. Montrer que Uy et U_
sont des ouverts de SX.
ii) Montrer Uy NU_ = X x| — 1, 1] est connexe par arcs.
iii) Soit

v: [0,1] — Uy

s [(x(s),uls))]

un lacet quelconque basé en v_. Ecrire une homotopie a valeur dans
U,, basée en v_, entre v et le chemin constant c,_.

iv) Déduire de la question iii) que le groupe 7 (Us, [yo]) est trivial.

v) Montrer que SX est simplement connexe.



