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M1G — Topologie Agébrique
Controle partiel - 31 mars 2026 - durée 2h

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour l’attri-
bution d’une note.

Vrai-Faux. — Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle
est vraie ou fausse. Justifier votre réponse au moyen de brefs arguments
et/ou d’'un dessin éclairant.

1.— [2pts] Soient X le graphe (=CW complexe de dimension 1) dessiné
sur le tore ci-dessous et Y le graphe formé par les sommets et les arétes
d’un tétraedre. On affirme que X et Y sont homéomorphes.

-—

L’espace X (& gauche) dessiné sur un tore et 'espace Y (& droite). Sur la figure de
gauche, on prendra garde a 'identification des bords.

2.— [2pts] On considere 'espace X = S'UD union du cercle unité S' C
R? et du diametre D = [—1,1] x {0} C R% On considere I’application

r: XcR? — D CR?
(z,y) +— (z,0).

On affirme que r est une rétraction par déformation de X sur D.

3.— [2pts] On considere deux points z; et x5 sur le tore, § un chemin
joignant x; a zo et les lacets vy et 2 basés respectivement en x; et xp
représentés ci-dessous. On affirme que 7 et § * 75 * § sont homotopes

en tant que lacets basés en ;.
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Le lacet 71 (& droite), le lacet y2 (& gauche) et le chemin § joignant zq & x5 .

4.— [2pts] On considere 'union X de quatre disques fermés représentée
ci-dessous. Soit x € X. Parmi les quatre assertions

(a) m(X,x)="7Z/4Z, (b) m (X, x) =72,
(o) m(X,z)="7Z/2Z, (d) m(X,z)=7ZxZ,

on affirme que d) est valide.

L’espace X, union de quatre disques fermés.

5.— [2pts] On considere lespace X = S' U, e? ot

o: 0e? — St
0 e*  sifel0,m] mod 27
¢ e 2% s 0 € [r 2] mod 2w

Parmi les quatre assertions suivantes, on affirme que b) est valide :

a) Le lacet ¢ est contractile dans S! et X a le type d’homotopie de
Stv st

b) Le lacet  est contractile dans S! et le groupe fondamental 7 (X, z)
est isomorphe a Z pour tout zy € X.

c) Le lacet o n’est pas contractile dans S et X a le type d’homotopie
de RP2.

d) Le lacet ¢ n’est pas contractile dans S! et le groupe fondamental
71 (X, o) est isomorphe a Z * Z pour tout xy € X.
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Probleme.— Le but du probleme est de découvrir un outil utile pour
démontrer que deux espaces ont le méme type d’homotopie : la Pro-
priété d’Extension des Homotopies, dite aussi HEP.

PARTIE 1 : VERS LA HEP.— On considere le carré C' = [0, 1] x [0, 1] et
la partie de son bord Z, = ([0,1] x {0}) U ({1} x [0, 1]) constituée de
I’aréte horizontale inférieure et de ’aréte verticale droite. On repere un
point M € C par deux coordonnées (z,t) et on définit une application
continue
Gy: C — Z4

(2tan o, 0) si0<tano < 3

(1) — (@y) =

(1,2 — ) sitana > 1

tan o

ol o > 0 est l'angle en le point 2 = (0,2) entre la droite verticale et
la droite (QM).

t t
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L’application G4 : le carré C' est coloré, ’espace Z, est figuré en gras. A gauche,
Iimage M’ d’un point M avec 0 < tana < %, a droite avec tan a > %

1) a) Soient Fy, Fy € C%C,C) deux applications continues du carré
C' C R? dans lui méme. Pour quelle raison

(]_ — 8)F1 + SFQ

est-elle une homotopie joignant Fy a Fy 7?7

b) Montrer que G est une rétraction par déformation forte de C
sur Z.

¢) Montrer que C' et Z; ont le méme type d’homotopie.

2) a) On considere le rectangle R; = [—1,1] x [0, 1] et la partie de son
bord définie par

Zy = ({=13 x [0, 1)) U ([=1,1] x {0}) U ({1} x [0, 1]) .
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Faire un dessin de R; et de Z;.
b) Construire une rétraction par déformation forte G de Ry sur Z;.

3) Soient A =] — o0, —1] U [1,4o00[ et X = R. Soit Y un espace topo-
logique quelconque. On se donne une application continue f: X — Y
ainsi qu'une homotopie h : A x [0,1] = Y t.q. f(z) = h(z,0) pour tout
x € A. Laquelle des trois applications suivantes prolonge h en une ho-
motopie H : X x [0,1] — Y telle que H(z,0) = f(z) pour tout z € X
et H(z,t) = h(z,t) pour tout (z,t) € A x [0,1]? Justifier.

L’espace A est en trait discontinu, Z; en trait gras et X est I’axe des abscisses.

L’application H est définie sur X U (A x [0, 1]) et on veut I’étendre contintiment &
lespace X x [0,1].

Choix 1
h(xz,t) si(x,t) € Ax]0,1]
H(x,t) = { Gi(z,t) si(x,t) ¢ Ax[0,1]
Choix 2
h(z, t) si (z,t) € Ax[0,1]
H(z,t) = { f(Gyi(z,t)) si(z,t) & Ax]0,1]
Choix 3
h(z,t) si (x,t) € A x [0,1]

H(z,t) =< MGi(x,t) si(z,t) g Ax 0,1] et Gy(x,t) € {—1,1} x [0, 1]
f(Gi(z,t)) si(x,t) € Ax][0,1] et Gi(x,t) € [-1,1] x {0}

Définition.— Soient A C X deux espaces topologiques. Lorsque,
quelles que soient les applications f : X — Y et h: Ax[0,1] = Y
telles que h(z,0) = f(z) pour tout z € A, il existe une application
H : X x[0,1] - Y qui coincide avec h sur A x [0,1] et avec f sur
X x {0}, on dit que la paire d’espace (X, A) possede la propriété d’ex-
tension des homotopies ou HEP.

4) a) La paire (R,] — 0o, —1] U [1, 0o[) possede-t-elle la HEP 7
b) Soit X = S' U D l'union du cercle unité S' € R? et du diametre



D = [—1,1] x {0}. La paire (X,S') possede-t-elle la HEP ?

¢) Soit X = S?UD l'union de la sphere unité S* C R? et du diametre
D = [-1,1] x {(0,0)}. La paire (X,S?) possede-t-elle la HEP ?

d) Soit X = | K] la réalisation géométrique d'un complexe simplicial
de dimension 1 et A la réalisation géométrique de ce méme complexe
auquel on a 6té une aréte. La paire (X, A) possede-t-elle la HEP ?

e) Méme question que la d) mais on enléve cette fois un nombre fini
d’arétes

PARTIE 2 : UNE APPLICATION DE LA HEP.— On suppose désormais
que (X, A), A C X, est une paire d’espaces topologiques qui possede la
propriété d’extension des homotopies. On suppose en outre que A est
contractible. Le but de cette partie est de montrer qu’alors X et X/A
sont homotopiquement équivalents.

5) a) Montrer qu’il existe a € A et une application continue h :
A x [0,1] = X telle que h(x,0) =z et h(z,1) = a pour tout x € A.

b) Montrer en appliquant la HEP qu’il existe une application conti-
nue H : X x [0,1] — X telle que

Vee X, H(z,0)=z et Y(z,t)e Ax]0,1], H(z,t)=h(x,t).

¢) Soit p : X — X /A I'application quotient. Pour tout ¢ € [0, 1], on
note H; : X — X lapplication donnée par H;(z) = H(z,t). Montrer
que H; passe au quotient en une application continue que l’on notera
g: X/A— X

x-.x
e
p
X/A

d) Montrer que g o p est homotope a idx.
e) A votre avis, 'application Hy, t # 1, passe-t-elle au quotient en
une application g, : X/A — X7

6) a) Montrer que lapplication po H; : X — X/A passe au quotient
en une application continue que 1'on notera H; : X/A — X/A :

XLX

o

x/A x/A



b) Montrer que H, est homotope & idx/a.

¢) Montrer que Hyop=pogonp.

d) Montrer que si ¢ : A — B est une surjection et si f; et fy sont
deux applications de B dans C, alors : fioq= fooq = f1 = fs.

e) Montrer que H; = po g et en déduire que p o g est homotope a
ZdX/ A-

f) Montrer que X et X/A sont homotopiquement équivalents.

7) Montrer que I'espace X décrit sur l'illustration ci-dessous a le type
d’homotopie d'un bouquet de n cercles. On donnera la valeur de n. On
précisera également ’espace A utilisé dans le raisonnement.

L’espace X est la réalisation géométrique d’un complexe simplicial de dimension 1
ayant 6 sommets et 9 arétes.



