Université Claude Bernard Lyon 1
M1G — Topologie Agébrique
Corrigé du controle partiel du 31 mars 2026 - durée 2h

Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont
interdits. Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction pour [’attri-
bution d’une note.

Vrai-Faux. — Pour chacune des assertions suivantes, préciser si elle
est vraie ou fausse. Justifier votre réponse au moyen de brefs arguments
et/ou d’'un dessin éclairant.

1.— [2pts] Soient X le graphe (=CW complexe de dimension 1) dessiné
sur le tore ci-dessous et Y le graphe formé par les sommets et les arétes
d’un tétraedre. On affirme que X et Y sont homéomorphes.

1 2 1 1
3 4 3 3

2 N4
1 5 1

L’espace X (& gauche) dessiné sur un tore et 'espace Y (& droite). Sur la figure de
gauche, on prendra garde & l'identification des bords.

Rép.— FAUX. Le graphe X possede bien 4 sommets comme Y. En revanche,
chaque sommet de X est de valence 6 (i. e. 6 arétes en émergent) alors que les

sommets de Y sont de valence 3.

2.— [2pts] On considere 'espace X = S'UD union du cercle unité S* C
R? et du diametre D = [—1,1] x {0} C R% On considere l'application

r- XcR2 — DCR?
(z,y) +— (x,0).

On affirme que r est une rétraction par déformation de X sur D.
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Rép.— FAUX. Si r était une rétraction par déformation, alors X et A seraient
homotopiquement équivalents. Or D possede le type d’homotopie du point et X
celui du bouquet S' v S'.

3.— [2pts] On consideére deux points x; et x5 sur le tore, § un chemin
joignant x1 a zo et les lacets v, et 9 basés respectivement en z; et xo
représentés ci-dessous. On affirme que ¥, et § * 45 * 0 sont homotopes
en tant que lacets basés en x7.

V2

)
X1

Le lacet 71 (& droite), le lacet vo (& gauche) et le chemin § joignant zq & x5 .

Rép.— VRAIE. En effet, 75 est homotope au lacet constant ¢, en 25 (homotopie
de lacets basés en x3). Ainsi 6 * 7o * & est homotope & & * c;, * 0 (homotopie de
lacets basés en 7). Ensuite § * c,, * 0 est évidemment homotope & c,, (homotopie
de lacets basés en x1). Puisque ~; est lui-méme homotope au lacet constant en ;.
La conclusion s’en déduit.

4.— [2pts] On considere 'union X de quatre disques fermés représentée
ci-dessous. Soit z € X. Parmi les quatre assertions

(a) m(X,z)="7Z/4Z, (b) m (X, x) =72,
(o) m(X,z)=7Z/2Z, (d) m(X,z)=7ZxZ,

on affirme que d) est valide.

L’espace X, union de quatre disques fermés et le graphe G obtenu en joignant les
centres des disques ayant un point de contact en commun
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Rép.— VRAIE. L'espace X se rétracte par déformation forte sur le graphe G
figuré sur l'illustration. Considérons un arbre couvrant 7 de G. Celui-ci possede 4
arétes donc G/T est homéomorphe & S'VS!, son groupe fondamental est donc Z*Z.

5.— [2pts] On consideére l'espace X = S' U, €2 ol
p: 0e* — St
N e*  sife0,m] mod 2m
e %% sife[r 2n] mod 2w

Parmi les quatre assertions suivantes, on affirme que b) est valide :

a) Le lacet ¢ est contractile dans S! et X a le type d’homotopie de
Stv st

b) Le lacet ¢ est contractile dans S* et le groupe fondamental 71 (X, )
est isomorphe a Z pour tout zy € X.

c) Le lacet o n’est pas contractile dans S! et X a le type d’homotopie
de RP2.

d) Le lacet ¢ n’est pas contractile dans S! et le groupe fondamental
71 (X, o) est isomorphe a Z * Z pour tout xy € X.

Rép.— VRAIE. En effet, soit w : [0,1] — de* donné par w(s) = e*7*. Le lacet
P = @ ow est contractile via I’homotopie

H: [0,1] x[0,1] — St
etims &g e[0,t/2]
(s,t) — edimt sise€t/2,1—1t/2]

e~ sis e [1—t/2,1]
D’apreés le théoréme de I'attachement d’une n-cellule (TA6), on a
m1(X, 20) = my(S!,20) /N ([6,))

avec 0, = 7 * (o, * 7y oll v est n’importe quel chemin joignant ¢(1) & xzo. Puisque
¢, est contractile, le groupe N([d,]) est trivial. Ainsi 71 (X, z) = 71(S!, z0) = Z.
Pour information, I’espace X est homéomorphe a I'espace représenté ci-dessous

v

Probléeme.— Le but du probleme est de découvrir un outil utile pour
démontrer que deux espaces ont le méme type d’homotopie : la Pro-
priété d’Extension des Homotopies, dite aussi HEP.
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PARTIE 1 : VERS LA HEP.— On considere le carré C' = [0, 1] x [0, 1] et
la partie de son bord Z, = (]0,1] x {0}) U ({1} x [0, 1]) constituée de
I’aréte horizontale inférieure et de ’aréte verticale droite. On repere un
point M € C par deux coordonnées (z,t) et on définit une application
continue

G+: C — Z+
(2tan o, 0) si0<tana <

(1,2 —

(0.0) s (y) = :

) si tana > 3
tan «

ol o > 0 est l'angle en le point 2 = (0,2) entre la droite verticale et

la droite (QM).

t t
Q Q

M ]W\
M’

0 M r 0 X

L’application G : le carré C' est coloré, 'espace Z est figuré en gras. A gauche,
Iimage M’ d’un point M avec 0 < tana < %, a droite avec tan a > %

1) a) Soient Fy, Fy € C°(C,C) deux applications continues du carré
C C R? dans lui méme. Pour quelle raison

(1 —s)F| + sFy

est-elle une homotopie joignant Fy a Fy?

b) Montrer que G est une rétraction par déformation forte de C
sur 2.

¢) Montrer que C' et Z, ont le méme type d’homotopie.

Rép.— a) La raison est que le carré est convexe, donc pour tout M € C la
combinaison

(1= s)Fy (M) + sFy(M)

génére un point de C' (cf. CM-TA2)
b) D’apres a), (1 — s)idc + sG4 est une homotopie joignant idc & G4. Cette ho-
motopie fixe les points de Z;. Ainsi G est une déformation forte de C sur Z,.
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c¢) Puisque G est une déformation forte de C sur Z,, ces deux espaces sont ho-
motopiquement équivalents (cf. CM-TA2).

2) a) On considere le rectangle Ry = [—1, 1] x [0, 1] et la partie de son
bord définie par

Zy = ({-1} x [0,1) U ([-1,1] x {0}) U ({1} x [0,1]).
Faire un dessin de R; et de Z;.
b) Construire une rétraction par déformation forte Gy de Ry sur Z;.

Rép.— a)

«

M

M’

Les espaces Ry et Z;.

b) Soit s la réflexion par rapport a ’axe des ordonnées. On définit une application
G1: Ry — Z; de la fagon suivante

) Gi(=,t) si (z,t) e C
il ) = { soGios(z,t) si(z,t)gC

Les questions précédentes montrent avec de simples arguments de symétrie, que
G est une déformation forte de R; sur Z;. En particulier, ces deux espaces sont
homotopiquement équivalents.

3) Soient A =] — o0, —1] U [1,4o00[ et X = R. Soit Y un espace topo-
logique quelconque. On se donne une application continue f: X — Y
ainsi qu’une homotopie h : A x [0,1] = Y t.q. f(x) = h(x,0) pour tout
x € A. Laquelle des trois applications suivantes prolonge h en une ho-
motopie H : X x [0,1] = Y telle que H(z,0) = f(z) pour tout z € X
et H(x,t) = h(z,t) pour tout (x,t) € A x [0,1]7 Justifier.




L’espace A est en trait discontinu, Z; en trait gras et X est 'axe des abscisses.
L’application H est définie sur X U (A x [0, 1]) et on veut I’étendre contintiment &
lespace X x [0,1].

Choix 1
h(z,t)  si(z,t) € Ax[0,1]
H(z,t) = { Gi(z,t) si(z,t) & Ax][0,1]
Choix 2
h(z,t) si (z,t) € A x [0,1]
H(z,t) = { f(Gyi(z,t)) si(z,t) & Ax]0,1]
Choix 3

h(zx,t) si(z,t) € A x[0,1]
H(z,t) =< hGi(x,t)) si(x,t) g Ax[0,1] et Gi(z,t) € {=1,1} x [0,1]
f(Gi(z,t)) si(x,t) € Ax][0,1] et Gi(x,t) € [-1,1] x {0}

Rép.— Ce ne peut étre le choix 1 car I'image de H est dans Y alors que 'image
de G1 est Z; C R?2 #£Y en général.

Ce ne peut étre le choix 2 car G est surjective sur Z;, f est définie sur X et
Z1 ¢ X. Donc lexpression f(G1(z,t)) n’a pas de sens dans le complémentaire de
Z1NX.

Par élimination, ce ne peut donc étre que le choix 3. Lorsque (x,t) € A x [0,1],
il faut distinguer les deux cas selon que I'image G1(z,t) appartient aux segments
verticaux de Z; et alors h doit s’appliquer, ou au contraire, lorsque G1(x,t) appar-
tient & X et c’est alors f qui doit s’appliquer.

Définition.— Soient A C X deux espaces topologiques. Lorsque,
quelles que soient les applications f : X — Y et h: Ax[0,1] - Y
telles que h(z,0) = f(z) pour tout z € A, il existe une application
H : X x[0,1] — Y qui coincide avec h sur A x [0,1] et avec f sur
X x {0}, on dit que la paire d’espace (X, A) possede la propriété d’ex-
tension des homotopies ou HEP.

4) a) La paire (R, ] — 0o, —1] U [1, 00[) possede-t-elle la HEP ?

b) Soit X = S' U D l'union du cercle unité S' € R? et du diametre
D = [—1,1] x {0}. La paire (X,S') possede-t-elle la HEP ?

¢) Soit X = S?UD l'union de la sphere unité S* C R? et du diametre
D =[-1,1] x {(0,0)}. La paire (X,S?) possede-t-elle la HEP ?

d) Soit X = |K| la réalisation géométrique d’un complexe simplicial
de dimension 1 et A la réalisation géométrique de ce méme complexe
auquel on a 6té une aréte. La paire (X, A) possede-t-elle la HEP 7
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e) Méme question que la d) mais on enléve cette fois un nombre fini
d’aretes

Rép.— a) La réponse est oui, c’est que qui a été démontré & la question précédente.
b) ¢) et d) La réponse est toujours oui. Il suffit, dans le raisonnement de la ques-
tion 3, de remplacer A par un cercle, une spheére ou la réalisation d’un complexe
simplicial de dimension 1.

e) Par récurrence, le fait d’enlever un nombre fini d’arétes ne dépossede pas la paire
(X, A) de la HEP.

PARTIE 2 : UNE APPLICATION DE LA HEP.— On suppose désormais
que (X, A), A C X, est une paire d’espaces topologiques qui possede la
propriété d’extension des homotopies. On suppose en outre que A est
contractible. Le but de cette partie est de montrer qu’alors X et X/A
sont homotopiquement équivalents.

5) a) Montrer qu’il existe a € A et une application continue h :
A x [0,1] = X telle que h(x,0) = x et h(z,1) = a pour tout z € A.

b) Montrer en appliquant la HEP qu’il existe une application conti-
nue H : X x [0,1] — X telle que

Vee X, H(z,0)=x et Y(z,t)e Ax]0,1], H(x,t)=h(x,t).

c) Soit p: X — X /A lapplication quotient. Pour tout ¢ € [0, 1], on
note H; : X — X l'application donnée par Hy(x) = H(z,t). Montrer
que H; passe au quotient en une application continue que I'on notera
g: X/A— X

|

X/A

d) Montrer que g o p est homotope a idx.
e) A votre avis, 'application Hy, t # 1, passe-t-elle au quotient en
une application g, : X/A — X7

Rép.— a) Puisque A est contractile, d’apres le cours TA2, il existe un point a € A
tel que l'application constante A > z +— a € A soit homotope a 1'id4. Ceci signifie
qu’il existe une application continue h : A x [0,1] — A telle que h(x,0) = z et
h(z,1) = a pour tout x € A. Puisque A C X, on peut indifféremment voir h
comme une application & valeur dans A ou dans X.

b) Soit f : X — X Dapplication identité. On a h(z,0) = f(z) pour tout z € A.
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Puisque (X, A) possede la HEP, il existe H : X x [0,1] — X telle que
V(z,t) € Ax[0,1], H(x,t)=h(z,t) et VereX, H(z,0) =f(x)
Ceci entraine que
Vee Ax[0,1], H(z,1)=a et VreX, H(z0) ==z

car [ =1idx.
c) Puisque Hy : X — X est continue et que Hy(A) = h(4,1) = a, on a donc

Vay, a9 € A, Hi(a1) = Hi(as).

La proposition de transfert de continuité au quotient s’applique. L’application quo-
tient g : X/A — X est bien définie et continue.

d) En effet gop = Hy ~ Hy = idx.

e) En général non. Des qu’il existe t # 1 et a1, as deux points de A tels que h(aq,t) #
h(ag,t) alors H; ne passe pas au quotient. En effet, dans ce cas Hy(aq) # Hi(as2)
alors que a; et as appartiennent a la méme classe.

6) a) Montrer que 'application po H; : X - X /A passe au quotient
en une application continue que 1’on notera H; : X/A — X/A :

XLX

N

X/A-1 XA

b) Montrer que H; est homotope & idx)A.

c¢) Montrer que Hyop=pogonp.

d) Montrer que si ¢ : A — B est une surjection et si f et f sont
deux applications de B dans C, alors : fioq= fooq = fi = fo.

e) Montrer que H; = po g et en déduire que p o g est homotope &
idx/a.

f) Montrer que X et X/A sont homotopiquement équivalents.

Rép.— a) Soit [A] = p(A). Puisque pour tout = € A, on a H(z) = h(z,t) € A
cela signifie que H;(A) C A et donc

po Hi(A) C p(4) = [4]

Ceci montre que ’application po H; passe au quotient. Puisque p o H; est continue,
d’apres la proposition de transfert de continuité au quotient, 'application quotient
H, est continue.
b) L’application H est homotope & Hy. Or Hy = idx/4 car pour tout x € X/A,
on a:

Ho(z) =po Holp™ () = p(p~ ' (z)) =«
(dans cette écriture, p~!(z) est un ensemble, on a également utilisé le fait que
Hy =idx)
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¢) Puisque H :i(/A — X /A est application quotient de po Hy : X — X/A, on a
nécessairement H; o p = po Hy et d’apres la question 5¢, H; = g o p, on en déduit
H, op=poH;=pogonp.

d) Supposons qu’il existe b € B tel que f1(b) # f2(b). Puisque ¢ est une surjection,

il existe a € A tel que b = g(a) et donc f1 o g(a) # fa o g(a). Contradiction.
e) D’apres la question précédente, on a donc

Hiop=(pog)op = Hi=poyg
et d’apres la question b) on a H;y ~ idx/A-
f) Les questions 5d et 6d montrent que g : X/A — X et p: X — X/A sont des

inverses homotopiques 1'un de l'autre. Les espaces X et X/A sont donc homotopi-

quement équivalents.

7) Montrer que l'espace X décrit sur l'illustration ci-dessous a le type
d’homotopie d'un bouquet de n cercles. On donnera la valeur de n. On
précisera également ’espace A utilisé dans le raisonnement.

En rouge : un exemple d’arbre couvrant sur X.

Rép.— On choisit comme espace A un arbre couvrant sur X. Puisque A est
obtenue a partir de X par extraction de trois arétes, d’apres la question 4, la paire
(X, A) possede la HEP. Puisque l'espace A est un arbre, il est contractile et on peut
utiliser le résultat de la question 7 : X et X/A sont homotopiquement équivalents.
Or X/A est une union pointée de quatre cercles. Ainsi X est homotopiquement
équivalent a un bouquet de quatre cercles.



