H-principe et intégration convexe

Vincent Borrelli

March 15, 2011

1 Qu’est-ce que le h-principe ?

Définition.— Soit X — M"™ une fibration. Une relation différentielle
d’ordre r portant sur les sections I'"(X) de classe C" est un sous-ensemble
R de lespace des jets X ().

Exemple 1.— Un systeme d’équations aux dérivées partielles

®(z, f,0°f) =0

ouzxz € R"et f:R" — RY et ou les dérivées partielles portent sur les
a = (aq,...,ap) tels que |a| = aj + ... + @, < r définit naturellement une
relation différentielle R par

R =A{(z,y,24) | P(x,y,24) = 0}.
Ici X est le fibré trivial R® x RY — R" et X (") = J7"(R™, RY).

Exemple 2.— Soit X = APT*M™ — M™ La condition de fermeture des
p-formes différentielles o € QP (M™)

da=0
définit naturellement une relation différentielle R ¢ X1,

Exemple 3.— Soit X = M"™ x N9 — M™. On dit que f: M™ — N est
une immersion si, en tout point p € M™, on a rg df, = n. Cette condition
définit une relation différentielle

R = Mono(TM,TN) c XY = Hom(TM,TN).



Notation.— Soit f € I'"(X) une section de X — M". On note J :
I7(X) — I'%(X ™) Papplication qui & f € ['(X) associe son r-jet ;" f.

Définition.— Tout élément o € I'(R) est appelé solution formelle de R.
On dit qu’une solution formelle o est holonome s'il existe f € I'"(X) telle
que 0 = j" f. Une telle section f est dite solution de la relation différentielle
R. On note Sol(R) l'espace des solutions de R.

Les espaces Sol(R) et I'(R) sont munis de la topologie des compacts-ouverts,
autrement dit, de la topologie de la convergence uniforme des sections (et
de leurs dérivées juqu’a l'ordre r pour Sol(R)) sur les compacts de M™.

Définition.— On dit que R satisfait au h-principe (ou au principe homo-
topique) si I'inclusion naturelle J : Sol(R) — T'(R) est induit une surjec-
tion sur les composantes connexes. On dit que une R satisfait au h-principe
paramétrique si J est équivalence d’homotopie faible.

Rappelons qu'une application f : (X,z) — (Y,y) entre deux espaces
topologiques est une équivalence d’homotopie faible si elle induit un iso-
morphisme au niveau de tous les groupes d’homotopie i. e.

Vk e N, m(f) : (X, @) = mp(Y,y).

Si k = 0, il faut bien sur comprendre que f induit une bijection entre les .
L’application f est une équivalence d’homotopie 8’il existe

g:Y,y) — (X,z)

telle que f o g est homotope a Idy et g o f est homotope a Idx.

Une remarque tirée de [3].— Une version en dimension infinie du théoréme
J.H.C. Whitehead (cf. [11] ou [2]) implique que pour les variétés de Fréchet!

métrisable I’équivalence d’homotopie faible implique ’équivalence d’homoto-

pie. En particulier, les espaces Sol(R) et I'(R) sont Fréchet métrisables

et donc le h-principe pour R implique que J : Sol(R) — T'(R) est une

équivalence d’homotopie.

'Rappelons qu’un espace de Fréchet est un e.v.t. réel complet dont la topologie est
induite par une famille dénombrable et séparante de semi-normes |.|,,. Il est métrisable
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2 Exemples de h-principes

On peut trouver un condensé d’exemples divers sur la page de John Francis
[5]. Voici mon propre choix, évidemment bien subjectif.

2.1 Le théoreme de Whitney

On munit R? et S* = R/Z = [0,1]/0[0, 1] d’une orientation. Si v :S! — R?
est une immersion de classe C' alors son application tangente fournit une
application continue

v St = R?\ {(0,0)}

dont on peut calculer le nombre de tours N(v'). Rappelons que

N®):=t(1)—t0) € Z

ottt:[0,1] — R est un relevé de

/

o= 1

= :0,1] — St = R/Z.
T /

On définit 'indice Ind(y) de v comme étant le nombre de tours N(v').
Puisque Ind(7) est clairement invariant par homotopie réguliere?, on a une

application :
Ind: mo(I(S',R?)) — Z
W Ind(y).

Cette application est surjective comme le montre I’examen des exemples ci-
dessous :

Ind(v)=—-1 Ind(y)=0 Ind(y)=1 Ind(y)=2 Ind(vy) =3
Cette application est en réalité une bijection.

Théoréme de Whitney-Graustein (1937). — On a : mo(I(S!,R?)) ~ Z,
lidentification étant donnée par l’indice.

2T appelle homotopie réguliére un chemin continu dans I(Sl, Rz).



Ici X =S! xR?2 — St et XU = S' x R? x R2. Si v : S! — R? alors
i'y(z) = (x,v(z),7'(x)). et la relation différentielle est 1’ensemble

R =S!' x R? x R?\ {(0,0)}.
Enfin T'(R) = C°(S',R) et Sol(R) = I(S',R?). Le théoréeme de Whitney-

Graustein affirme que J : Sol(R) — I'(R) induit une bijection au niveau
du my. En travaillant a peine plus la démonstration de ce théoreme, on
montre facilement que J est en fait une é. h. f. La relation différentielle des
immersions de S! dans R? satisfait donc un h-principe paramétrique.

2.2 Théorémes de Smale et Hirsch

Une immersion entre deux variétés est une application f : M™ — N™ dont
la différentiel est de rang n en tout point. L’espace I(M, N) des immersions
est muni de la topologie faible C'.

Théoréme de Smale-Hirsch (1958-59). — Soient M™ et N7 deux variétés
lisses, ¢ > n. On a : mo(I(M,N)) ~ mo(Mono(TM,TN)) lidentification
étant donnée par la différentielle.

La relation différentielle est celle de 'exemple 3 :
R = Mono(TM,TN) c X"Y) = Hom(TM,TN)

ot Hom(T M, T N) I’espace des morphismes de T'M dans T'N. En particulier,
on a la fibration

L(TyM, T,N) — Hom(TM,TN) 2+ M x N.
Une version a parametre de ce théoréeme montre qu’en fait
J:Sol(R) =I(M,N) — TI'(R) = Mono(TM,TN)

est une é. h. f.

Corollaire.— L’espace I(S?,R?) est connexe.

2.3 Théoremes de Nash et Kuiper

Définition.— Une immersion f : (M",g9) — (N%h) entre deux variétés
riemanniennes est dite (strictement) courte si

fh<g.



Elle est dite isométrique si f*h = g. Un plongement est une immersion qui
réalise un difféomorphisme sur son image.

Théoréme (Nash-Kuiper 54-55, Gromov 86). — Soient (M™,g) et
(N4, h) deux variétés riemanniennes, ¢ > n. Soit fo : (M™,g) — (N4, h)
une immerston strictement courte alors pour tout € > 0, il existe une im-
mersion isométrique C* f tel que

If = folleo < e

Observation.— 1) En fait, si fp est un plongement, on peut méme deman-
der que I'immersion isométrique f soit également un plongement.

2) Puisque le but est un espace euclidien, toute immersion est régulierement
homotope & une immersion courte...

Ici, la relation différentielle est
R = Monoiso(TM,TN) c X") = Hom(TM,TN)

et on a Sol(R) = Iiso(M,N) et I'(R) = Monoiso(TM,TN). Une version a
parametre de ce théoréeme montre qu’en fait

J : Liso(M, N) — Monoiso(TM,TN)

est une é. h. f.
Corollaire.— On peut retourner la sphére S? parmi les immersions isométriques C*.

Voici deux autres résultats paradoxaux se déduisant du théoreme :

o Il existe un plongement C'-isométrique de la sphere unité de R3 dans
une boule de rayon arbitrairement petit.

e Soit A un réseau de E2. Il existe un immersion isométrique C' du
tore plat E2/A dans E3.

2.4 Existence d’une forme symplectique

Définition.— Une variété est dite fermée si elle est compacte sans bord,
elle est dite ouverte si aucune de ses composantes connexes n’est fermée. En
particulier une variété connexe dont le bord est non vide est ouverte.



Définition.— Une 2-forme 8 € Q?(M?") est dite non dégénérée si, en tout
point p € M?", on a By # 0. Elle est dite symplectique si de plus df = 0.

Théoréme (Gromov 1969).— Soit M?" une variété ouverte. Alors, toute
2-forme non dégénérée est homotope a une forme symplectique.

Ici, il serait naturel de choisir X = {8 € A2T*M | " # 0} le fibré des formes
bilinéaires antisymétriques non dégénérées, et R = {r € X | dx = 0}.
Mais en réalité, le h-principe va porter sur une autre relation différentielle
définie sur 'espace des 1-jets du fibré £ =T*M

Ro = {r € EW | (dr)™ # 0}

ot d : EM) — A2T*M. Bien siir Sol(Rg) C Sol(R) et il se trouve que
I'(Rp) et I'(X) sont homotopiquement équivalents (car d est une fibration),
d’ou le théoreme.

e Il existe des versions plus élaborées ou ’on impose la classe de coho-
mologie de la forme symplectique.

e Il existe aussi des versions en géométrie de contact.

2.5 Théoreme de Lohkamp

Soient o« € R et M™ est une variété compacte C*°. On M(M™) I'espace des
métriques sur M™, puis Ricci<®(M"™) (resp. Scal<*(M™)) le sous-espace
des métriques dont la courbure de Ricci Ricci(g) (resp. la courbure scalaire
Scal(g)) est en tout point plus strictement petite que a.

Théoréme de Lohkamp (1995).— Soient o € R, (M™,go) une variété
riemannienne compacte de dimension n > 3, alors gy est homotope a une
métrique g telle que Ricci(g) < a. En fait, les relations différentielles

Ricci(g) < a et Scal(g) < a

sur l’espace des 2-jets des métriques satisfont au h-principe paramétrique.
De plus, Ricci<®(M™) et Scal<*(M™) sont C°-denses dans M(M™).

e En particulier, si n > 3, la contrainte Ricci(g) < 0 n’impose rien sur
la topologie de la variété...

e La derniére phrase du théoréeme signifie que toute métrique sur M"™
compacte, n > 3, peut étre approchée C? (mais pas C') par des métriques
a courbure de Ricci négative ; par exemple la métrique usuelle de S™...



2.6 Théoréme de Donaldson

Théoréme de Donaldson (1996).— Soient (M>", w) une variété sym-
plectique compacte lisse avec w € H?*(M*",Z)/Torsion, J une structure
presque complexe compatible?, L — M?™ un fibré en droites complezes tel
que c1(L) = w et V une connexion hermitienne sur L de courbure —2imw.
Alors il existe C > 0 et une suite sy € I'(L®N) de sections tels

= C

Ovsy(z)| < —=|0vsn(z

|VN()|_\/N|VN()|
pour tout x dans le lieu d’annulation de sy .

Ainsi les sections sy sont asymptotiquement holomorphes sur un voisinage
de leurs lieux d’annulation puisque

|Ovsn(z)]

—0
|Ovsn ()]

Le lieu d’annulation de sy définit une sous-variété de codimension deux
(réelle), si N est assez grand cette sous-variété est symplectique car quasi-
complexe.

Contrairement aux autres énoncés, le h-principe est un peu caché ici. Ce
que démontre réellement Donaldson est un résultat plus fort : ’existence de
deux constantes C; > 0, Cy > 0 et d’une suite de sections sy € I‘(L®N)
telles que

lsny| < Ca, |Ovsn| < Oy, |Vsn| < CoVN

et
|y sy (z)| > C1VN  aux points z ot |sy(x)| < Cy.

Ces contraintes définissent une suite de relations différentielles
Ry C (L®N)(1).

Soit o € T'(Rn), et sp := bs o la section de L®N induite par o. Donalson
déforme s € F(L®N ) en une solution sy de Ry au moyen de sections “pic”
a la Hormander. Cette déformation s’étend en une homotopie dans I'(R )
entre o et jlsy.

3Cest-a-dire : w(J.,.) est une métrique.



3 Meéthodes pour démontrer un h-principe

On distingue classiquement quatre techniques générales qui couvrent a peu
pres tous les cas connus. Deux h-principes célebres leur échappent toutefois,
le théoreme de Lohkamp et celui de Donaldson.

3.1 La résolution des singularités

A priori, c’est la facon la plus naturelle pour démontrer I'existence d’un
h-principe. On note  le complémentaire de R dans X () que I’on suppose
étre de codimension m au moins 1. On part d’une section holonomique
o = j"f € D(X") et il s’agit de déformer f en une section holonomique
dont le r-jet évite 3. Sauf miracle, si une telle déformation existe, elle ne
se localise pas sur X(f) = (j7f)~1(Z). On est donc conduit & chercher des
déformations localisées sur des sous-ensembles plus grands contenant (f)
(penser a Iélimination des points doubles dans le lemme de Whitney).

Voici quelques théoremes importants que ’on peut obtenir par cette tech-
nique :

e Théoremes de classifications des immersions (Smale-Hirsh) et des sub-
mersions (Phillips).

e Classifications des applications singulieres (Feit, Poénaru, Ando,
Eliashberg).

e Immersions holomorphes des variétés Stein* (Gromov, Eliashberg).

e Théoreme de classification des plongements de Haefliger.
Cette derniere application mérite un commentaire. Si f : M — N est une
application, on peut lui associer son carré cartésien :

fxf: MxM — NXxXN
(z,y)  — (f(2), f(y))

Il y a une action évidente de Zo sur M? et N? qui échange les facteurs.
Notons que :

Vp € M?, Vo € Zy, fx f(o(p)) =a(f x f(p)),

40n appelle variété Stein toute sous-variété complexe d’un certain C¥.




et que (f x f)"H(AN) D AM avec I'égalité si et seulement si f est injective.

Définition. — Une application F : M? — N? est dite Zy-équivariante si
pour tout couple (z1,z2) € M2, on a :

F(z1,22) = (y1,y2) = F(22,71) = (Y2, 91)-
Elle est dite Zo-isovariante si de plus F~1(AN) = AM.

Notons E(M, N) l'espace des plongements C*° de M dans N. On a le dia-
gramme commutatif suivant (avec des notations évidentes) :

E(M,N) AN C>(M, N)
FEfx ! | ! P Fx
Zy — Iso(M? N?) —Ls Zy — Bqui(M? N?).
Un corollaire du théoreme de classification des plongements de Haefliger

s’énonce ainsi :

Théoréme (Haefliger 1962). — Si N =R" et m = dim M > 1 alors
Xyt FQ(E) — 71'0([80)

est une bijection si 3m + 4 < 2n et une surjection si 3m + 3 = 2n.

Ce théoreme se lit comme un h-principe. Le jet d’une fonction f est rem-
placé par son carré cartésien f x f, I'espace des sections des jets est Equi,
I'espace des sections de la relation différentielle est I'(R) = Iso C Equi, les
solutions de R sont les plongements.

A ma connaissance, la technique d’élimination des singularités ne permet
pas d’obtenir les résultats suivants :

e Théorémes des plongements C'-isométriques (Nash-Kuiper).
e Théoremes des plongements C*°-isométriques (Nash).

e Théoreme de relaxation de Filippov (théorie du controle).

Je ne connais qu’un ouvrage qui propose un large panorama de ces tech-
niques d’éliminations des singularités, le fameux [7] de Gromov ; pour des
éclairages plus spécifiques, on peut lire Poénaru [12], Eliashberg-Mischachev
[4] et Haefliger [8].



3.2 L’approximation holonomique

Dans [3], Y. Eliashberg et N. Mishachev mettent en évidence qu'un nom-
bre considérable de h-principes découle d’une propriété générale des sections
holonomes (et non directement de la relation différentielle). La question de
départ est la suivante : soit Fyp : M — J'(M, N) une section, peut-on
approcher Fy par une section holonomique F, c’est-a-dire, une section pour
laquelle il existe f : M — N telle que F = j'f ? La réponse est non en
général, mais, et & condition d’étre un peu moins exigeant, on peut tout de
méme obtenir une réponse positive.

Théoréme d’approximation holonomique (Eliashberg, Mishachev
2001). —Soit A C M un polyédre de codimension plus grande que 1, et soit
Fy:OpA— JY(M,N). Alors, V6,e € CO(M,R%), il existe une difféotopie
h™ : M — M &-petite (h® = idpr, h := h') avec h'(A) C Op A et une
section holonomique F : Op h(A) — J*(M, N) telle que :

Vp € Oph(A), dist(F(p), Fo(p)) < e(p).

Voici quelques précisions sur les notations : Op A = voisinage ouvert de A ;
polyedre = sous-complexe d'une triangulation de M ; M, N, J'(M, N) sont
munis de métriques afin de donner un sens a dist ; une difféotopie h” est
d-petite si A = id et

Vp e M, ¥Vt €0,1], dist(h™ (p),p) < 6(p).

Le théoreme d’approximation holonomique permet de retrouver un théoreme
célebre de Gromov portant sur les relations Dif f(M)-invariantes :

Théoréme (Gromov, 1969). — Soit M une variété ouverte, R C J(M, N)
une relation ouverte et Diff(M)-invariante alors R satisfait au h-principe
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paramétrique.
La démonstration est si courte que je la fais figurer :

Démonstration.— Si M une variété ouverte, il existe un polyedre A C M
de codimension plus grande que 1, tel que M puisse étre compressée par
une isotopie ¢y : M — M dans un voisinage arbitrairement petit Op A de
A. Soit Fy : OpA — R C JY(M, N), d’apres le théoréme d’approximation
holonomique il existe une section holonomique F : Oph(A) — J' (M, N)
arbitrairement proche de Fy et puisque R est ouverte, on peut supposer
F:Oph(A) — R. Notons f : Oph(A) — N la fonction telle que F' = j' f.
Alors j1(f o h™1) est une section R au dessus de Op A car R est Diff(M)-
invariante, pour la méme raison foh~!o gofl est une solution de R définie
sur tout M. |

Observation.— 1) La condition d’invariance par le groupe de Lie des
difféomorphismes G = Diff(M) peut étre assouplie. On peut remplacer G
par un sous groupe de Lie U C G suffisamment large (voir [3], p. 139 ou [7],
p. 83 pour une définition et plus de détails). Par exemple, on peut remplacer
Diff(M) par la composante de 'identité du groupe des difféomorphismes
de contact & support compact ou par le groupe des difféomorphismes hamil-
tonniens a support compact d’une variété symplectique

2) En dépit de 'hypothese “M ouverte” ce théoreme permet parfois
d’obtenir des résultats sur des variétés fermées, 1’'idée consistant simplement
a épaissir la variété fermée en une variété ouverte (c’est la micro-extension).

Voici quelques résultats qui découlent plus ou moins directement de la
méthode de I’approximation holonomique® :

e Théoremes de classifications des immersions (Smale-Hirsh) et des sub-
mersions (Phillips).

e Théoremes de classifications des immersions lagrangiennes (Gromov,
Lees) et legendriennes (Gromov, Duchamp)

e h-principe pour les structures symplectiques et de contact sur les

5C’est moi qui donne ce nom & ce type de méthode. En fait, approximation
holonomique est une version de la méthode dite des faisceauxr continus ou encore de re-
couvrement des homotopies.
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variétés ouvertes (Gromov).

e h-principe pour les feuilletages sur les variétés ouverte® (Haefliger)

Voici quelques résultats qui lui échappent :

e Théoremes des plongements C'-isométriques (Nash-Kuiper).
e Théoremes des plongements C'*°-isométriques (Nash).

e Théoreme de relaxation de Filippov (théorie du controle).

Pour en savoir plus sur cette méthode, on peut lire Haefliger [8], Poénaru
[12] , Gieges [6], Adachi [1], Eliashberg-Mischachev [3] et Gromov [7].

3.3 L’intégration convexe

Cette méthode, due a Gromov, est une généralisation des idées développées
par Nash pour démontrer le théoreme des plongements isométriques C. La
philosophie est la suivante : étant donnée une relation différentielle R, on
va s’intéresser & son enveloppe convexe Conv(R) plutot que de chercher a
résoudre directement R. Dans le langage de la théorie du controle, on dit
que Conv(R) est une relaxation de R. Dans de nombreux cas Conv(R) est
considérablement plus facile a résoudre que R et 'on obtient “facilement “
des solutions. L’intégration convexe est un procédé permettant de passer
d’une solution formelle de Conv(R) & une véritable solution de R.

Voici quelques résultats que l'on atteint avec cette méthode :

e Théoremes de classifications des immersions” (Smale-Hirsh)
e Théorémes des plongements C'-isométriques (Nash-Kuiper).
e Théoreme de relaxation de Filippov (théorie du controle).

e Classifications des immersions/plongements dirigées®(Gromov).

511 y a aussi un h-principe pour les feuilletages sur les variétés fermées (Thurston) mais
je ne sais pas de quelle méthode il releve.

™Y compris le cas ot la dimension de la source et celle du but sont égales (cf. [7] p.
181).

8La méthode de I’approximation holonomique permet également, dans certains cas,
d’obtenir des résultats de classifications de d’immersions/plongements dirigées pour des
variétés fermées, cf. [3] p. 45.
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Voici quelques résultats qui lui échappent :

e Théoremes de classifications des submersions (Phillips).

e Théoremes de classifications des immersions lagrangiennes (Gromov,
Lees) et legendriennes (Gromov, Duchamp)

Pour en savoir plus sur cette méthode, on peut lire Geiges [6], Spring [13],
Eliashberg-Mishachev [3] et Gromov [7].

Au dela des applications plus ou moins directes, I'intégration convexe est un
formidable outil pour produire des contre-exemples en EDP (voir [10] pour
un panorama). Parmi ceux-ci, le plus célebre est probablement le paradoxe
de Scheffer-Shnirelman :

Théoréme (Scheffer 1993-Shnirelman 1997).— I existe une solution
faible (v,p) non nulle de ’équation d’Euler incompressible en dimension 2
sans forcage

ov
(B) a-l—V(v@v)%—Vp—O

V-v=0

a support compact en espace-temps.

Rappelons que le couple (v, p) est une solution faible de (F) s’il satisfait a
(E) au sens des distributions D" avec v € C(I,D'(R?*))2N L2 (R? x I)? et
pe L] (R*xI).

Voici ce que l'on peut lire dans [14] sur ce paradoxe :

Du point de vue physique, cet énoncé est ”évidemment “ absurde : il décrit un
fluide initialement au repos, qui tout a coup se met a s’agiter spontanément,
sans qu’aucune force ait €€ exercée sur lui ; apres quoi il revient au repos
de lui-meéme, violant outrageusement le principe de conservation de l’énergie.

Il revient & De Lellis et Székelyhidi d’avoir mis en lumiere tout récemment
(2008) le lien entre le résultat de Scheffer-Schnirelman et l'intégration con-
vexe. Une analogie frappante se fait alors jour entre ce résultat et le théoréeme
des plongements isométriques C' de Nash. Toujours dans [14], on peut lire :
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Une obstruction (rigidité liée a la conservation de la courbure ou de l’énergie)
est contournée grace & un défaut de régularité (C* ou L*), et l’on s’autorise
en outre la petitesse dans un espace de régularité encore inférieure (C° ou
H=1) [...] Pour caricaturer, ce qui dans la démonstration du théoréme [de
Scheffer-Schnirelman] joue le réle des "zigzags” utilisés pour le théoréme
[de Nash], ce sont des solutions particuliéres de l’équation d’Euler, oscillant
rapidemment entre deux valeurs constantes du champ de vitesses.

3.4 L’inversion des opérateurs différentiels

Cette méthode occupe une bonne partie de 'ouvrage [7]. Il s’agit, en gros,
de pousser le procédé de Nash-Moser dans ses derniers retranchements pour
obtenir un certain nombre de théoremes sur les plongements isométriques
C®°. Je ne suis jamais rentré dans les détails. Donc, je m’abstiens ici d’écrire
quoi que ce soit sur cette méthode.
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