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1 L’intégration convexe

Notation.— Soit A C R" et a € A. On désigne par IntConv(A, a) I'intérieur
de I’enveloppe convexe de la composante connexe par arcs contenant a.

Définition.— Un lacet g : [0,1] — R"™, g(0) = g(1) entoure strictement
z € R" si
IntConv(g([0,1])) D {z}.

Lemme fondamental.— Soient R C R™ une partie ouverte, o € R et

0
z € IntConv(R,o0) Il existe un lacet h : [0, 1] 5 R basé en o entoure

strictement z et tel que :
1
z = / h(s)ds.
0

Démonstration.— Puisque z € IntConv(R,0), il existe un n-simplexe A
dont les sommets vy, ..., y, sont inclus dans R et tel que z soit dans I'intérieur
de A. Par conséquent, il existe aussi

(g, ...y ay) €10, 1[”Jrl

n n
tels que Zak =letz= Zakyk. Tout lacet g : [0,1] — R basé en o et

k=0 k=0
passant par yo, ..., yn vérifie IntConv(g([0,1]) D {z} i. e. g entoure z.



En général

z# /1 g(s)ds

Notons s1, ..., s les temps ot1 g(si) = yx et soit fi : [0,1] — R telle que :

i) fr <msur [0,1]\ [sk — m2, sk + n2],

ii / fu=1,

avec 11, 12 deux nombres strictement positifs arbitraires. On pose :

1
%zég@n@w

Etant donné € > 0, on peut choisir 71, 72 tels que :

Vk € {1a "'an}7 ”Zk _g(Sk)” <e

Comme R est ouverte et z € IntA, si € est suffisamment petit on a

z € IntConv(z1, ..., 2n).

n
Par conséquent il existe (p1,...,pn) € |0, 1["*! tels que Zpk =1let:

k=0
z = > przk Zpk/ s)fi(s)ds
k=0
1 n 1 ,
:Ag@;mmws: | st s

ol on a posé

¢ (s) = prfuls):
k=0
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“ v: [0,1] — [0,1]

5 — o(u)du.
0
On a ¢'(s) >0, p(0) =0, (1) = 1. Donc ¢ est un difféomorphisme stricte-
ment croissant de [0, 1] dans lui-méme. Effectuons le changement de variable
s =@ Y(t), c’est-a-dire t = p(s), on a

d’ou : . .
- / 9(5)¢ (s)ds = / go ol (b)dt.
0 0

I convient. O

Ainsi h =go ¢~

Remarque.— A priori g € Q,(R), mais il est bien évident que l'on peut
choisir g parmi les “allers-retours” i. e. I'espace :

QI(R) ={g € Q(R) |Vt € [0,1] g(t) =g(1—1t)},

lintérét étant que maintenant on a affaire avec un espace contractible.

Définition.— Une partie A C R" est ample si A = () ou si pour tout a € A
on a: IntConv(A,a) = R".

A est non ample A est ample A est non ample.



Exemple.— Un sous-espace vectoriel ' de R™ est ample si et seulement si
Codim F > 2.

Lemme fondamental (version paramétrique). — Soient P une variété
compacte, E = P x R" = P un fibré trivial, R C E une partie telle que

Vpe P, Rp:= 7 Y p) R est un ouvert de R"
Soient encore 0 € I'(R) et z € T'(E) tel que :

Vp € P, z(p) € IntConv(R,,o(p)).

Alors il existe h : [0, 1] <, I'(R) avec h(0) = h(1) = o telle que :

1
WERAMZ/h@mw
0

Démonstration.— Il suffit de rajouter le parametre p € P dans la preuve
précédente. On décide de plus, d’apres la remarque, de choisir g : [0,1] —
I'(R) telle que, pour tout p € P, g, soit dans Qf{;ﬁ) (Rp)- d
Définition.— Si E = P x R = P est un fibré, on dit que R C E est
ample si, pour tout p € P, R, := 7 (p) N'R est ample dans R".

Remarque.— Si R C FE est ample, alors, pour tout p € P, la condition
z(p) € Conv(Rp,o(p)) est automatiquement vérifiée.

Lemme fondamental (version paramétrique C*). — Soient P une
variété compacte, E = P xR™ —» P un fibré trivial, R C E une partie telle
que

Vpe P, Ry,:= 7 Y p)NR est un ouwvert de R"

Soient encore 0 € I'°(R) et z € I*°(E) tel que :

Vp € P, z(p) € IntConv(R,,o(p)).

Alors il existe h : [0, 1] i I'**(R) avec h(0) = h(1) = o telle que :

1
WERAMZ/h@mw
0



Démonstration.— Soit (pc : [0, 1] — R)¢>o une suite de fonctions régularisantes.
Pour tout p € P, on définit une application C*° par

he(p,.): [0,1] — R"
t o (h(p,.)*pe)(t).

Posons

1
ze(p) ::/0 he(p, t)dt

et soit H. : P x R — R™ donnée par

He(pat) = he(pat) + Z(p) - Ze(p)'

1
/0 He(p,t)dt = 2(p)

et pour un choix suffisamment petit de e 'application ¢t — H¢(p,t) est a
valeur dans R,,. La compacité de P permet de choisir € indépendemment de
pE P. O

2 (Y-densité

Proposition 1.— Soit R C R™ un ouvert connexe par arcs et I un intervalle
de R. Si fo € C°(I,R"™) est telle que

foI) C IntConv(R)
alors, pour tout € > 0 il existe F' € C*>°(I,R") telle que

f)cR et |If = follco <€

Démonstration.— Soit € > 0 et fo € C°(I,R") telle que fi(I) C IntConv(R).
D’apres le lemme fondamental, version lisse, il existe h: I x E/Z — R de
classe C'*° telle que

1
wel, fit) = /0 h(t, w)du.

Définissons ' € C*°(I,R") par



ol N est un entier naturel non nul. D’une part, en dérivant, on obtient:
F'(t) = h(t,Nt) e R

et par conséquent, ’application f est donc solution de la relation différentielle
R. D’autre part

t
F(t) = folt) = fo(0)+ /0 h(s, Ns)ds — fo(t)
- /0 h(s, Ns)ds — (fo(t) — fo(0))

t

Il
S~

h(s Nsds/fo )ds

h(s Ns)ds — /t (/01 h(s,u)du) ds

< (s, Ns) h(s,u))ds> du

/ < - h(%,u)) ds) du
/ ( [Nt] ,S) — h(%, u)) ds) du
+ N/ (/Nt] ,s) — h(%,u)) ds) du

Avec des notations évidentes, posons

Il
Z\H Z\H S~ o~

F(t)— fo(t)=A+B



Nous allons traiter chacun de ces deux termes.

A = % 01 (/O[Nt] (h(;,s)—h(;,u))ds> du

_ 1”?::/01 (/:H (h(;,s)—h(;,u)) ds> du

_ ;][iil/ol (/:H (r(-9) h(N,u))ds)du

_ ]t[lzi];)l/; (/01 <h(3;k73+k)—h(sj\;k,u))ds)du
_ ;[J:tz:/ol (/01 <h(3;k,s)—h(8;k,u)>d >du

_ ;][%1/01/01 (h(s;k,s)—h(;,s)) dsdu

~ jif[mil/ol/ol (hﬁ;k,u)_h(;,u)) dsdu

+ % Z /01/01 (h(;,s)—h(ﬁ,uo dsdu
= C+D+E

Le dernier terme est nul (s et u jouent des roles symétriques). Les termes
C et D vérifient les relations suivantes:

Lon

1
<
€1 < 53 || 5

t ||D]| < =—
e Il < |

@
ox

CO‘
Ainsi:
1Al < [ICll+ (D]
oh
< i
ox

1
N co
Quant au terme B, il vérifie

2
1Bl < <7 17l o
N
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et donc finalement:

Oh

:U CO> ’

2
1P~ foles < 3 (Wil +[ 5

Ce majorant peut étre rendu arbitrairement petit en choisissant N suffisam-
ment grand. |

Remarque.— Mémesi fy(0) = fo(1), Papplication F construite par intégration
convexe ne vérifie pas en général F'(0) = F(1). On peut néanmoins adapter
le procédé de 'intégration convexe pour construire des solutions f telles que

f(0) = f(1).

Proposition 2.— Soient R C R™ un ouvert connexe par arcs et fo €
C*(R/Z,R") telle que

fO(R/Z) C IntConv(R).
Alors pour tout € > 0, il existe f € C°(R/Z,R") telle que

F(R/Z) CR et |If = folloo <e

Démonstration.— Reprenons F' € C*(]0,1];R") construite grace a la
premiére proposition et, pour tout ¢ € [0, 1], définissons f par

f@) = F(t)—t(F(1) = F(0))
= fo(0) + /Ot h(s,Ns)ds — t/ot h(s, Ns)ds
En dérivant, on obtient:
vee[0,1] . f(t)=F(t) - (FO) - F(0)).
Désignons par d le réel strictement positif défini par:
§ = dist(F'[0,1], R°)

et choisissons N tel que

1P() - FO)] <



On a alors

I = Fll = IFQ)—-FO)
— |IFQ) - fo(0)]
= |IFQ) - K]

< 8

2

Soit x € R. On a:

d(z, f'[0,1]) > |d(z, F'[0,1]) — d(f'[0,1], F'[0,1])]

Or d(z, f'[0,1]) > & et d(f'[0,1], F'[0,1]) <

é donc
2

d(z, ') >

RS

On en déduit d(R¢, f'[0,1]) > 0, ¢’est-a-dire
' (R/Z) C R.

L’application f est donc bien solution de la relation différentielle. En outre,
de I'égalité
f(t) = F(t) —t(F(1) - F(0))

on déduit:

1f = Jollgo < IIEF = follgo + 1F(1) = Fo(Dl < 2[[F = follgo -

d
Remarque 1.— Dans les deux propositions précédentes, les paramétres
libres de la construction de la solution de la relation différentielle sont la
famille de lacets(h(p,.))pep et le choix du nombre d’oscillations N.

Remarque 2.— Evidemment, les propositions 1 et 2 ont des analogues “a
parametres”.



3 Nash-Kuiper en dimension 1

Dans les lignes qui suivent, on va appliquer la démonstration de Nash-kuiper
pour construire des immersions isométriques de courbes dans le plan. Le but
de n’est évidemment pas de montrer 'existence de telles isométries (qui est
un fait banal) mais plutot la détermination la plus judicieuse possible de la
famille de chemins nécessaire a la construction des immersions isométriques
au moyen de 'intégration convexe.

3.1 Le procédé de Nash-Kuiper

Définition.— Soit (M, g) une variété iemannienne. On dit qu’application
[ (M, g) — E" = (R", (., )rn)
est strictement courte st

N

est une métrique sur M.

Soit fo: E/Z N E2~Cun plongement strictement court. La démonstra-
tion de Nash-Kuiper construit, a partir de fp, une famille de plongements
(fx)ken+ qui converge vers un plongement isométrique et ou, & chaque étape,
I’application fi résout une relation différentielle Ry. Détaillons ce procédé
dans un cas ou, pour simplifier, on suppose en outre que fy satisfait aux
deux hypotheses ci-dessus :

e (Hy) : fo est paramétrée a vitesse constante,
e (Hj) : foy est radialement symétrique.

L’hypothese (H1) :
vt e E/Z, ||fo®)] =ro

implique que
A= (1=, g
et puisque fy est strictement courte, ro < 1. L’hypothese (H2) signifie que

VEER/Z,  fi(t+1/2) = —fi).
Soit (gr)ken+ la suite de métriques définie par

gi 1= f8<, '>R2 + 5kA
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ou (O )ken+ est une suite strictement croissante de nombres réels strictement
positifs de limite 1. Pour tout & € N*, on pose

re = \/gk(at, 8t) = (5k + (1 — 5k)7°(2)

Désignons par Cj, le cercle de E? de centre l'origine et de rayon rj, défini ci-
dessus et par Ry, un épaississement de Cy, c’est-a-dire une couronne ouverte.
On suppose que les épaississements sont choisis de facon a ce que

YV k1, ko € N*, k1 #£ ko RklﬂRkQIQ.

Au moyen de l'intégration convexe, on va construire une suite d’applications
fr : E/Z — E? telles que

e fi est solution de Ry
o D llfe = fimtllen < +oo.

Ainsi
Jiso = lim fj
k—+o00
la limite C! des fj, sera I'isométrie recherchée. Pour rendre complétement

explicite la construction des fi, il est nécessaire de déterminer a chaque
étape la famille de lacets hy choisie pour définir fr. On pose :

hi: [0,1] xE/Z — Cp, CRpcCC
(t,u) —  hy(t, u)

ou .
hi(t,u) :=rg ek (tw) te—1(t)
avec )
lp—1 = T
[pyyl

et ¥y : [0,1] x E/Z — R est une application telle que

1 /
/ givn(ta) gy — -1l
0

Tk

Cette condition implique bien sur que :
1
Ve [0,1], fl_(t) = / (£, 1) .
0

11



L’expression explicite de ¢ sera déterminée ultérieurement. Pour tout k£ €
N*, on pose enfin
fr:0,1] — E?

définie par
t

fe(t) == fr=1(0) +/0 hi(s, Nis)ds.

ou Nj € 2N* est un parametre libre de la construction.

Lemme.— Soit fy satisfaisant a Uhypothése (Hy) alors, pour tout k € N*,
fr satisfait a (Hy).

Démonstration.— Par récurrence. Supposons que :

Vje{0,....k —1}, les f; vérifient (Hy) et (Ha).

t

fe@®) = fr-1(0) + /0 hi(s, Nys)ds

t
= fi-1(0) +/ r € VRN (s)ds
0
En dérivant, on obtient
Fi() =y N0y (2)

et par conséquent || f;(¢)| = ri. Ainsi fj, satisfait & (Hy). O

Observation.— La condition que doit satisfaire 1, s’écrit maintenant

1 T
/ in(tw) gy, — TR=L
0 Tk

Cette condition étant indépendante de ¢, on suppose désormais que vy, est
une fonction de u seulement i. e. )y :E/Z — R.

Lemme.— Soit fy satisfaisant aux hypothéses (Hy) et (Hs), alors, pour
tout k € N*, fi, satisfait a (Hy) et (Ha).

Démonstration.— Il suffit de montrer que (Hs) est héréditaire. On a

12



Or N € 2N* et 1, est 1-périodique on a donc :

Vs €eR, Y <Nk <S + ;)) = wk(Nks)

Par hypothese de récurrence

1
Vs € R, tp_1 (s + 2) = —tr_1(9).

Au bilan )
Filt+ 5) = —fi(0).

Remarque.— Notons que sous les hypotheses (Hi) et (Hz2) on a :
VEEN, [l =1 et ] =y

Lemme.— Les applications fi : [0,1] — E? passent au quotient en des
applications fr : B/Z % g2,

Démonstration.— On a

1
Fe1) = £u(0) = fu(1) — Fir(0) = /0 (5, Ns)ds

et ’on vient de constater que

1 1
hk(s + ivN(S =+ 5)) = _hk(saNS)

ainsi

1
/ hi(s, Ns)ds = 0.
0

Il est trivial de vérifier par récurrence que

vienN, )= 0).

13



3.2 Choisir ¢y
Lemme.— Pour tout k € N* on a
rx scalg(t) = Ny, (Nit) + rp_1 scaly_1(t)

ot scaly(t) désigne la courbure scalaire de fi en t.

Démonstration.— On a

fot) = rpets ey ()

R (1)
Tk—1

d’ou, en dérivant deux fois

) = (AN NG fy (6) i (8) €50
or
friaa @) = dll fr— (W) llscalk—1(t) fr—1 (t) = irp—15cali—1(t) fr_ (t)
donc
() = % (Net (Nyt) + rp_yscal_y (£)) e £ (1),

Mais puisque

Y(t) = irgscaly(t) fi.(t)
= irkscalk(t)—m ew’“(N’“t)f,gfl(t)
Tk—1

on en déduit
rescaly(t) = Ngj,(Ngt) + ri_1 scalg_1(t).

O

Choix de ;.— Puisque u — 95 (u) est 1-périodique on peut donc écrire

+o0o +oo
Yr(u) = ag + Z a; cos(2mlu) + Z by sin(27lu)
=1 =1

14



Pour tout u € E/Z on pose
Yr(u) := oy cos(2mu).

Ainsi, dans la série de de Fourier ci-dessus, tous les ceefficients sont choisis
nuls sauf un. Il reste ensuite a déterminer oy pour avoir

1
/ VR (W) gy = Th=L
0 Tk

1
/ ezakcos%ruduzjo(ak)
0

ou Jy est la fonction de Bessel de premiere espece d’ordre 0.

0.8
0.6
0.49

0.24

Uz'fiéa'm'zfaWaz'D
X
0.2

-0.44

La fonction de Bessel Jy, Ag(1) = 2.4
Cette fonction réalise une bijection de [0, Ao(1)] sur [0,1] ot Ag(1) est le

premier zéro strictement positif de Jy. Notons, (un peu abusivement !) Ji- L.
[0,1] — [0, Ao(1)] sa réciproque. On pose

_ Tk—1

15



Proposition-bilan.— Soit fy : E/Z — E? un plongement court vérifiant
(H1) et (H2) et soit (fi)ren+ : E/Z — E? ~ C la suite d’applications
définies récursivement par

topy
vt €[0,1], fi(t) = fr_1(0) +/0 E@’ak cosmNks) 1 (s)ds

e =1/0k + (1 — (5k)’l“(2), ap = Jal (T‘];;1>

et N € 2N* arbitraires. Alors, pour tout k € N* on a

avec

2
1ie = fiilleo < 7 (1malleo + 11l o)

et, pour tout t € E/Z,

k—1
ripscaly(t) = roscalp(t) — 2w Z oy Ny sin(2m Nit).
=1

4 Le lemme d’amplitude

Il s’avere que le comportement de la suite (a)ren dépend principalement
de celui de la suite des (0 )ken-

Lemme d’amplitude.— On «a

g ~ /20 (0, 0¢)\/ Ok — Op_1.

Remarque.— Rappelons que A(9;, 9;) =1 — 3.

Tk—1
Tk

Démonstration.— Par définition ay, = J;'(™=L). Le développement de
Taylor de Jy(a) a ordre 2 est donné par
2

5:1—%4-0(042).

Soient y=1—€et X =a?, onay= %—}—O(X) ainsi X = 4y + o(y) et par
conséquent X ~ 4y. Finalement, on obtient

a~24y/1-¢ and ak~2,/1—7ﬂk_1.
Tk
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Puisque || fj||3: + A0, 0;) =1, on a

ri = 1 follge + 0kA@r, 0) = 1+ (3 — 1)A(0, O)

ainsi
7 —1h_1 = (0 — 05—1) A (0, Oy)
et )
Te—1 (0k — Ok—1)A(0y, Of)
1-—- = ~ (0 — 0p—1)\ (O, O).
21— (1—06,)A0, ) (9 = 0-1)A(%, 9)
Or
7’13 1 Tk—1 Th—1 Th—1
ot (1) (1) o (1),
Tk Tk Tk Tk
donc .
<1 - Tkl) ~ (0 — 0k—1)A(0¢, Or).
Tk 2
et

ap ~ 2,1 ==L L aN(Dy, B) /O — Opot.

Tk

5 Régularité C! de f;,
Proposition 3.— On a

£t = ficilleo < Ctern/S, — 61

ot C’tel = 7A(6t,6t)
Démonstration.— Pour tout point ¢t € E/Z, on a (Pythagore !) :

1F = Freal? = 1P + I f2-al® = 20 f2l1 oy | cos(an cos 2w Nit)
puisque oy, cos(2m Nit) est 'angle entre f/(t) et f,_,(t). Evidemment
ag cos(2mNit) < ap = Jy ' (w)
ouw=u/rel0,1, r=|f.(t)| et u=|f._;(t)]. Et donc

1fi = Froa I < U+ I faoa P = 20 f2l1 i ] cos o

17



La série de Taylor de o — Jy(«) est alternée ainsi

2 4 2\ 2
w<1-2 4+ & (1—2)

4 e
d’ou
o2
5 <4(1 — Vw).
On a donc
Ifr— froall* < r?+u? —2urcosa
< 7r? —u? +2u(u —rcosa).
Puisque
o2
cosae > 1 — —
2
on a
2
2 [0
w(u—rcosa) < u®—ru+ur—

< u2—7"u+4u7“<1— u)
"
< u? + 3ur — duy/ru
< w432 —4uvu?  (car u <r)
< 3(r? —u?).

Par conséquent

1 = fimal® < 7 (I = 1fial?) -

HfllﬁHZ - Hflg71”2 = gk(at,at) - gk—l(ataat)
= (gk - Qk—l)(at,at)-

e — fi_illco < Ctern/Sr, — 61
avec Ctey = \/TA(Dy, ;).

Soit (Ag)ken~+ la suite de fonctions définie par

donc

k
Vte B/Z, Ag(t):= Zal cos(2mNit).
=1

18



Lemme.— Pour toutt € E/Z, on a

fi(t) = 0L fi ),
0

Démonstration.— Immédiat & partir de ’expression

; 1
fl/€ (t) = el cos(2m Nyt) flgfl )
Tk—1

Proposition 4.— 5i
Z v O — O0p—1 < +00

alors la suite (fi)rens converge C* vers fiso := limy_, o0 fi et

) 1
VieSt,  fl,t) = e““(”%fé(t)-

Démonstration.— On déduit immédiatement de la proposition 3 que la
suite ( fx)ren+ est C'l-convergeante vers fiz,. On déduit du lemme d’amplitude

que
Z ap < +00.

Par conséquent la suite (Ag)ren converge normalement et

A:= lim A

k—4o00

est continue. La relation
A Tk
fi(t) = ¢’ k(z)%fé(t)

permet de conclure que

41
A
filso:ez 7f6
To

Corollaire.— Soit v > 0 et
0p i =1— 677(k+1).

Alors la suite (0 )gen+ est strictement croissante et converge vers 1, de plus

AV (5k - (5k,1 ~ (506_%k.

En particulier, fiso = limp_yo0 fr est CL.

19



6 C' et C? régularité de fi,,

Avertissement.— A partir de maintenant, on suppose que

Z VO — 01 < +o0.
Proposition 5.— Si Z apNy, < +0o alors fis, est partout C? et
keN*
lim f// = i/;o'

k——+o0

Démonstration.— Puisque 1’on suppose Z VO — 01 < 400, et d’apres
la proposition 4, la suite (fi)ren converge C*. 11 suffit donc de montrer que
(f¥)en est de Cauchy. De

fr () = iryscaly,(t) fi, (t)

on tire
e () = fiea @Ol < lrescaly(t) fi(t) — rr—1scali—1(£)0 fr—1 (8)]]
< lri—1scal—1(8) f(t) — rr—1scali—1(¢) fr—1 (¢)]]
+|rrscaly(z) — rp—1scalp—1 ()| || fi (@)
< riealscali—1 (@) fi(t) = froa ()]

+rg|rrscaly(t) — rp—1scalp—1(t)|.
D’apres la proposition-bilan, pour tout ¢t € E/Z on a

k
ripscaly(t) = roscaly(t) — 2w Z Ny sin(2w Nit)
=1

|riscal(t) — rp—1scalp_1(t)| < 2may Ny

ri|scaly(t)| < rolscalo(t)] + 27 Z agNg.
keN*

Ainsi, rg|scaly(t)| est majoré uniformément par la constante M donnée par

M := ||lroscalp||co + 27 Z o Ny.
keN*

20



Par conséquent

17— frioilleo < M|\ fi = fe_illco + 2mauNy.

Soit p < ¢, on a donc

g q

15— e < MY VB Gy +2m Y N
ko:op kozop

MZ \/m‘F?ﬂ'Zaka.
k=p k=p

IA

Ainsi (f /;/)keN est de Cauchy. O
Proposition 6.— Soient n > 0 et Sy := Zle oy Ny, Si

3 (6 — Gr1) 7S] < +oo
alors fiso est C11.

Remarque.— Evidemment ce théoréeme n’a d’intérét que si

Z Olel = 4o00.

Démonstration.— Soit 0 < 1 < 1. On va utiliser I'inégalité d’interpolation

1—
1Fllorn < CENflln 1 1

pour démontrer que
(1fe = fre—1llcrn)kene

est de Cauchy. D’apres la proposition 3, on a

Il fr — fr—1ller < 2Cte1n/Ok — Ok—1

et
Mo(fr — fro1) < Ma(fr) + Ma(fr—1)
< MQ(T’k scalk)Ml (fk) -+ Mo(rk,1 scalk,l)Ml (fk)

< My(scaly) + Mo(scalp—1)
k

S 2M0(scal0) + 47 Z alNl
I=1
< 2My(scalp) + 47 Sk.
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Par conséquent
I fx — fr—1llcz < 2Ctern/ Ok — dk—1 + 2My(scalp) + 47 Sk.
Puisque limg_s 4 o0 Sy = 400, pour k suffisamment grand, on a
[ fr — fre-1llc2 < CteaSk.

ou C'tey est un nombre quelconque strictement plus grand que 47. On a
maintenant

1 fi = Feetllgn "l i — fee1llle < Ctes(dg — dp—1)
c C
avec Cteg = (2Cter)!~"Cte]. O

1—n

2,5’;7

Corollaire.— Soit 0 < v <1 et 6, := 1 — e FHD) Sl existe § > 0 tel que
Vk € N, N, < Noeﬁk

alors fiso est CY pour tout n > 0 tel que

< -

28"

Démonstration.— De
5k — 5k71 ~ 506_’%
et du lemme d’amplitude

a ~ /200, 02)\/ Ok — Op_1

on déduit I'existence d’une constante Ctey > 0 telle que, pour tout £ € N*,

0<a < Cte4e*%k.
Ainsi
.
0 < Npoy, < Ct€5€ﬁ_§k.
et

k k B—7 (k+1)
_x a1l —efm2
Sk = E Nioy < Ctes E e < Clese” Tl 1
=1 =1

On suppose d’abord que 5 > % On a alors :

Sk < Cteﬁe(ﬁ_%)k
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et donc . .
(O — Op_1) 2 S| < Ctege 7 kenB=3)k,
Or )
T ( _ l)
0% 5 +n(p 5 <0

si et seulement si .

Par conséquent, sous cette derniere condition,
11
> (0 = 0p—1) T S < oo

D’ou le corollaire dans le cas ou 5 > % Le cas 8 < % se traite similairement.
O
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