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Introduction

En 1957, Stephen Smale présenta un théoreme de portée trés générale, dont une des
conséquences surprit de nombreux mathématiciens : "On peut toujours passer d’une
sphére a lautre. En particulier, on peut retourner la sphére!" [1]. Informellement,
cela signifie que I'on peut déformer continfiement la sphére S? afin de la retourner,
c’est-a-dire d’amener a l'extérieur sa face interne et a l'intérieur sa face externe. Mais,
pour que cette déformation soit licite, il faut qu’elle respecte les trois régles suivantes :

— la surface doit rester lisse
— la surface ne doit pas étre déchirée ou découpée
— les auto-intersections sont permises

Connaissant ces régles, on peut penser a retourner la sphére de la facon suivante :

Qeow -

Mais malheureusement, cette déformation n’est pas licite car la surface représentée
dans le dernier dessin n’est pas lisse le long de I'aréte équatoriale.

De nombreux mathématiciens ont donc cherché a réaliser ce retournement : en 1960,
Arnold Shapiro décrit, mais ne publia pas, un retournement basé sur un retournement
de la surface de Boy, en 1966, Anthony Philips publia les premiers dessins d’un retour-
nement dans le Scientific American puis pendant la méme période, Marcel Froissart
et Bernard Morin décriverent un retournement, utilisant une symétrie d’ordre 4 plutot
que la surface de Boy. Bernard Morin et Frangois Apéry montreront plus tard que ce
retournement comporte le nombre minimal d’événements topologiques. La question
de trouver une "fagon" de retourner la sphere occupe donc de nombreux mathémati-
ciens depuis les années 60.

En 2017, les polonais Adam et Witold Bednorz ont annoncé un nouveau retournement
de la sphere, a la fois analytique et ayant un minimum d’événements topologiques.
Le but de ce stage est I’étude de cet article intitulé "Analytic sphere eversion with
minimum of topological events" (2017) [2]. On va décrire le retournement et préciser
quelques démonstrations.



1 Deéfinitions et mise en contexte

1.1 L’espace des immersions

On commence par rappeler la définition d’une sous-variété.

Définition 1. Un sous-ensemble ¥ de R™ est une sous-variété de dimension
k et de classe CP siVx € X, il existe un voisinage ouvert du point x, U, et un
CP-difféomorphisme @, : Uy — p(Uy) C R™ tel que :

2(Uz M) = 0o (Uz) N [RE x {0}"7F]

On dit alors que (Uy N'X, p,) est une carte locale de ¥ et [’ensemble
{(UsNXE, py),x € B} est appelé atlas de 3.

Dans la suite, on notera V, = U, N .

Exemple : La sphere et ’application de projection stéréographique

La projection stéréographique est une bonne fagon de "cartographier"' la sphere. Pour
cela, on note N le pdle Nord de la sphere et S son pdle Sud.

La projection stéréographique depuis le pole Nord associe & tout point M de S?\{N}
Pintersection entre le plan tangent & la sphére au point S et la droite (NM) (comme
sur le shéma ci-dessous). On la note ITy.

N

(M)

Dans R? muni d’un repére orthonormé et pour une sphére de rayon 1, centrée en
(0,0,0), un calcul montre que :

Oy : RN\{z=1} — R3
(z,y,z) — <2x 2y —1>

1—2"1—-2"
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2z 2y
1—2"1-2

On écrit souvent : Iy (x,y,z) = < ) , 2 # 1 en omettant la troisieme

coordonnée (léger abus de notation).

On pose :
on  RA\{z=1} — R? =R? x R
(z,y,2) = ([n(2,y,2),1— (@2 + 9>+ 22))
200 2
On a i (S\(N}) = B? x {0} car (2,9 ) = (1 og 70 pour

(z,y,2) € S\{N}.

On définit de la méme fagon la projection stéréographique Ilg qui, elle, est définie sur
S2\{S}, puis pg qui est définie sur R3\{z = —1}

L’ensemble {(S2\{N}, on), (S2\{S},¢s)} est un atlas de S%.

Nous allons expliciter la notion de classe C* pour une fonction définie sur une sous-
variété.

Définition 2 (classe C¥). Soit ¥ une sous-variété de R® de dimension 2 et
p € 3. Soit (Vp,¢p) une carte locale en p telle que pp(p) = (uo, vo). Soit f une
application de ¥ dans R3.

On dit que f est de classe C* en p si fo (p;I est de classe C* en (ug,v).

Définition 3 (Immersion). Soit X une sous-variété de R® de dimension 2
et p € 3. Soit (Vp,pp) une carte locale en p telle que pp(p) = (ug,vo). Soit
f: % — R3, une application de classe C*.

0
On dit que f est une immersion en p si les dérivées partielles — (fop, ™) (uo, vo)

ou

et 6—(]” o @, 1) (uo, vo) sont linéairement indépendantes.
v

L’application f est une immersion si f est une immersion en tout point de
.

Remarque : Ces deux définitions sont indépendantes de la carte locale choisie car
les changements de cartes sont des difféomorphismes.

On note I(3,R3), 'ensemble de toutes les immersions d’une sous-variété ¥ dans R3.
I(X,R3) C C*®°(X,R?) mais contrairement & 'ensemble C*° (X, R3), I(X, R3) n’est pas
un espace vectoriel.

En revanche, puisque I(3,R3) C C}(Z,R?), cet ensemble est muni de la topologie
induite par celle définie sur C'(2,R?). C’est donc un espace topologique.
(Rappelons que la topologie de C' (X, R3) est, en général, celle induite par la norme

U ller = 1[flleo +[ldflleo)-



Définition 4 (plan tangent). Awvec les notations de la définition précédente, si
f est une immersion en p = go;l(uo, vo), alors le plan passant par

£(8) = 77" (wa,w0)) et engendré par (£ 05" ) (o, w0) et -(f o 55" (o, vo)

est appelé plan tangent en p = go;l(uo,vo) de f.

Définition 5. Soit ¥ une sous-variété de R3. Soient fi, et fi, deux immersions
de ¥ dans R3.

On dit que fy, et fi, sont réguliérement homotopes s’il existe
F : ¥ X [to;t1] — R3, une application C* telle que :

- F(at()) - fto
T F(7t1) = ftl
— Vit € [to; t1], F(.,t) est une immersion

On dit que (F(.,1))ic[to;t,) st une homotopie réguliére joignant fi, a fi,.

1.2 Le retournement

On note :

Invgn : R™ {0} — R™\{0}
x — *

|z

Définition 6.

— Retouner le cercle c’est montrer que Uinclusion canonique fo : St < R?

et fi = —Invg2 o fy sont régulierement homotopes.
— Retouner la sphére c’est montrer que Uinclusion canonique fo : S* — R3
et fi = —Inwvgs o fy sont régulierement homotopes.
Dans R? :
/(P
(M)
fiM

f(Q)e

L’inversion envoit D?\{0} dans R?\D?, c’est-a-dire l'intérieur (privé de O) sur exté-
rieur et inversement.




1.2.1 Un exemple historique : le retournement du cercle

Définition 7. Soit f : St = {e??™ s € R} ¥ R/Z — R? ~ C une immersion.
f: Rlz — C

On note :
t — p(t)e

i@ avec p(t) > 0,vt € R/Z.

o(1) — 6(0)

L’indice de rotation de f est le nombre entier : Ind(f) = 5
7r

L’ensemble des composantes connexes par arcs d’un espace topologique X est noté
mo(X).

Théoréme 1 (Whitney-Graustein, 1936 [3]). L’application

Ind : I(SY,R?) — Z
f = Ind(f)

induit une bijection entre mo(I(S*,R?)) et Z.

Ainsi, d’apres le théoréme de Whitney-Graustein,

Corollaire 1. Soit f : S' — R? une immersion.
Alors f est réqulierement homotope da l'une des immersions suivantes :

G @@ OO O GG
—4 -3 —2 —1 0 +1

+2 +3 +4

Remarque : L’entier figurant sous chaque courbe est I'indice de la courbe.

R VR
Remarque : QO est régulierement homotope a '\><._).

Notons que fg et f1 € I(S', R?) sont régulierement homotopes si seulement si il existe
une famille (f;);cj0,1] € I(SY, R qui relie fy et f1, si et seulement si fy et f; sont
dans la méme composante connexe par arcs de I(S',R?).

Ainsi, la relation "étre régulierement homotope" est une relation d’équivalence qui
coincide avec la relation "étre dans la méme composante connexe par arcs de I(S*, R?)".

Corollaire 2. Le cercle unité ne se retourne pas dans le plan.

Démonstration. Si on veut montrer que le cercle se retourne dans le plan, alors il
faut montrer que fo: S' < R? et f; = —Invge o fo sont régulierement homotopes.

Or Ind(fo) = 1 et Ind(f1) = —1 donc d’apres le théoréme de Whitney-Graustein,
fo et f1 ne sont pas dans la méme composante connexe, donc fy et f; ne sont pas
régulierement homotopes. U]



Le retournement de la sphere est-il, comme celui du cercle, impossible ?

1.2.2 Le retournement de la spheére

Théoréme 2 (Smale, 1957 [1]). L’espace I(S?,R3) est connexe par arcs.

Corollaire 3. Le retournement de la sphére est possible.

1.3 Les éléments de la transformation
Lorsque les surfaces se déforment, elles se replient, elles se tordent, et il va donc y

avoir des points de contact, des points d’auto-intersection, la ou la surface se recoupe
avec elle-méme.

1.3.1 Différents types de points d’auto-intersection

Définition 8 (Point double). Soit f : ¥ — R une immersion d’une surface
Y dans R3. Soit P € f(X). Si f~1(P) = {P1, P,} avec P, # P, alors P est dit
point double.

Remarque : Si P est un point double, alors il existe deux plans tangents de f en P.

On définit similairement les points triples, les points quadruples, etc...

Définition 9 (Point double transverse). Soit f : ¥ — R3 une immersion d’une
surface ¥ dans R3. Soit P un point double de f. Si les deuz plans tangents de f en
P ne sont pas confondus, alors on dit que P est un point double transverse.

Définition 10 (Point triple transverse). Soit f : ¥ — R3 une immersion d’une
surface ¥ dans R3. Soit P un point triple de f. Si Uintersection entre les trois
plans tangents de f en P est réduite au point P, alors on dit que P est un point
triple transverse.

Définition 11 (Point quadruple transverse). Soit f : ¥ — R3 une immersion
d’une surface ¥ dans R3. Soit P un point quadruple de f. Si les quatre plans
tangents de f en P ont trois a trois leur intersection réduite au point P, alors
on dit que P est un point quadruple transverse.




1.3.2 Différents types d’immersions

Définition 12 (Immersion transversale). Soit f : ¥ — R3 une immersion
d’une surface ¥ dans R3. On dit que f est une immersion transversale si
tout point d’auto-intersection est soit un point double transverse, soit un point
triple transverse et si, de plus, le nombre de points triples transverses est fini.

L’ensemble des immersions transversales d’une sous-variété ¥ dans R3 est noté
I (Z,R3)

Exemple :

(a) (b)

L’immersion (a) est une immersion transversale de la sphére S? dans R®. En effet,
il n’y a pas de points d’auto-intersection.

L’immersion (b) est une immersion non transversale de la sphére S? dans R3. En
effet, le point du centre est un point d’auto-intersection qui est un point double non
transverse puisque les deux plan tangents de cette immersion en ce point sont confon-
dus.

Proposition 1 (Apéry, [4]). L’ensemble des immersions transversales de la
sphére dans R3, noté I (S?,R3), est composé d’une infinité de composantes
connezxes.

1.3.3 Evénements topologiques

La déformation de la sphére s’effectue par une famille d’immersions sur S?. Certaines
peuvent étre transversales et d’autres pas.

C’est ainsi que nous sommes ammenés a considérer la notion d’événements topo-
logiques.




Définition 13. On appelle événement topologique toute homotopie réguliere
(ft), t € [—e, €, telle que :

— fi € I(S*,R®), ¥t € [—¢,€]\{0}
— fo € I(S?, R3)\I,(S?, R3)

Exemple :
La famille d’immersion (f;) qui agit sur la sphere de la fagon illustrée ci-dessous est
un événement topologique :

f—e fO fe

Coupons la sphere par un plan vertical passant par le centre et on obtient les figures

suivantes :

ffe fO fe

Pour t € [—¢,0[, il n’y a pas de points d’auto-intersection.

Pour t = 0, il y a un unique point d’auto-intersection, qui est un point double non
transverse.

Pour t €]0, €], tous les points d’auto-intersection sont des points doubles transverses.
Donc ( ft)te[—c,q est un événement topologique sur la sphere.

Parmi les événements topologiques, certains, appelés événements topologiques
génériques sont remarquables.
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Définition 14 (Evénement topologique générique [5]).

On dit qu’un événement topologique est générique s’il appartient a l'un des sic
événements topologiques ci-dessous :

— FEvénement Dy :

La courbe d’auto-intersection au cours de l’événement :

Dans un premier temps, il n’y a pas de point d’auto-intersection.

Puzs, il y a un point d’auto-intersection, qui est un point double non trans-
verse.

Ensuite, la courbe d’auto-intersection est fermée simple et ne comporte que
des points doubles transverses.

— FEvénement Dy :
Cet événement représente la disparition d’une courbe d’intersection comme
la précédente (figures précédentes lues dans l’ordre inverse).

— FEvénement Dy :

11




La courbe d’auto-intersection au cours de l’événement :

Dans un premier temps, la courbe d’auto-intersection peut étre comparée
a deux morceaux de branches d’hyperbole. Elle ne contient que des points
doubles transverses. Puis, la courbe d’auto-intersection est la réunion de
deux segments de droites, et posséde que des points doubles transverses, ex-
cepté le point du centre qui est un point double non transverse.

Ensuite, la courbe d’auto-intersection peut étre, de nouveau, comparée d

deuz morceaur de branches d’hyperbole et ne contient que des points doubles
transverses.

Cet événement est symétrique temporellement.

— FEvénement Tt :

La courbe d’auto-intersection au cours de l’événement :

Dans un premier temps, la courbe d’intersection ne comporte que des points
doubles transverses. Puis, la courbe d’intersection posséde un point triple
non transverse.

12




Ensuite, elle comporte des points doubles transverses et deux points triples
transverses.

— FEvénement T~ :

Cet événement est l’opération opposée temporellement a la précédente, c’est-
a-dire la disparition de points triples (figures précédentes lues dans [’ordre
inverse).

— FEvénement Q :

La courbe d’auto-intersection au cours de l’événement :

Dans un premier temps, la courbe d’auto-intersection ne possede que des
points doubles transverses et un mombre fini de points triples transverses.
Puis, elle posséde des points doubles transverses et un point quadruple trans-
verse.

Ensuite, elle posséde de nouveau que des points doubles transverses et un
nombre fini de points triples transverses.

Cet événement est symétrique temporellement.

Ces modifications génériques vont nous permettre d’étudier un retournement de
spheére, en suivant pas a pas la déformation a partir de ces modifications.
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2 La figure centrale du retournement des freres Bednorz

Ce retournement est analytique (c’est-a-dire construit a partir d’immersions qui sont
localement développables en séries entiéres) et contient 13 événements topologiques
dont 11 génériques. Nous allons maintenant décrire précisement ce retournement.

2.1 Le retournement du cylindre

Le cylindre droit de R3, d’équation cartésienne 22 + y? = 1 (dans un repére ortho-

cos()
normé), est paramétré par : | sin(p) |, (¢,h) € R% Un atlas du cylindre peut étre

h
Y\{droite verticale} — R?

M — (p,h)
Ainsi, une immersion du cylindre ¥ peut étre plus simplement donnée par :

f'{RxR—>R3 of

construit a partir des cartes de la forme :

\ B af of
(p.h) — flp.h) " flo+2mh) = foh) avec (&o(‘p’h)’ an ¥ h)>

linéairement indépendants.

Les fréres Bednorz ont choisi de retourner d’abord un cylindre et ensuite de pro-
longer ce retournement a la sphere.

Quand on parle de retournement, on imagine par exemple le retournement d’un cy-
lindre tronqué effectué de la facon suivante :

ou celui d’une sphere effectué comme on I’a vu dans l'introduction, mais qui n’est pas
licite car ce retournement aboutit a une surface non lisse :

® = =
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2.2 Un modéle central

Retourner un cylindre et prolonger le retournement a la sphere est loin d’étre évident.
Les freres Bednorz ont commencé par adapter la technique du modéle central, c’est-
a-dire une suite d’immersions (f;);c[—c,q telle que :

— f—e(X) est la surface de départ (rouge a l'intérieur, bleue a 'extérieur)
— fi, t € [—€,0] permet d’arriver & la surface centrale fo(X).
— fi, t €]0, €] est une suite d’immersions en "miroir" de f;, t € [—¢,0[.
— fe(2) est la surface d’arrivée, c’est-a-dire la méme surface que f_.(X) mais
retournée (bleue a U'intérieur, rouge a 'extérieur).
Il nous suffira donc de décrire les immersions en partant du modele central pour ob-
tenir la surface retournée (rouge a lextérieur).

2.3 Choix du modeéle central

Le modele central choisi par les freres Bednorz est I'immersion fy du cylindre droit
donnée par :

) (1= h) sin(p)
| | [ myeosto) |- i) e 2
h sin(2¢)

La représentation pour (¢, h) € [0,27] x [—3,3] est :

D rane

Surface centrale

Cette surface centrale est un élément fondamental du retournement, nous allons 1’étu-
dier en détails.

15



2.4 Description des points d’auto-intersection de la surface centrale

Proposition 2. L’ensemble des points d’auto-intersection du modéle central est
composé des deux droites d’équation x = z = 0 et y = z = 0 ainst que la courbe
d’équation (V2 cos(2p) cos(p), V2 cos(2¢) sin(p), —5 sin(4y)).

En particulier, ’immersion centrale fy posséde un point quadruple transverse

et quatre points doubles non transverses, elle n’est donc pas transversale, i.e
fo € L(S%, R3)\I(S?, R3).

Démonstration. La démonstration de cette proposition est en partie contenue dans
Particle. On ajoute ici les démonstrations manquantes : la vérification de I’existence
d’un point quadruple et de quatre points doubles non transverses. O

La courbe d’équation (v2 cos(2¢) cos(), V2 cos(2¢) sin(p), —3 sin(4ep)) est repré-
sentée ci-dessous.

o 2

Points d’auto-intersection de la surface centrale

Tous les points de cet ensemble de points d’auto-intersection sont des points doubles
transverses, sauf le point violet et les 4 points oranges.

2.4.1 Etude locale du point (0,0,0) (en violet sur la figure)

Proposition 3. Le point (0,0,0) (en violet sur la figure) est un point qua-
druple transverse.

Démonstration. On cherche les antécédents du point violet de coordonnées (0, 0,0) :

(1 —="h)sin(¢) =0 (1)
On cherche donc ¢ et h tels que : { (1 + h)cos(p) =0 (2)

hsin(2p) =0  (3)
(I)=(h=1 ou sin(e)=0)

16



e Sih=1: -
(2) = cos(p) =0 ¢ = 5 [r] et donc (3) est vérifiée.

e Sisin(y) =0< ¢ = 0[]
(2) & h = —1 et (3) est vérifiée.

s 3
Ainsi, le point (0,0,0) a quatre antécédents qui sont (1,2>, (1,2>, (—=1,0) et
(=1, 7). Le point (0,0,0) est donc un point quadruple.
Pour montrer qu’il est transverse, il faut montrer que ses quatres plans tangents ont
trois & trois une intersection réduite a (0,0, 0). Déterminons les équations de ces plans
en recherchant un vecteur normal a chacun des quatre plans.

Pour cela, calculons les dérivées partielles de fj :

—sin(p)
9fo
On a: % : — 003(()0) s
sin(2¢)
(1 —=h) cos(yp)
ofo (1
et 90 - | —=(1+ h) sin(yp)
vo\w
2h cos(2¢p)
1 - 1 !
9o 9o
Donc % E = 0 s et % E =1-21,
2 0 2 —2
ainsi le plan tangent de fp en (1, ;) a pour vecteur normal
o) 1 %) 1
oh | T dp | L
2 2 9 9
De la méme maniere, en 1 2 ,ona:
1 ! 1 !
dfo dfo
on (37 ) T e (BT T 2|
2 0 2 9
1 0 0
3
ainsi le plan tangent de fy en (1, ?ﬂ) a pour vecteur normal [0 | A | 2 | =2
0 -2 2

17



En (—-1,0), on a :

0 2
0 -1 -1
ﬁ — 1 , et % — 0 ,
0 -2
0 2 -2
ainsi le plan tangent de fy en (—1,0) a pour vecteur normal |1 |A | 0 | =] 0
0 -2 -2
En (—1,7),on a:
0 -2
0 -1 o -1
on (1) | won (], |
oh \ . Ip |
0 -2
0 -2 2
ainsi le plan tangent de fy en (—1,7) a pour vecteur normal | —1 |A] 0 | =] 0 |-
0 -2 -2
Les quatre plans tangents en (0,0,0) ont pour équation —y + 2z = 0, y + z = 0,

r+z=0etx—2=0.

La résolution des quatre systeémes d’équations, prises trois par trois, admet pour
unique solution (0, 0, 0).

Ainsi, pris trois par trois, ces plans ont pour intersection (0,0,0) qui est donc bien
un point quadruple transverse.

O

2.4.2 Etude locale des points (£1/2,0,0) et (0,£v/2,0) (en orange sur la
figure)

Proposition 4. Les points (£1/2,0,0) et (0,£/2,0) (en orange sur la figure)
sont des points doubles non transverses.

Démonstration. La figure centrale présente une symétrie d’ordre 4. Ainsi, les 4 points
oranges de la figure ci-dessus, de coordonnées (++/2,0,0) et (0,£+1/2,0), sont symé-
triquement les mémes.

Etudions donc un seul de ces 4 points, celui de coordonnées (1/2,0,0) :

Cherchons les antécédents de ce point :
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(1= h) sin(p) V2

On cherche ¢ et h tels que : | (14 h)cos(p) | =| 0
h sin(2p) 0
sin =2
h # 0 car () n’a pas de solution.
cos(p) =0

Donc sin(2p) =0, ie p = kg , kel

e Sik=2p:
sin (pm) = 0 donc il n’y a pas de solutions.
e Sik=2p+1:
T L
cos (2 —i—p7r> =0 et sin <2 +p7r> =(—1)P

donc (1 — h)(—=1)P =+/2

donc, si p est pair (p=2p'), h=1—+2et p = g(4p’ +1)= g [27].
et si p est impair (p=2p' +1), h=1++2et

3
o= g(z(zp’ +1)+1) = g(4p/ +3) = 7” [27] = —g [27].

Le point (1/2,0,0) est donc un point double car il a deux antécédents, qui sont
(1—\/§,g> et (1+f,—g>.

Cherchons maintenant les plans tangents de fy en (1 -2, 7r> et (1 +2, _7r>.

2 2
Pour cela, calculons les dérivées partielles de fy en (1 — V2, 72r> et (1 +2, _;T> :
—sin(p)
Comme précédemment, on a : 9f : | cos(p)
) ah Y
sin(2¢)
(1 —h) cos(p)
ofo [ .
et S0 || |~ 1) sin(e)
LN
2h cos(2¢)
14+42 ! 1++2 ’
dofo |1+ ofo |1+
Donc h T =10 ,et% o = 2++2 )
2 0 2 —2(1+v?2)

ainsi le plan tangent de fy en (1 +/2, —g) a pour vecteur normal
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0
ofy [1+V2) af [1+V2
7 G e N e 2+f =20 v2)
2 2 —2(1+v2) 242
De la méme maniere, on a :
-1
afy (1—V2 ofy [1—V2
220 A Bl e N - var |
2 0 2 —2(1 —V?2)
ainsi le plan tangent de fy en (1 — V2, g a pour vecteur normal
-1 0 0
afy (1—V2 \ Ofo 1-v2
h m ago m =1 0 [A] -2=Vv2) | = |2(1-V2)
2 2 0 —2(1 —V/2) —2+4/2
0 0 0
et | —2-v2) | A [20-v2)|=|0
—2(1—+/2) —2+2 0

Ainsi, les plans tangents des deux nappes de la surface au point (\/5, 0,0) ont des
vecteurs normaux colinéaires et passent tous les deux par le point (1/2,0,0), ils sont
donc confondus.

Le point (v/2,0,0) est donc un point double non transverse. O

3 Etude de la famille d’immersions (f;) qui permet de
retourner le cylindre

Maintenant on "fait bouger" notre figure centrale en fonction du temps.
On s’intéresse a ’homotopie réguliére suivante, indexée par t,

N t cos(p) + (1 — h) sin(p)
e > | tsin(@) + (1 4+ h) cos(p) |, V(o h) €[0,27] x R

h sin(2¢) — Lcos(2p)

On remarque que pour ¢t = 0, on retrouve bien ’application décrite au paragraphe
précédent. Ainsi, la figure centrale apparait en t = 0.
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Proposition 5. L%immersion f; est transversale pour tout t € R excepté :

—t=0
V17 -3

— =k~ +0.56

— t=1

Démonstration. Cette démonstration résulte des calculs faits dans ’annexe de 1’ar-
tiCle. |:|

On va donc partir de la figure centrale (obtenue pour ¢ = 0), et faire évoluer le temps
positivement puisque grace au modele central, les figures obtenues pour des temps
négatifs seront le "miroir" de celles obtenues pour des temps positifs.

On obtient ainsi les figures suivantes :

Figure obtenue pour ¢t = 0, il s’agit de la figure centrale :

>

Figure obtenue pour ¢ >~ 0.56 :

INE 3
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Figure obtenue pour t =1 :

3.1 Etude locale de I’homotopie au voisinage de I'immersion f;—

Nous avons montré, dans le paragraphe précédent, que I'image de fy comporte un
point quadruple transverse, le point (0,0,0), et quatre points doubles non trans-
verses, les points (£1/2,0,0) et (0,4+/2,0).

Si on effectue un "zoom" sur un voisinage du point (0,0,0), on obtient la suite de
figures suivante :

Cette suite de figures représente un événement Q décrit dans la définition 14.
Si on effectue un "zoom" sur un voisinage du point (1/2,0,0), on obtient la suite de
figures suivante :
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La courbe d’auto-intersection forme un "X", cette suite de figures représente donc un
événement Dy, décrit dans la définition 14.

Corollaire 4. Autour de t = 0, on observe un événement Q@ ct quatre évé-
nements D;.

3.2 Etude locale de I’homotopie au voisinage de 'immersion f;~gs¢

Les points d’auto-intersection de cette figure ne sont que des points doubles trans-

VIT 5 V175 0) et (_N—S VIT 5 0>.

verses sauf les deux points de coordonnées ( —

2V2 T 22 2V2 T 2v2

V1T—5 _m—50 o
22 22

Proposition 6. Les points de coordonnées (

V1T—-5 17-5 . .
= , ,0] sont des points triples non transverses.
2v/2 2v/2

Démonstration. En raison d’une symétrie d’ordre 2, étudions seulement le point de
V17-5 VI7T-5 0
2v2 7 2v2 )

coordonnées (

On cherche les antécédents de ce point en résolvant, avec Maple (voir Annexe), le
systéme suivant :

V17 -3 ) V17 -5
— cos(p) 4+ (1 —h) sin(p) = W
17-3 . 17-5
=2 sinte) + (14 meosty) ==T=0
V17-3
h sin(2¢) — ; cos(2p) =0

4

1. /47 1./ A7 1
(;\/—2+2\/17,arctan( sVIT— 3 \/_ﬂ_g + 7.
V1T = W2+ 2V/17 4+ L
8 8 8

1 LT+ LW -2+2v17 -1
On trouve trois antécédents : (0, —W>, (2\/ —2 4 2V/17, arctan ( 8 8

—LVIT+ L/ -2+ 2V1T +

23



Toujours avec Maple, on calcule les plans tangents a la surface en 'image de ces trois
points, et lorsqu’un fait afficher ces trois plans on trouve I'image ci-dessous (calculs
en Anneze) :

Les trois plans tangents se coupent donc selon une droite.

VIT—-5 17-5
2v2 T 22

Le point ,0 | est donc un point triple non transverse. O

VIT-5 17-5
2V2 7 22

Si on effectue un zoom sur un voisinage du point ,0] , on

obtient la suite de figures suivante :

Corollaire 5. Autour de t ~ 0,56, on observe deuxr événements T~ .

3.3 Etude locale de 'immersion f;_

Les points d’auto-intersection de cette figure ne sont que des points doubles trans-
verses sauf le point (0,0,0).

Proposition 7. Le point de coordonnées (0,0,0) est un point double trans-
verse.
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Démonstration. Etudions localement la figure autour de ce point.
Cherchons les antécédents de ce point. Pour cela, on résout le systeme :

cos(p) + (1 —h)sin(p) =0 (1)
sin(p)+ (1 +h)cos(p) =0 (2)
h sin(2p) — $cos(2¢) =0 (3)

(1) 1 _
@:m——l—h
=h=0

donc tan(yp) = —1= ¢ = f% [7]

3
Il y a donc deux antécédents qui sont (0, —Z) et (0, Z)

3
Cherchons maintenant les plans tangents de f; en (0, —Z) et (O, I)

Pour cela, calculons les dérivées partielles de fi :

—sin(p)

0
On a : a—‘);l : > | cos(p) |
sin(2¢)
—sin(p) + (1 — h) cos(p)
ofr [ .
et % : > | cos(p) — (1 + h) sin(p)
¥
2h cos(2¢) + sin(2p)
2
0 \g 0 v2
22! oh
Done o | x| = |2 2 | x| = |2
4 4 1
-1
ainsi le plan tangent de f; en (0, —Z) a pour vecteur normal
2 2
: o (2 () (%
L e R 22 PN Y1 N R
4 4 1
-1 0
De la méme maniére, on a :
. V2
of [0 of [1-V2 Ja
- 3 = 0 , et — T = _vsa ,
4 2
0 —2(1—32) —1

25



3
ainsi le plan tangent de f; en (O, :) a pour vecteur normal

V2 V2
o (V) [z

ofp [ 0 ofi | 0

Rl B B K el Rl
o °n 2 2
4 1 1

1 0

V2 V2
2 2 0

et | _V2 Al V2 |=]0
2 2
0 0 0

Ainsi, les plans tangents des deux nappes de la surface au point (0,0,0) ont des
vecteurs normaux colinéaires et passent tous les deux par le point (0,0,0), ils sont
donc confondus.

Le point (0,0,0) est donc un point double transverse. O

Si on effectue un zoom au voisinage du point (0,0,0), on obtient la suite de figures
suivante :

KX KN

L’ensemble des points d’auto-intersection est d’abord une courbe fermée simple puis
il est réduit a un seul point. Cette suite de figures représente donc un événement
Do, décrit dans la définition 14.

Corollaire 6. Autour det = 1, on observe un événement D-.
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4 Extension de (f;) a toute la sphére S*

Dans la suite, on notera N et S les poles Nord et Sud de la sphére S? et A et .7 les
poles Nord et Sud de la sphére S2.

Constatons que S?\{N, S} et le cylindre C' = R/27Z x R sont homéomorphes.
En effet, 'application

g: [0,271] xR — R3
cos(arctan(h)) cos(p)
(p,h) = | cos(arctan(h)) sin(y)

sin(arctan(h))

est un homéomorphisme du cylindre C' dans S*\{N, S}.

4.1 Principe général

On cherche & étendre la famille d’immersions (f;) € I(C,R*)® ~ (I(S?\{N, S},R3)R
a toute la sphére S2. Pour cela, on procéde en quatre étapes :
1. On compose f; par 117, LR 83 qui est la projection stéréographique inverse.
On obtient alors f; = H/V ofy:C=[0,21] xR — S3.
2. On définit une application F} : SQ\{N S} — S? en posant Fy = fiog~!, ot g
est ’homéomorphisme du cylindre C' dans S?\{N, S}.

3. On étend F; & tout S? en posant Ft(N) Fy(S) = 4. Ala fin de cette troiséme
étape, on a défini une application F; : S — S3.

4. On revient sur R? au moyen d’une projection stéréographique : Iy : S3\{.S} —
R3, et en posant : F; =11y 0 F} : S? — R3

S2\ (N, S}
gl
f'
C =[0,2n]xR
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Le schéma ci-dessous illustre le principe général de cette construction en 4 points :

F (sphére S*)

R3

_ S?
f,(cylindre) —

£ (cylindre) /

Sur le schéma ci-dessus, le plan vert représente R? et les deux courbes noires, notées
%, représentent I'image du cylindre par 'immersion f;.
On applique le principe général a cette immersion du cylindre f;(cylindre). Selon les
quatre points du principe général (paragraphe 4.1), on obtient donc :
L. I} o fi(cylindre) = fi(cylindre) qui est représenté, sur le schéma, par IT (%),
soit le "huit" privé de son "centre' sur la spheére jaune.
2. Par homéomorphisme entre le cylindre et S?\{N, S}, le huit privé de son centre

sur la sphere jaune représente aussi une image d’une immersion de S®\{N, S}.
On la note F;(S*\{N, S}).

3. On pose Fi(N) = Fy(S) = A qui sera représenté par le centre du huit sur la
sphére jaune.

4. On applique IT» & I'image F} (S?), cela est représenté, sur le schéma, par IT » (huit
sur la sphere jaune) soit le huit sur le plan bleu.
Ce huit représente dans R? I'image d’une sphére par une immersion, c’est-a-dire
ici une sphere "pincée".

4.2 Explication du dernier événement topologique
Regardons maintenant quelle est la conséquence sur les événements topologiques de
I’application du principe général au cylindre.

Les surfaces obtenues pour ¢t > 0 font apparaitre, entre autre, un lieu de points doubles
transverses (en vert sur les figures ci-dessous) :
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B850

3
t=0,56 t=1 t_§ t>§
Avec cette famille d’immersions, on obtient deux courbes de points doubles (en vert
ci-dessus), visibles sur la surface pour tout ¢t > 0. Un cylindre n’ayant pas de points
doubles, les freres Bednorz ont donc modifié la famille d’immersions afin de libérer
la surface de ces points doubles d’auto-intersection. Ils ont considérer la nouvelle
famille :

. t cos(p) + (1 — %!ﬂ — h) sin(p)
foo| | = [Esin(e) + (1= 2|t[+ h) cos(p) | V(@.h) €[0,27] x [-3,3]

P
h sin(2p) — Lcos(2¢) — 3th

3 3
de telle sort 1—2t|>0iete |—=;=|.
eeesoreque~3||_ ie [22]
On remarque que fo = fo

Les événements topologiques de la famille (f;)icr étudiés au dessus se retrouvent
dans la famille (f;) re[-8;3] avec juste un décalage dans le temps :
272

— pour t = 0, on retrouve 'image de fj :

— pour t ~ 0.3, on retrouve I'image de fi~g.56 :
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— pour t ~ 0.6, on retrouve I'image de f;=; :

Mais maintenant si on continue a faire augmenter le temps on obtient les figures
suivantes :

oA f
0@ X

Sur la derniére figure, il n’y a plus de courbes vertes. En effet, quand ¢ augmente,
les deux lieux de points doubles s’éloignent. Sur la représentation, les courbes vertes
disparaissent de la figure car le cylindre représenté est tronqué (ici h € [—3;3]). Mais,
sur le cylindre réel, h décrit R et donc les courbes de points doubles s’éloignent mais
ne disparaissent pas.

De plus, lorsqu’on referme le cylindre, c’est-a-dire lorsque I’on prolonge ﬁ, immersion
de [0, 27] xR, en une immersion de S2, les courbes d’auto-intersection se transforment
en un 8. Ce 8 va se transformer au cours du temps créant ainsi un nouvel événement
topologique illustré dans le schéma ci-dessous.
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Nous utilisons le méme schéma que dans le paragraphe 4.1 mais cette fois-ci, les
courbes noires dans le plan vert représentent les courbes vertes d’auto-intersection.
Si on fait agir le principe général sur les courbes d’auto-intersection (comme cela est
expliqué dans le paragraphe 4.1), on obtient un huit dans le plan bleu. Et lorsque ces
courbes d’auto-intersection s’éloignent, le huit rapetisse jusqu’a devenir un point.
Ainsi, lorsque l'on transforme le cylindre en sphére par le principe général, on crée
un nouvel événement topologique et ’évolution de la courbe d’auto-intersection au
cours de cet événement est la suivante :

On reconnait a la fois :
— un événement D, car cela fait disparaitre une courbe d’auto-intersection fer-
mée
— un événement D car il y a un lieu de points doubles en "X"

Nous noterons ce nouvel événement Dis. Il n’est, bien siir, pas générique.

4.3 Description du retournement de la sphere des freres Bednorz
Dans le prolongement de f; a F; pour refermer le cylindre (4.1), le principe général
fait intervenir Il o H;Vl. Mais, au lieu d’appliquer les projections stéréographiques
IIyo H;Vl, les freres Bednorz ont choisi de travailler directement sur des inversions et

de remplacer II & o H;Vl, selon un principe similaire, par g2 o g1 avec :

x

T V14 22+ y?
Yy
: — | T
gLty T+ 221
z

(1422 +y?)

, qui va "raplatir' le cylindre

z
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x z

——7€
x 3+ 322 +y?)
Yy
g2 |yl — mez , qui va "replier" les bords.
T 1
2 2 =@ +y’) .
L )

Ce choix est dicté par le fait que pour appliquer II & OH;Vl, il faut que le retournement
du cylindre évite l'origine, ce qui n’est pas le cas.
cos(arctan(h)) cos(p)

On considere donc F; = gloftog_1 et pour M € S?\{N, S} avec M = cos(arctan(h)) sin(p) |

sin(arctan(h))
t cos(p) + (1 — 2|t| — h) sin(p)
Fy(M) = g1(fi(, 1)), soit g1 | ¢ sin(p) + (1 — 2[t| + h) cos(y)
h sin(2¢) — Lcos(2¢) — 2th
; 3 cos(p) — h sin(y)
et avec t = 3 on a g %Sin(@) + h cos(p) , et on obtient les figures sui-

h sin(2¢) — 3cos(2¢) — h
vantes :

V(p, h) € [0,27] x [-3,3] :
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mais comme h décrit R, retragons I'image de I'immersion précédente pour h € [—30, 30],
on obtient :

O++4

Cette surface va maintenant subir 'immersion go.

Cela revient a faire subir gs o g; au cylindre, avec :

z
9rel + 32 +y? YT 22 1 42
VIida? +y? +a? 4y
gogi: |y | — 2yel+$2+y2\4/1+:c2+y2 . Y(z,y,z) € R3

Vita?+y?+a?+y?

z
(WVIta?t 2 —a?—y2)el 22 +y?
V1422 +y? + a2+ y?

3
On trace donc l'image du cylindre par go 0 g1 a t = 2 et on obtient les figures

suivantes :

— pour h € [-3,3] :

W QOO
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— pour h € [-15,15] :

o

T
Afin que h parcourt R, on pose h = tan(7) et on fait varier 7 € ]—2; 5 {
On obtient alors les figures suivantes :

La famille d’immersion (pour ¢t € {O; %}) permet de passer de la figure centrale (autant

bleue que rouge) & une immersion de la sphere, bleue a l'extérieur.
Les immersions faites en miroir (pour t € [—%; O}) permettent de passer de I'immer-
sion de la sphére rouge a 'extérieur a la figure centrale.

t=—2 t=0 t==
2 2

Bien siir, ces immersions, pour t = i%, sont régulierement homotopes a une sphere

"classique". C’est ainsi qu’on a retourné la sphere.
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Bilan des événements topologiques

Au cours du retounement, il y a eu :
— a t =0, un événement @ et quatre événements D,

— a t ~ 0.3, ce qui correspond a ¢t ~ 0.56 sur la premiere famille d’immersions,
deux événements T~

— a t ~ 0.6, ce qui correspond a t = 1 sur la premiere famille d’immersions, un
événement Doy

—at= o un événement Do

Ainsi,
— pour t =0, il y a 5 événements topologiques génériques
— pour t < 0, il y a 3 événements topologiques génériques

— pour t > 0, il y a 3 événements topologiques génériques

3
— pour t = 2 il y a un événement topologique non générique

3
— pour t = —5 il y a un événement topologique non générique

soit 11 événements topologiques génériques et 2 non génériques.
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