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Le fibré des 1-jets

Définition. — Soit U ¢ R™. Lespace des 1-jets des applications de U
dans R” est le produit

JUU,R") = Ux R" x L(R™,R™).
Le 1-jetde f € C'(U,R") en x est le triplet :
JH(x) = (x, f(x), dfy) € U x R" x £(R™,R).

Tout choix de coordonnées permet d’identifier J' (U, R") avec le produit

JUURY ~ UxR"x (R"x --- x R")

et le 1-jet jf(x) avec

J00) ~ (x, 100, (), ﬁ(x)) |

OXm
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Le fibré des 1-jets

Définition. — Soient p: X — M un fibré, une section de X est une
application o : M — X telle que p o o = idy. Lespace des sections C”
de X est noté I'"(X).

Définition. — Soient p: X — M un fibré vectoriel, x € M et

01,00 : U — X deux sections C' au dessus d’'un voisinage trivialisant
U de x. On dit que o4 et 0o sont équivalentes en x si, dans un systéme
de coordonnées, elles ont la méme valeur et les mémes dérivées en x.
Une classe d’équivalence sous cette relation est appelée un jet
d’ordre 1 en x. Lespace des 1-jets est noté X(1).
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Le fibré des 1-jets

Le 1-jet d’'une section (locale) o en x est le couple
jlo(x) = (a(x), dox)

ou dox : TxM — T, X. Lespace des 1-jets des sections locales de
X est I'espace

XD = {(y,L) |y € X,L € L(TxM, T,X) et dpy o L = iclyu}

et x = p(y).
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Le fibré des 1-jets

Remarques.— 1) Sip: M x N — M est le fibré trivial, une section

o: M — M x N sécrit o(x) = (x, f(x)) avec f € C'(M, N). Le 1-jet de
o s’identifie au triplet (x, f(x), dfy). Dans ce cas I'espace des 1-jets des
sections de p s’identifie a

JYM,N) ={(x,y,L) | x e M, y € N,L € L(T(M, T,N)}.
qui est appelé I'espace des 1-jets des applications de M dans N.

2) La projection naturelle

pl: X — X
(y,L) — y

définit une structure de fibré, la fibre au dessus de y étant
(p")'(y) = {L € L(TeM, Ty X) | dpy o L = idr,m}

ou x = p(y).
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Relations différentielles, h-principe

Définition.— Soit X — M™ une fibration. Une relation différentielle
d’ordre 1 portant sur les sections I'(X) de classe C' est un
sous-ensemble R de I'espace des 1-jets X(1).

Exemple 1.— Un systéme d’équations aux dérivées partielles

o <x, f(x), ;}:(x), o (;Zn(x)> =0

oUxcUCR™ f:UCR™ — R"etd:J'(U,R") — RI définit
naturellement une relation différentielle R :

R={(XY,V1,.es Vm) | P(X,¥,V1,....,Vm) = 0}.
lci X est le fibré trivial U x R" — U et X(") = J'(U,R").
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Relations différentielles, h-principe
Exemple 2.— Soit X =S’ x R?. Une application ~ : S — R? est une
immersion si pour tout x € S on a +/(x) # 0. Cette condition définit
une relation différentielle

R =S"xR%xR?\ {(0,0)} c X" =" x R? x R?.
Exemple 3.— Soit X = M™ x N* — M™. On dit que f : M™ — N"

est une immersion si, en tout point p € M™, on a rg df, = m. Cette
condition définit une relation différentielle

R ={(x,¥,Lxy) | Ly € Mono(TxM, T,N)} c X() = J"(M, N).

ou on a noté Mono(TxM, T,N) I'espace vectoriel des
monomorphismes (=applications linéaires injectives) de TyM dans
T,N.
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Relations différentielles, h-principe

Exemple 4.— Soit X = APT*M™ — M™. La condition de fermeture
des p-formes différentielles oo € QP(M™)

da=0
définit naturellement une relation différentielle R c X(1).

Notation.— Soit X — M un fibré, on note I'"(X) I'espace des
section C" de X. Si f € I''(X), on note J : I'(X) — 1O(x™M)
I'application qui a f € ' (X) associe son 1-jet j'f.

Définition.— Tout élément o € [(R) est appelé solution formelle de R.
On dit qu’une solution formelle o est holonome s'il existe f € I'(X)
telle que o = j'f. Une telle section f est dite solution de la relation
différentielle R. On note Sol(R) I'espace des solutions de R.
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Relations différentielles, h-principe

Les espaces Sol(R) et [(R) sont munis de la topologie des
compacts-ouverts, autrement dit, de la topologie de la convergence
uniforme des sections et de leurs dérivées sur les compacts de M™.

Définition. — Une relation différentielle R satisfait au h-principe si
pour toute section o € I'(R), il existe une homotopie de sections

ot € [(R) telle que o9 = o et o1 € J(Sol(R)) (i. e. il existe f : M — N
telle que j'f = oy € T(R)).

Cette définition équivaut a demander que I'application J induise une
surjection au niveau du mg : mp(J) : mp(S0l(R)) — mo(M(R)).
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Relations différentielles, h-principe

Définition. — Une relation différentielle R satisfait au h-principe
1-paramétrique si R satisfait au h-principe et si pour toute famille de
sections o; € I'(R) telle que og = j'fy et o1 = j'f, il existe une
homotopie H : [0,1]2 — I'(R) telle que :

H(0,t) = o, H(s,0) = 0g, H(s,1) =01, et H(1,1) = j'£.

Deux exemples ot 'R ne satisfait pas au h-principe 1-paramétrique.
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Relations différentielles, h-principe

Définition.— Une application f : (X, x) — (Y, y) entre deux espaces
topologiques est une équivalence d’homotopie faible si elle induit un
isomorphisme au niveau de tous les groupes d’homotopie i. e.

Vk € N, 7Tk(f) : 7Tk(X,X) ~ Wk(Y,y).
Si k = 0, il faut comprendre que f induit une bijection entre les mg.

Définition. — Une relation différentielle R satisfait au h-principe
paramétrique si J : Sol(R) — '(R) est une équivalence d’homotopie
faible.

J(Sol(R))

-

I'(R)

La relation R satisfait au h-principe paramétrique.

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Exemples de h-principe - Le théoréme de Hirsch

Théoréme.— La relation différentielle des immersions du cercle dans
R", n > 2, satisfait au h-principe paramétrique.

Le théoréme de Smale suggére que la relation différentielle des
immersions de la sphére S? dans R? satisfait au h-principe
1-paramétrique. Cette intuition est confirmée et généralisée par le
théoréme suivant.

Théoréme de Hirsch, 1959 (avec le point de vue Gromov, 1971). —
Soient M™ et N" deux variétés. On suppose que m < n ou, Si m = n,
que M est ouverte. Alors, la relation différentielle des immersions T
satisfait au h-principe paramétrique.
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Hirsch

Rappel.— Une variété est dite fermée si elle est compacte sans bord,
elle est dite ouverte si aucune de ses composantes connexes n’est
fermée. Une variété connexe dont le bord est non vide est ouverte.

Le théoreme de Hirsch implique le théoréme de Smale :

Théoréme de Smale, 1957 (rappel).— Lespace I(S?, R3) est connexe
par arcs.
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Hirsch

En effet, puisque Z satisfait au h-principe,
J: I(S2,R3) — [(Z) = Mono(TS?, TR®)
induit une bijection au niveau du my. On montre ensuite que
moMono(TS?, TR®) ~ w3 Gl (3,R)

au moyen d’un calcul homotopique qui est techniquement un peu
délicat car I'espace tangent TS? n’est pas trivial. On ne le fera donc
pas ici. Le groupe GI;(3,R) se rétracte sur SO(3) (Gram-Schmidt)
donc m Gl (3,R) = m,SO(3). Puisque S? est le revétement universel
de SO(3) on en déduit 7,SO(3) = {0}. Ainsi, I'espace /(S?,R%) ne
posséde qu’une composante connexe et deux immersions
qguelconques sont donc toujours régulierement homotopes. O
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Nash-Kuiper

Une application f : (M™, g) L pa— (RY, (.,.)) est dite isométrique si
f“{(,)=g.
Pour une telle application

Long(f o ~) = Long()

.
pour tout ~y : / £% M™. On note Ziso la relation différentielle des
immersions isométriques de M™ dans E9 :

Tiso = {(x, ¥, Lxy) € J1(Mm7Eq) | Lx,y € Monojso((TxM, 9x);E)}.
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Nash-Kuiper

Théoreme (Nash-Kuiper 54-55, Gromov 86). — Soient (M™, g) une
variété riemannienne quelconque et E9 = (RY, (.,.)) un espace
euclidien tel que q > m. Alors, la relation différentielle des immersions
isométriques T;s, de M™ dans E9 satisfait au h-principe paramétrique.

De plus, si fy : (M",g) — E9 est un plongement strictement court
(i. e. f*(.,.) < g) alors pour tout e : M™ —; R*_ il existe un plongement
C' isométrique f : (M", g) — 9 tel que

vx e M7, [f(x) = o(X)] < (x).

Cette derniére propriété s’appelle la C°-densité. Notons au passage
que toute immersion est régulierement homotope a une immersion
courte.
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Nash-Kuiper

Corollaire 1.— Soit A un réseau de E2. Il existe un plongement
isométrique C' du tore plat E? /A dans 3.

Rappelons qu’un réseau A de R” est un sous-groupe discret de R"
pour I'addition, tel que le sous-espace vectoriel engendré par A soit
égal a R". Il existe alors une famille de vecteurs (e, ..., e5) de R" tel
que A = Zey + ... + Ze,. On appelle tore plat tout quotient £2 /A ot A
est un réseau de R2.
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Nash-Kuiper
Démonstration du corollaire 1.— Notons T2 = E?/A. Puisque Z;s,
satisfait au h-principe paramétrique, I'inclusion

J ¢ liso(T2, E®) — [(Ziso) = Monojso( TT?, TE®)

induit une bijection au niveau du . Il suffit donc de montrer que
[(Ziso) Nest pas vide. Le tore T? est évidemment parallélisable et donc

Tiso = T? x R® x Monojso(E?, E®) = T? x R® x V7"

ot V23 ~ SO(3) est la variété de Stiefel des 2-reperes orthonormés
3. En effet, si (v4, v2) est une base orthonormée globale de TT? alors
la fleche

Monojs,(E?, E3) — 264
L — (L(vy), L(v2))
permet d’identifier les deux espaces. En particulier
M(Tiso) = CO(T2, R® x SO(3))

est évidemment non vide. O
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Nash-Kuiper

Corollaire 2.— On peut retourner la sphére S® parmi les immersions
isométriques C'.
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Nash-Kuiper

Corollaire 2.— On peut retourner la sphére S? parmi les immersions
isométriques C'.

Démonstration du corollaire 2.— Puisque Zjs, satisfait au h-principe
paramétrique, I'inclusion

J: /iso(Sza]ES) — [(Ziso) = MOHO,-SO(TSZ, TES)

induit une bijection au niveau du my. Un calcul homotopique analogue
a celui des immersions de la sphére montre que

ToMonojso( TS?, TE?) ~ 1, 80(3) = {0}.

Ainsi I'espace liso(S?,E2) ne posséde qu’une composante connexe et
deux immersions isométriques quelconques sont donc toujours
régulierement homotopes parmi les immersions isométriques. O
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Nash-Kuiper

Corollaire 3.— I/ existe un plongement C' -isométrique de la sphére
unité de R® dans une boule de rayon arbitrairement petit.
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Exemples de h-principe - Le théoréme de Nash-Kuiper

Corollaire 3.— I/ existe un plongement C' -isométrique de la sphére
unité de R® dans une boule de rayon arbitrairement petit.

Démonstration du corollaire 3.— Il s’agit d’'une application du
résultat de C°-densité du théoréme de Nash-Kuiper. Soit0 < r < 1 le
rayon de la boule a I'arrivée, I'application
fo: S?(1) — B%(r)
r
p gP
est un plongement court. Dong, il existe un plongement C' isométrique

f:S2(1) — E3 tel que ||f — fol| < § ce qui implique que
f(S?(1)) c B3(r). O
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Exemples de h-principe - Existence d’une forme
symplectique

Définition.— Une 2-forme 3 € Q?(M?") est dite non dégénérée si, en
tout point x € M?", on a 87 # 0. Elle est dite symplectique si de plus
ds = 0.

Soient E = T*M et R la relation différentielle définie sur 'espace des
1-jets du fibré E :

Ro = {r € EMN | (dr)" # 0}.
Ainsi, toute solution o € Q'(M) = I'(T*M) de R, fournit une 2-forme

w = da qui est non dégénérée et qui vérifie dw = 0 par construction,
c’est donc une forme symplectique.
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Exemples de h-principe - Existence d’une forme
symplectique

Théoréme (Gromov 1969).— Si M2" est une variété ouverte, alors la
relation différentielle Ry c E(") satisfait au h-principe paramétrique.

Corollaire. — Soit M2" une variété ouverte. Alors, elle admet une

forme symplectique si et seulement si elle admet une 2-forme non
dégénérée.

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Exemples de h-principe - Existence d’une forme
symplectique

Démonstration du corollaire. Ici, il serait naturel de choisir
X ={(x,8) e PT*M | 3 € N°T;M 3" # 0}
le fibré des formes bilinéaires antisymétriques non dégénérées, et
R ={r e X | dk = 0}.
Pourtant le h-principe porte sur la relation

Ro = {r € EM | (dk)" # 0}...
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Exemples de h-principe - Existence d’une forme
symplectique

Le lien entre E(W) et A2T*M est le suivant. Si «a := Y, a;dx; est une
1-forme, ici écrite en coordonnées, alors son 1-jet en un point x € M?"
s’identifie & la donnée du point x et de m® + m nombres :

Sla(x) = (x,a1,...,am, @11, -, @mm)

ou g; = g—:l'j et m = 2n. La différentielle extérieure de o est une

application linéaire sur ces nombres :

day = Z(a,-j — a/-,-)dx,- A dX]

i<j
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Exemples de h-principe - Existence d’une forme
symplectique
Par conséquent, la différentielle extérieure induit une application

d: EM — A2T*M
K — dk

et qui s’écrit en coordonnées
K= (X,RK1,.e, Bmy K11y e, Emm) — Ak = (X, Z(H,’j — Kji)dx; A dx;).
i<j
Cette application est surjective, c’est en fait une fibration (affine) avec

d'(x, Z bijdx; A dx;) = {(X, ki, k) | Kj — #ji = bj}.

i<j

En particulier, les espaces E(Y) et A>T*M sont homotopiquement
équivalents.
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Exemples de h-principe - Existence d’une forme
symplectique

Notons que R = d~1(X) et que d : Ry — X est la restriction au
dessus de X de la fibration d : E(") — A2T*M.

Ainsi Rg et X sont homotopiqguement équivalents et il en est de méme
de '(Ryp) et I'(X).

Or I'(X) est non vide si et seulement si M?" admet une 2-forme non

dégénérée. Puisque R satisfait au h-principe, Sol(Rg) est non vide si
et seulement si M2" admet une 2-forme non dégénérée. O
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Exemples de h-principe - Existence d’une forme
symplectique

Observations.— 1) Il existe des versions plus élaborées ou 'on
impose la classe de cohomologie de la forme symplectique.

2) Il existe aussi des versions en géométrie de contact.
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Exemples de h-principe -Théoréme de Lohkamp

Soient a € R et M" est une variété compacte C*>. On note M(M")
I'espace des métriques sur M", puis Ricci<“(M") (resp. Scal<“(M"))
le sous-espace des métriques dont la courbure de Ricci Ricci(g) (resp.

la courbure scalaire Scal(g)) est en tout point plus strictement petite
que a.
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Exemples de h-principe -Théoréme de Lohkamp

Théoréeme de Lohkamp (1995).— Soient o € R, (M", go) une variété
riemannienne compacte de dimension n > 3, alors g, est homotope a
une meétrique g telle que Ricci(g) < «. En fait, les relations
différentielles

Ricci(g) < a et Scal(g) < «

sur l'espace des 2-jets des métriques satisfont au h-principe
paramétrique. De plus, Ricci<®(M") et Scal<®(M") sont C°-denses
dans M(M").

e En particulier, si n > 3, la contrainte Ricci(g) < 0 n'impose rien
sur la topologie de la variété...

e La derniére phrase du théoréme signifie que toute métrique sur
M" compacte, n > 3, peut étre approchée C° (mais pas C') par des
métriques a courbure de Ricci négative ; par exemple la métrique
usuelle de S"...
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