CM6 : Relations amples

Yakov Eliashberg



h-principe pour les relations amples

Théoréme (Gromov 69-73). — Si R est ouverte et ample, alors R
satisfait au h-principe paramétrique i.e.

J: Sol(R) — T(R)

est une équivalence d’homotopie faible.
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h-principe pour les relations amples

Théoréme (Gromov 69-73). — Si R est ouverte et ample, alors R
satisfait au h-principe paramétrique i.e.

J:Sol(R) — T(R)
est une équivalence d’homotopie faible.

Une conséquence immédiate.— La relation différentielle des
immersions de M™ dans N avec n > m satisfait au h-principe
paramétrique (théoreme de Hirsch).

Retournement de la sphére (Smale).— Un calcul homotopique
montre que si M™ = S? et N" = R3 alors

To(I(S%, R%)) = m5(GL (3, R)) = 0.
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Esquisse de démonstration

e On travaille d’abord localement sur un cube C = [0,1]™ de M et un
ouvert V ~ R" de N.
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e Une section o € Rggn C J'(C,R") s’écrit :

o:cr—(c,f(c),vi(c),...,vm(C)) € Rern
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Esquisse de démonstration

e On travaille d’abord localement sur un cube C = [0,1]™ de M et un
ouvertV ~ R"de N.

e Une section o € Rggn C J'(C,R") s’écrit :

o:cr—(c,f(c),vi(c),...,vm(C)) € Rern

« Notons 7™ la projection

(¢, ¥, Vi, Vm) —> (C, ¥, Vi,y ooy V1)
puis Rz™ = Rere N (p™)~1(2) pour tout

zZ= (ba YV, .., Vm—1) € J1(C,Rn)lm
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Esquisse de démonstration

e On pose

J1 (C, Rn)J_m

gtm. C —
c — (c,fi(c),vi(c),...,vm_1(C))
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Esquisse de démonstration

e On pose

inm. C — J'(C,R")Lm
c — (c,fi(c),vi(c),...,vm_1(C))

g

e Soit E le tiré en arriére du fibré (p*m, J'(C,R"), J'(C,R")*m) :

E — J'(C,R"
Tl Lptm
Lm
c = J'(C,R")*m
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Esquisse de démonstration

Jic r")

c - Jhc. r")L
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Esquisse de démonstration

e Soit S™ C E le tiré en arriére de R+m. La relation S™ est évidemment
ouverte et ample.
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Esquisse de démonstration

e Soit S™ C E le tiré en arriére de R+m. La relation S est évidemment
ouverte et ample.

e D’autre part v, : C — R” fournit une section de S™ au dessus de B.

e On utilise maintenant le lemme fondamental a paramétre (et C*),
I'espace des parameétres étant C := [0, 1] et la relation différentielle
S™M.
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Esquisse de démonstration

e |l existe donc h: C x [0,1] C% Smtelle que :

h(.,0) = h(.,1) = vim € T=(S™),

Ve e C, h(c,.) € A (ST o))

et
ofy

1
VCeC,/hc,sds:—c.
| hie,s)ds = 5" ()
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Esquisse de démonstration

e On pose

Cm
Fi(c) = fo(c1,...,cm_1,0)+/o h(Ct, ... Cm1, 5, Ny S)ds.
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Esquisse de démonstration
e On pose

Cm
Fi(c) = fo(c1,...,cm_1,0)+/o h(Ct, ... Cm1, 5, Ny S)ds.

e On montre alors que
IF —fII—O(—1 )
R Y

et méme, plus encore, que

IF1 = Toller m = O({)-
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Esquisse de démonstration
e On pose

Cm
F (C) = fo(C1, ety Cm—1, O) + /0 /7(017 ey Cm—1, S, Nj S)dS.

e On montre alors que

’
1Fs = foll = O(F)

et méme, plus encore, que

1F1 = follerm = O(

e Cette derniére subtilité ne nous servira pas tout de suite, mais a la
prochaine étape.
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Esquisse de démonstration

e Par définition de S™, la section

R
O0Cm

(c)

¢~ (c,fy(c),vi(c), ..., Vm_1(C),

est dans la relation R¢ rn.

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Esquisse de démonstration

e Par définition de S™, la section

OF;

Cr— (C7 fO(C)7 Vi (C)’ vy Vm—1 (C)v %
m

(c)

est dans la relation R¢ rn.

e Puisque que R gn est ouverte et que F; est C%-proche de fy, quitte
a augmenter Ny, on peut supposer que

oh

Cr— (Ca F1 (0)7 V1 (C)a ) Vm—1(c)7 e
m

()

est une section de R¢ gn.

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Esquisse de démonstration
e On recommence par rapport a I'avant-derniére variable pour obtenir :

oF; OF4

C— (C7 F1 (0)7 V4 (0)7 ey Vm—2(C)a m(c)7 E

(0)) € Rozn.
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Esquisse de démonstration
e On recommence par rapport a I'avant-derniére variable pour obtenir :

0F>
78Cmf1

O0F;

C— (C7 F1(C),V1(C),...,Vm_2(C) 7%
m

(c (¢)) € Re o

® Rcrn €st ouverte et F et Fy sont (c', cTn:)—proches, on peut donc
toujours supposer que :

oF
" OCm_1

oF;

¢ — (¢, Fa(c), vi(C), ..., Vm_2(C) (c D

(¢)) € Regn-
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Esquisse de démonstration
e On recommence par rapport a I'avant-derniére variable pour obtenir :

0F>
aCm 1

i)

¢ (¢, Fi(c), vi(c), ..., Vm—2(c), dCm

—=(o), (¢)) € Re o

® Rcrn €st ouverte et F et Fy sont (c', cTn:)—proches, on peut donc
toujours supposer que :

_OF
dCm—_1

oF;

c— (c, F2(c), vi(C), ..., Vm_2(C), (c ’E(C)) € Re -

e Et ainsi de suite jusqu’a obtenir une section complétement intégrée,
autrement dit une solution F := F,, au dessus de C qui est C°-proche
de fy :

1 1

|F—Tfllco = (ﬁ‘*‘ +N7m)
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Esquisse de démonstration

e Pour obtenir une solution définie sur tout M™, on recouvre la variété

de cubes et on applique le procédé précédent récursivement sur
chaque cube.
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Esquisse de démonstration

e Pour obtenir une solution définie sur tout M™, on recouvre la variété

de cubes et on applique le procédé précédent récursivement sur
chaque cube.

e Bien sdr, le probléme qui se pose est celui du recollement des
solutions a chaque étape. Précisément, si C est un ouvert cubique, K
un compact de C et si fy est déja solution sur un voisinage ouvert
Op(K) de K, il s’agit d’obtenir une solution f qui prolonge f, sur C.
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Esquisse de démonstration

e Pour obtenir une solution définie sur tout M™, on recouvre la variété
de cubes et on applique le procédé précédent récursivement sur
chaque cube.

e Bien sdr, le probléme qui se pose est celui du recollement des
solutions a chaque étape. Précisément, si C est un ouvert cubique, K
un compact de C et si fy est déja solution sur un voisinage ouvert
Op(K) de K, il s’agit d’obtenir une solution f qui prolonge f, sur C.

e Pour cela on va devoir modifier chacune des intégrations convexes,
F‘| g eeey Fm
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Esquisse de démonstration

e Soit Ay : C — [0, 1] une fonction C> a support compact telle que

\ B 1 sice Opi(K) C Op(K)
1(C)_{o sice C\ Op(K).

ou Op1(K) est un voisinage ouvert de K plus petit que Op(K).
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Esquisse de démonstration

e Soit Ay : C — [0, 1] une fonction C> a support compact telle que

\ B 1 sice Opi(K) C Op(K)
1(C)_{o sice C\ Op(K).

ou Op1(K) est un voisinage ouvert de K plus petit que Op(K).
e Soit F4 la solution précédente au dessus de C construite a partir de

o:c— (¢, f(c), vi(c),...,vm(C)) € Rero-

On pose
fi:=F +X\(fh— F).
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Esquisse de démonstration
e Soitj e {1,...,m},ona

o _0F (g(f? %’Z‘) N (- Fy).
/) )/

ac; B ac; ac;

Vincent Borrelli Institut Camille Jordan - Lyon 1



Esquisse de démonstration
e Soitj e {1,...,m},ona

ofy oF; ofy 0OF; 6A1
- = f _ F
ac; ac; M- ( ) (o 1)

ac " 9g) 9

e Puisque )\ est a support compact, le terme

2y
ac;

est borné quel que soitj € {1, ..., m}.
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Esquisse de démonstration
eSoitje {1,....m},ona

oh _oF <8f0 8F1> OM

dc;  9c; ac;  ag ) " ag

fo — F;
dc; ¢ (o= F).

e Puisque )\ est a support compact, le terme
Y
ag;
est borné quel que soitj € {1, ..., m}.
e Puisque F; et fy sont (C', m)-proches on en déduit que pour tout
je{l,..,m—1} ona
1

I = Fillerm = Oz
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Esquisse de démonstration

e En revanche le terme
ofy OF;

0cm OCm

n’a aucune raison d’étre petit en général, et précisément, c’est lui qui
importe si 'on veut que

Cr— (c, %(c))

soit une solution de S™.
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Esquisse de démonstration

of,  OF

ocm OCm

e La petitesse de
ofi  0F

dcm  dcm

Co
dépend de celle de

C0,0p(K)
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Esquisse de démonstration

ofy  OF;

ocm OCm

e La petitesse de
ofi  0F

ocm OCm

Co
dépend de celle de

e On montre alors que I'on peut toujours choisir la famille de chemins h
globalement avec pour contrainte qu’au dessus de Op(K) elle soit égal
R : . ofy .
a la famille des chemins constants — /. e.

JCm

C0,0p(K)

oty

Ve € Op(K), h(c,s) = Er
m

(c).
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Esquisse de démonstration

e Puisque
OF-
ﬁ(c) = h(cy,...,Cm—1, Cm, N1Cm)
L
~ Jcm °)
la différence O _OF est nulle au dessus de Op(K) et donc
ocm Ocm
Ok _OFy
0Cm  9Cm||co
est petit. O
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Esquisse de démonstration

Théoréme (Gromov). — Soit R  J'(M, N) ouverte et ample, alors R
satisfait au h-principe C°-dense.
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Esquisse de démonstration

Théoréme (Gromov). — Soit R  J'(M, N) ouverte et ample, alors R
satisfait au h-principe C°-dense.

¢ Cela signifie que si P est une variété compacte vue comme un

espace de parameétres et o : P — '(R), alors pour tout € > 0 il existe
une homotopie

oy :[0,1] x P—T(R)
telle que o9 = o et

o1: P — J(Sol(R)) CT(R)
p — j1fp.
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Esquisse de démonstration

Théoréme (Gromov). — Soit R  J'(M, N) ouverte et ample, alors R
satisfait au h-principe C°-dense.

¢ Cela signifie que si P est une variété compacte vue comme un
espace de parameétres et o : P — '(R), alors pour tout € > 0 il existe
une homotopie

oy [0,1] x P —s [(R)

telle que o9 = o et

o1: P — J(Sol(R)) CT(R)
p — j1fp.

e De plus : maxpcp ||gp — fllco < €, 0U gp = bs(co) : P — C>*(M, N).
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