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1. Notations et rappels

(R, Γ) est un algébroïde de Hopf ommutatif : on entend par là un ogroupoïde dans lesanneaux ommutatifs. On note ∆ : Γ → Γ⊗R Γ le oproduit, ǫ : Γ → R la ounité, γ : Γ → Γl'antipode, et s : R → Γ (resp. t : R → Γ) l'appliation soure (resp. ible).L'antipode nous permet d'assoier à tout (Γ-)omodule à gauhe M un omodule à droite
Γγ (et réiproquement). La multipliation ommutative de Γ nous permet d'avoir une stru-ture de omodule à gauhe sur tout produit R-tensoriel M1 ⊗R M2 de omodules à gauhe.Ainsi la atégorie CΓ des omodules à gauhe devient une atégorie monoïdale symétrique.On suppose dans la suite que Γ est plat omme R-module à droite. Cela nous assure (f.exposé 4) que CΓ est une atégorie abélienne omplète et oomplète. En vertu du résultat dedualité démontré dans l'exposé 4 (voir également [2, Lemme 3.3℄) nous appellerons dualisablesles omodules qui sont projetifs et �niment engendrés omme A-modules. Etant donné unomodule dualisale M , on note DM := HomCΓ

(M, R)γ le omodule dual.En�n, on note Γ ∈ CΓ le R-module ker ǫ ave Γ-oation x 7→ ∆(x) − x ⊗ 1.1



2 frenhDAMIEN CALAQUE2. Struture de modèle sur sCΓ2.1. Une struture de modèle provisoire sur sCΓ. On dira qu'un morphisme f : X →
Y dans sCΓ est une équivalene faible (resp. �bration) provisoire si pour tout omoduledualizable M dans CΓ,

f∗ : mapsCΓ
(M, X) → mapsCΓ

(M, Y )est une équivalene faible (resp. �bration) d'ensembles simpliiaux. Comme d'habitude, leso�brations provisoires sont les morphismes qui ont la propriété de relèvement à gauhe p/raux �brations triviales provisoires.Lemme 2.1. Tout objet de sCΓ est provisoirement �brant.Démonstration. Quels que soient M un omodule dualisable et X ∈ sCΓ on a un isomor-phisme mapsCΓ
(M, X)m

∼= HomCΓ
(M, Xm). En partiulier mapsCΓ

(M, X) est un groupeabélien simpliial, et est don �brant. Par onséquent X est provisoirement �brant. �A partir de maintenant on suppose que Γ est engendrée par les omodules dualisables(en partiulier ela implique que tout objet de CΓ est un quotient d'une somme direte deomodules dualisables). Alors :Théorème 2.2. Munie des equivalenes faibles, �brations et o�brations provisoires, sCΓdevient une atégorie de modèle simpliiale.Démonstration. Parallèle à elle présentée dans [5, �II.4℄ : on utilise le fait que tout objetest �brant. �Remarque 2.3. En réalité on peut démontrer que ette struture de modèle existe mêmesans l'hypothèse d'être engendré par les omodules dualisables. La démonstration suit enore[5, �II.4℄, mais ave la ondition (∗∗) de la page 4.2.Par ailleurs (une fois de plus en suivant [5, �II.4℄), on peut aratériser les o�brations :e sont les retrats des morphismes libres. Un morphisme f : X → Y est libre si (haqueomposante homogène de) son normalisé est une inlusion de fateurs direts dont le onoyauest (isomorphe à) une somme direte de omodules dualisables.Lemme 2.4. Toute �bration provisoire est surjetive terme à terme.Démonstration. Soit p : X → Y une �bration provisoire et soit y ∈ Yn. Il existe un omoduledualisable M et une appliation f : M → Yn dont l'image ontient y : y = f(t). Comme pest une �bration, alors il existe g : P → Xn tel que pg = f . Posons alors x = g(t). Ainsi
p(x) = y, et p est surjetive. �2.2. La bonne struture de modèle sur sCΓ. On suppose dans la suite que Γ est bon ; elasigni�e qu'il est plat omme R-module à droite, que les omodules dualisables engendrent
CΓ, et que pour tout X ∈ CΓ provisoirement trivial Γ ⊗ X l'est également.Dans e as on peut démontrer (on peut onsulter [4, proposition 3.3.1℄, ou [2, remark 3.6℄pour le as Adams) que toute équivalene faible provisoire f : X → Y induit un isomorphisme
π∗f : π∗X → π∗Y d'objets gradués dans CΓ. La réiproque n'étant bien évidemment pasvraie, on veut onstruire une loalisation de la struture de modèle provisoire dans laquelleun morphisme f : X → Y dans sCΓ soit� une équivalene faible si f induit un isomorphisme π∗f : π∗X → π∗Y ,� une o�bration si 'est une o�bration provisoire.On renvoie à [4℄ et [2, proposition 3.11℄ pour la onstrution.Remarque 2.5. On peut remplaer sCΓ par la atégorie Ch(Γ) des omplexes non bornésde Γ-omodules ('est le point de vue adopté dans [4℄), qui est une Ch(Z)-atégorie modèle.



frenhCOHOMOLOGIE DE QUILLEN POUR LES Γ-COMODULES 32.3. L'exemple prinipal. On a vu dans l'exposé 4 que si E est un spetre en anneauxommutatif à homotopie près et topologiquement plat, alors (π∗E, E∗E) est un algébroïdede Hopf plat. Par ailleurs il a été démontré (voir [1, 6℄) que si E∗ est une théorie d'homologieLandweber exate alors il est d'Adams. Un algébroïde de Hopf Γ est d'Adams si il est plat(à droite), et si Γ ∼= colimΓα omme omodule à gauhe pour des omodules Γα dualisables.En�n, on sait (voir [4, proposition 2.3.3℄) que tout algébroïde d'Adams est bon.3. Algèbres simpliiales sur une opérade simpliiale T en omodulesSoit T une opérade simpliiale dans CΓ.On note sCT
Γ la atégorie des T -algèbres dans sCΓ. Etant donné que sCΓ est o�bramentengendrée, on peut (j'omets ii volontairement les détails tehniques, que je ne maitrise pas)transférer la struture de modèle le long de la paire de fonteur adjoints FT : sCΓ ⇋ sCT

Γ : UT .Ainsi on obtient une struture de modèle simpliiale sur sCT
Γ dans laquelle un morphisme

f : A → B est une équivalene faible (resp. une �bration) si UT (f) en est une dans sCΓ.Etant donnée une T -algèbre A dans sCΓ on peut bien évidemment faire de même pourla atégorie (sCΓ)T
A des A-modules dans sCΓ. Dans e as le transfert se fait le long del'adjontion : FA : sCΓ ⇋ (sCΓ)T

A : UA. On obtient don une struture de modèle simpliialepour laquelle un morphisme f : M → N est une équivalene faible (resp. une �bration) si
UA(f) en est une dans sCΓ.4. Cohomologie d'André-Quillen pour les T -algèbres en omodulesLa ohomologie d'André-Quillen pour les T -algèbres dans sCΓ se dé�nit exatement de lamême façon que dans l'exposé préédent. La seule variation notable est qu'ii tous les objetsne sont pas �brants dans sCΓ ... on va don devoir �résoudre à gauhe ET à droite�.4.1. Dérivations, di�érentielles, et omplexe otangent. Soit T une opérade dans CΓ.Soit A → X un morphisme dans CT

Γ . Comme dans l'exposé préédent on peut dé�nir le R-module des T -dérivations en Γ-omodules DerΓA(X, M). On remarque ensuite que le fonteur
DerΓA(X,−) est représentable, et on note ΩΓ

T (X/A) l'objet qui le représente dans (CΓ)T
X .Lemme 4.1. Le X-module sur T en R-modules ΩT (X/A) est naturellement muni d'unestruture de Γ-omodule, et ave ette struture ΩT (X/A) ∼= ΩΓ

T (X/A).Démonstration. Par onstrution, et pour tout R-module N , on a un isomorphismeDerA(X, N) ∼=
DerΓA(X, Γ ⊗R N) de R-modules. On en déduit un isomorphisme naturel

Hom(R-mod)T
X

(ΩT (X/A), N) ∼= Hom(CΓ)T
X

(ΩΓ
T (X/A), Γ ⊗R N)

∼= Hom(R-mod)T
X

(ΩΓ
T (X/A), N) .Le résultat suit. �On suppose désormais que T est simpliiale et que A → X est un morphisme dans sCT

Γ .Alors pour tout n ≥ 0 on a une opérade Tn dans CΓ et un morphisme An → Xn dans CTn

Γ .On peut ainsi onstruire ΩΓ
T (X/A) ∈ (sCΓ)T

X degré par degré : (

ΩΓ
T (X/A)

)

n
:= ΩΓ

Tn
(Xn/An).Etant donné Ã → X̃ un modèle o�brant pour A → X , on appelle omplexe otangentassoié à A → X le X-module sur T en Γ-omodules

LΩΓ
T (X/A) := X ⊗X̃ ΩΓ

T (X̃/Ã) .



4 frenhDAMIEN CALAQUE4.2. Dé�nition : ohomologie relative. Dans e § T est une opérade simpliiale dans
CΓ. Soit A → X un morphisme dans sCT

Γ . On note B = π0(X) et T−1 = π0(T ). Alors Best une T−1-algèbre dans CΓ, que l'on s'autorise à regarder omme un objet onstant dans
sCT

Γ (i.e. que B est une Tn-algèbre pour tout n ≥ 0). On se donne en�n M ∈ (CΓ)
T
−1

B , quel'on s'autorise à voir omme un objet onstant dans (sCΓ)T
X (autrement dit M admet une

Tn-ation de Xn pour tout n ≥ 0).On regarde désormais A → X omme un objet de la atégorie (sCT
Γ/B)I des I-diagrammesen T -algèbres B-augmentées dans sCΓ, où I = {0 → 1} est la atégorie ave deux objets etun morphisme non trivial (la struture de modèle est la struture terme à terme).On dé�nit alors la ohomologie (relative) d'André-Quillen omme suit :

Dq
Γ,T (X/A, M) := Ho(sCT

Γ/B
)I

(

A → X, B → B ⋉ M(q)
)

,où le morphisme B → B ⋉ M(q) est la setion nulle et M(q) est tel que son normalisé estdonné par M onentré en degré q.4.3. Interprétation : appliation aux omodule étendus. On reprend les notations du
§ préédent. Commençons par trouver un remplaement �brant de B → B ⋉ M(q). dans unpremier temps on hoisit un remplaement �brant M(q)f de M(q) dans (sCΓ)

T
−1

B . Ensuiteon a :Lemme 4.2. Dans (sCT
Γ/B)I , on a un remplaement �brant de B → B ⋉ M(q) :

B // ∼
//

��

B

��

B ⋉ M(q) // ∼
// B ⋉ M(q)fDémonstration. M(q)f est �brant dans (sCΓ)

T
−1

B , don il est �brant dans sCΓ. On en déduitque la setion nulle B → B ⋉ M(q)f est �brant dans (sCΓ)I , et don dans (sCT
Γ/B)I . �On hoisit maintenant un modèle o�brant Ã → X̃ pour A → X . Alors

Dq
Γ,T (X/A, M) ∼= π0map(sCΓ)T

X

(

LΩΓ
T (X/A), M(q)f

)

.On en déduit aisément le résultat suivant :Proposition 4.3. Si M = Γ ⊗R N est un omodule étendu, alors il y a un isomorphismenaturel D∗

Γ,T (X/A, M) ∼= D∗

T (X/A, N).Démonstration. C'est une onséquene direte du fait que (Γ ⊗R M)(q) ∼= Γ ⊗R M(q) estautomatiquement �brant, et de l'isomorphisme ΩΓ
T (X̃/Ã) ∼= ΩT (X̃/Ã). �Référenes[1℄ J. Adams, Stable homotopy and generalized ohomology, University of Chiago Press, Chiago, 1974.[2℄ P. Goerss et M. Hopkins, André-Quillen (Co-)homology for simpliial algebras over simpliial operads,Contemp. Math. 256 (2000), 41-85.[3℄ P. Goerss et M. Hopkins, Moduli problems for strutured ring spetra, preprint, 2005.[4℄ M. Hovey, Homotopy theory of omodules over a Hopf algebroid, Contemp. Math. 346 (2004), 261-304.[5℄ D. Quillen, Homotopial algebra, Leture Notes in Math. 43, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-NewYork, 1967.[6℄ C. Rezk, Notes on the Hopkins-Miller theorem, Contemp. Math. 220 (1998), 313-366.


