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k · x := Φ(k, x) pour k ∈ K et x ∈ M .Théorème 1.1 (Thm. de linéarisation de Bohner). Soit x0 ∈ M un point �xe de l'ation(i.e. k · x0 = x0 quel que soit k ∈ K). Alors il existe� un voisinage ouvert K-invariant U de x0 dans M ;� un voisinage ouvert V de 0 dans Tx0
M ;� un di�éomorphisme K-équivariant χ : U → V tel que Tx0

χ : Tx0
M → Tx0

M estl'identité.Notation 1.2. Posons, pour tout k ∈ K, Φk : M → M ; x 7→ k ·x. Quel que soit y ∈ Tx0
M onnote k · y := (Tx0

Φk)(y) ∈ Tk·x0
= Tx0

M (autrement dit, on note · l'ation de K sur Tx0
Mpar transformations linéaires).Démonstration du Théorème. On ommene par démontrer le lemme suivant, bien utile :Lemme 1.3. Tout voisinage ouvert U ′ de x0 dans M ontient un voisinage ouvert K-invariant U de x0 dans M .Démonstration du lemme. Soit U ′ un voisinage ouvert de x0 dans M . Φ étant une appliationontinue et x0 un point �xe de l'ation, quel que soit k ∈ K il existe un voisinage ouvert

Wk de k dans K et un voisinage ouvert Uk de x0 dans M tel que Φ(Wk × Uk) ⊂ U ′.
K étant ompat il existe un sous-ensemble �ni F ⊂ K tel que k = ∪k∈F Wk ; et ainsi
Φ(K×Ũ) ⊂ U ′ pour Ũ := ∩k∈F Uk (qui est ouvert ar l'intersetion est �nie). Par onséquent,
U := Φ(K×Ũ) = ∪k∈K(k·Ũ) est un voisinage ouvert K-invariant de x0, ontenu dans U ′. �Considérons une appliation χ̃ de lasse Ck, d'un voisinage ouvert Ũ de x0 dans M vers
Tx0

M , telle que χ̃(x0) = 0 and Tx0
χ̃ = id. D'après le lemme préédent on peut supposersans perte de généralité que Ũ est K-invariant.On applique maintenant le proédé très utile de moyennisation à χ̃ pour �le rendreéquivariant�. Plus préisément, on dé�nit pour tout x ∈ Ũ

χ(x) :=

∫

K

k ·
(
χ̃
(
k−1 · x

))

︸ ︷︷ ︸
=:χk(x)

dk .1



2 frenhTRANCHES ET TUBESRemarque 1.4. Ii on intègre par rapport à la mesure de Haar. La mesure de Haar estl'unique mesure de probabilité µ (i.e. µ(K) = 1) dé�nie sur les Boréliens de K qui est
K-invariante (i.e. pour tout Borélien B et tout k ∈ K, µ(k · B) = µ(B)). Exemples :� si K est un groupe �ni, alors la mesure de Haar est simplement la mesure de omptage(normalisée par 1

|K|) ;� si K = S1 := R/Z, alors la mesure de Haar est la mesure de longueur (i.e. la mesureinduite par la mesure standard sur R).Par dé�nition, quels que soient k ∈ K et x ∈ Ũ , k·(χ(k−1·x)
)

= χ(x). Autrement dit, χ est
K-équivariant. Rappelons que χk = Tx0

Φk ◦ χ̃◦Φ−1
k ; ainsi Tx0

χk = Tx0
Φk ◦Tx0

χ̃◦Tx0
Φ−1

k =
id. Don Tx0

χ = id (ar χ =
∫

K
χkdk).D'après le Théorème d'Inversion Loale on peut, quitte à restreindre Ũ , supposer que χest un di�éomorphisme. On peut également supposer, quitte à restreindre de nouveau, quel'ouvert est K-invariant. �Remarque 1.5. Considérons un produit salaire (·, ·) arbitraire sur Tx0

M . Alors
〈u, v〉 :=

∫

K

(k · u, k · v)dkdé�nit un produit salaire K-invariant sur Tx0
M . Ainsi K ′ := {Tx0

Φk|k ∈ K} est un sous-groupe fermé (ar ompat) du groupe orthogonal de l'espae vetoriel Eulidien (
Tx0

M, 〈·, ·〉
).Si B ⊂ V est une boule ouverte, alors B est K ′-invariante, don K-invariante, et χ−1(B) estun ouvert K-invariant ontenant x0. Ainsi, dans le Théorème de linéarisation de Bohner,on peut exiger que V soit une boule ouverte dans Tx0

M .2. Tranhes (ou �slies� )Soit G un groupe de Lie ompat agissant de manière Ck sur une variété lisse M . Ongarde les mêmes notations que dans le paragraphe préédent (ave G à la plae de K).Dé�nition 2.1. Une tranhe S en x0 ∈ M est une sous-variété Ck de M ontenant x0 ettelle que(1) pour tout x ∈ M , TxM = αx(g) + TxS, où αx = TeΦ(·, x) : g := TeG → TxM , et
Tx0

M = αx0
(g) ⊕ Tx0

S ;(2) S est Gx0
-invariant ;(3) si x ∈ S et g ∈ G sont tels que g · x ∈ S, alors g ∈ Gx0

.Le théorème suivant donne une ondition su�sante pur l'existene d'une tranhe en unpoint donné.Théorème 2.2 (Thm. de la tranhe). Si l'ation est propre en x0, alors il existe une tranheen x0.On rappelle que l'ation est dite propre en x0 si pour toute suite (xn)n≥1 qui onvergevers x0 dans M et toute suite (gn)n≥1 dans G telle que gn · xn → x0, il existe une sous-suite
(gk(n))n≥1 qui onverge.Démonstration du Théorème. Commençons par remarquer que le stabilisateur K := Gx0de x0 dans G est ompat (ar l'ation est propre). D'après le Théorème de linéarisationde Bohner (voir la disussion au paragraphe préédent), il existe un Ck-di�éomorphisme
χ : U → Bǫ K-équivariant entre un voisinage ouvert K-invariant U de x0 et une bouleouverte Bǫ entrée en 0 dans Tx0

M , tel que Tx0
χ = id et χ(x0) = 0.Ensuite, quels que soient k ∈ K et g ∈ G, (kgk−1) · x0 = k · (g · x0). Ainsi en di�érentiantette dernière égalité p/r à g, en g = e et dans la diretion de u ∈ g = TeG, on obtient que

αx0

(
Adk(u)

)
= k ·

(
αx0

(u)
)
.



frenhTRANCHES ET TUBES 3En partiulier k ·
(
αx0

(g)
)
⊂ αx0

(g) pour tout k ∈ K. Ainsi, son omplément orthogonal
αx0

(g)⊥ dans Tx0
M p/r à un produit salaire K-invariant donné est également stable par

K. De ette manière Sǫ := χ−1
(
αx0

(g)⊥ ∩ Bǫ

) est K-invariant, et véri�e don (2).La seonde partie de (1) est également véri�ée : omme Tx0
Sǫ = α⊥

x0
, on a bien que

Tx0
M = αx0

(g) ⊕ Tx0
Sǫ. De plus, l'ensemble {x ∈ Sǫ|TxM = αx(g) + TxSǫ} est ouvert dans

Sǫ ; de telle sorte que, quitte à hoisir ǫ > 0 su�sament petit, on peut supposer que (1) estvéri�ée. Reste à démontrer (3).Notons k := ker(αx0
) l'algèbre de Lie du stabilisateur K = Gx0

de x0 dans G.Lemme 2.3. Soit S une sous-variété de M ontenant x0 et telle que Tx0
M = αx0

(g)⊕Tx0
S,et soit C une sous-variété de G ontenant e et telle que g = k ⊕ TeC. Alors il existe� S0 un voisinage ouvert de x0 dans S ;� C0 un voisinage ouvert de e dans C ;� M0 un voisinage ouvert de x0 dans M ;tels que l'ation Phi se restreint en un di�éomorphisme C0 × S0 → M0.Démonstration du lemme. Considérons l'appliation tangente

T(e,x0)

(
Φ|C×S

)
: TeC × Tx0

S −→ Tx0
M ;elle est donnée par (u, v) 7−→ αx0

(u) + v.Cette appliation est injetive. En e�et, si αx0
(u) + v = 0 alors αx0

(u) = 0 = v (ar
Tx0

M = αx0
(g) ⊕ Tx0

S). De plus, étant donné que u ∈ TeC et que αx0
(u) = 0, alors u = 0(ar g = k ⊕ TeC).Finalement, la dimension de TeC × Tx0

S est égale à
dim

(
TeC

)
+dim

(
Tx0

S
)

=
(

dim(g)−dim(k)
)
+

(
dim

(
Tx0

M
)
−dim

(
αx0

(g)
))

= dim
(
Tx0

M
)
.

T(e,x0)

(
Φ|C×S

) est don bijetive et le lemme suit par le théorème d'inversion loale. �Supposons maintenant par l'absurde que (3) n'est véri�ée pour auun ǫ > 0. Alors pourtout n ≥ 1, il existe xn ∈ S1/n et gn ∈ G tels que gn · xn ∈ S1/n et gn /∈ K. En partiulier
xn → x0, et alors par propreté on peut supposer (quitte à prendre une sous-suite) que
(gn)n≥1 onverge vers un élément g (qui appartient à K). Quitte à remplaer gn par gng−1on peut également supposer que gn → e (toujours ave gn /∈ K).Considérons maintenant une sous-variété C de G ontenant e et telle que g = k ⊕ TeC.D'après le théorème d'inversion loale, il existe C0, resp. V et W , un voisinage ouvert de edans C, resp. K et G, tels que la multipliation dans G se restreigne en un di�éomorphisme
C0 × V → W . Pour n assez grand on peut ainsi érire gn = cnkn ave cn ∈ C et kn ∈ K.Comme gn /∈ K, en partiulier cn 6= e.Finalement, on a d'une part cn · xn ∈ S1/n (par invariane) et cn · (kn · xn) = gn · xn ∈
S1/n (par hypothèse). Ainsi d'après le lemme préédent on a cn = e pour n assez grand.CONTRADICTION. �Exemple 2.4. Prenons l'exemple de l'ation de S1 := R/Z par rotations sur C = R2 :
k · z := e2πikz. Toute boule ouverte entrée en 0 est une tranhe en 0. Tout segment ouvertd'un rayon est une tranhe en haun de ses points (en réalité, tout segment ouvert neontenant pas l'origine et n'étant pas tangent à un erle entré en 0 est une tranhe enhaun de ses points). 3. TubesOn onserve les notations du paragraphe préédent.



4 frenhTRANCHES ET TUBESDé�nition 3.1. Un tube autours d'une orbite G ·x0 est un voisinage ouvert G-invariant Ude ette orbite muni d'un di�éomorphisme G×K A −→ U , où A est une variété sur laquelle
K agit.Théorème 3.2 (Thm. du tube). Si l'ation est propre en x0, alors il existe un tube autoursde G · x0, ave A un ouvert K-invariant de Tx0

M/αx0
(g).Démonstration. On sait qu'il existe une tranhe S en x0.Commençons par montrer que pour tout g ∈ G et tout x ∈ S,

T(g,x)

(
Φ|G×S

)
: TgG × TxS −→ TxMest surjetive. D'une part nous savons que 'est vrai pour g = e (ar TxM = αx(g) + TxSpour tout x ∈ S). D'autre part on en déduit que 'est vrai pour tout g en di�érentiantl'égalité Φ(gh, x) = g · Φ(h, x) en (h, x) = (e, x), obtenant ainsi

T(g,x)

(
Φ|G×S

)
= TxΦg︸ ︷︷ ︸

biject.

◦T(e,x)

(
Φ|G×S

)
.Ainsi U := G · S = Im

(
Φ|G×S

) est un voisinage ouvert G-invariant de G · x0.Ensuite, Φ|G×S : G × S → U desend en une bijetion di�érentiable ϕ : G ×K S → U .En e�et, quels que soient (g, x) et (h, y) deux ouples dans G × S tels que g · x = h · y,
(h−1g) · x = y et don k := h−1g ∈ K (et réiproquement, ((gk−1) · (k · x) = g · x).Pour montrer que ϕ est un di�éomorphisme, il su�t de montrer que T[g,x]ϕ est bijetive(ii [g, x] ∈ G ×K S est la lasse d'un ouple (g, x) ∈ G × S). D'une part, si on dé�nit
π : G × S ։ G ×K S ; (g, x) 7→ [g, x], alors

T(g,x)

(
Φ|G×S

)

︸ ︷︷ ︸
surject.

= T[g,x]ϕ ◦ T(g,x)π ;don T[g,x]ϕ est une surjetion. D'autre part, dim(G ×K S) est égale à
dim

(
G/K

)
+ dim

(
S

)
= dim

(
αx0

(g)
)

+ dim
(
S

)
= dim

(
M

)
;don T[g,x]ϕ est bijetive.Pour onlure, on remarque que S est di�éomorphe à un ouvert de αx0

(g)⊥ ∼= Tx0
M/αx0

(g),sur lequel l'ation de K est linéaire. �Référenes[1℄ J.J. Duistermat et J.A.C. Kolk, Lie groups (Springer), hapître 2.[2℄ J.P. Ortega et T. Ratiu, Momentum maps and Hamiltonian redution (Birkhauser), hapître 2.


