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Résumé

On expose différentes méthodes pour le calcul du cardinal de divers cénes nilpotents sur
un corps fini. On insiste particuliérement sur le role des fonctions hypergéométriques pour
mener a bien ces calculs.

1 Fonctions hypergéométriques et leurs analogues quan-
tiques

1.1 Fonctions hypergéométriques et identité de Chu-Vandermonde

Comme le chantait Barbara, "il était une fois" commence a Gottingen. Tout commence
donc quand Gauss, [Gaul3|, présente a la Société Royale des Sciences la série infinie
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ol a, b, ¢, z sont des complexes, ¢ € Z~. Cette série converge absolument lorsque |z| < 1 et
pour |z| = 1 lorsque la partie réelle de ¢ — a — b est strictement positive. La virgule signifie
que les variables a et b jouent des roles symétriques.

Cette fonction, nommeée plus tard fonction hypergéométrique de Gauss, posséde des vertus
unificatrices, puisque 'on a, entre autres

(1=2)* = F(-a,bb;z), (2)
In(1+ 2) = 2F(1,1;2; —2), (3)
arcsin(z) = zF(; ; g 22, (4)

arctan(z) = zF(%, 1 g; _22), 5)
= lim Fla,bibi ), (6)
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On retrouve également les polynomes de Tchebychev de premier ordre, de second ordre, ainsi
que les polynoémes de Legendre, respectivement
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Gauss montre dans son article que

I'(e)'(c—a—Db)

F(a,b;c;1) = Tlc— a)T(c—b) (8)



Du lourd. Toutefois, un cas particulier de cette formule est assez naturel et remonte méme &
la Chine ancienne du X1ve siécle. Il s’agit du cas particulier ot @ = —n est un entier négatif.
On attribue cette identité a Chu (1303) et Vandermonde (1772). On définit les factoriels
montants

I'(a+n)

(a)0:17 (a)n:a(a+1)(a+nil): F(a)

,a€C,neN", 9)
Proposition 1.1 (Identité de Chu-Vandermonde).
P(e)T(c+n—0) (c—0b)n
F — . C. 1 = =
(=nbicil) = T e =0~ (@
pour tout n € N, b€ C, ¢ € C\{0,--- ,—n +1}.

Démonstration. La seconde égalité est claire par construction de la fonction I'. Quitte
a changer b en —b, on voit facilement que cela revient & montrer 1’égalité pour tous b, c

complexes :
5 () Onlehnos =040l (10)

k=0
qui ressemble étrangement & la formule du binéme. Remarquons par ailleurs que pour tout
a dans N, on a

Supposons maintenant que b’ := —b et ¢’ := —c sont des entiers plus grands que n. Alors,

dans ce cas, on sait montrer :
AN Z”: v\ ([
n N kE)\n—-%k)
k=0

La preuve, classique, consiste & fixer, dans un ensemble E & b’ + ¢’ éléments, une partition
en deux sous-ensembles B’ et C’ de cardinaux respectifs b’ et ¢/, puis, de compter les parties
P an éléments de E selon le cardinal k := |P N B’|. Ce qui est alors équivalent a

= b+ ¢)n
Z(k' (n—k 13 _( n!
=0

et donc a la formule désirée dans ce cas.
Maintenant, comme 1’égalité voulue est polynomiale et valable sur une infinité de valeurs
pour b et pour ¢, on a 1’égalité pour tous b et ¢ complexes, d’apreés le lemme

Lemme 1.2. Soit K un corps et P un polynome de K[X,Y]. On suppose que A et B sont
deuz parties infinies de K telles que l’évaluation P(x,y) = 0 pour tout (z,y) dans A x B.
Alors P est le polynéme nul.

Prouvons le lemme, ce qui achévera la preuve de la proposition. On écrit P = 37, ;(a;; X*)Y7.
On fixe y dans B. Alors, P(?,y) := ), Zj(aijyj)Xi est un polynome de K[X] qui s’annule
sur A, qui est infini. Ce polynéme est donc nul. On a donc pour tout ¢ que le polynéme
Z a;; Y7 s’annule en y, et ce, pour tout y de B, qui est infini. Donc, tous les coefficients a;;
sont nuls et P est nul.

O

1.2 ¢-analogues des fonctions hypergéométriques

Une trentaine d’années aprés Gauss, Heine introduit les g-analogues des séries de Gauss
(sous une forme légérement différente que celle-ci). On note a, b, ¢, z, et ¢ des nombres
complexes et :

$labic;q;2) =y 7@ Q)n(bf q;” 2", (11)



ou (a; q), désigne le g-factoriel montant :
(a59)0 =1, (a:9)n = (1 —a)(1 —qa)--- (1 = ¢"""a) (12)

Pour que la série ¢ ait un sens, on supposera ¢* # 1 et ¢°** # 1 pour tout entier naturel
k. La série converge absolument pour |g| < 1 et |z| < 1.

Remarque 1.3. Si a, ou b sont de la forme ¢~™, avec m € N, alors la série ne posséde qu'un
nombre fini de termes non nuls. Ainsi, elle sera valable pour tout ¢ et tout z.

On ne manquera pas de remarquer que ces g-fonctions hypergéométriques se généralisent
sans peine en des fonctions ,¢s comportant r variables au numérateur et s variables au
dénominateur, de sorte que notre fonction ¢, avec ses variables a, b au numérateur et ¢ au
dénominateur, se note 2¢; dans la littérature.

On pourra trouver amusant de montrer les formules suivantes, utiles par la suite :

1-n "
(@ 0) = (3 0)a(-a)"q%) (13)
. _ (a§Q)n _ a—l k 1; nk
(@@ = gt g () ) (14)
(a5 0k = LD pglE) o (19
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2 Dénombrement dans ’espace Iy

2.1 Nombres g-binomiaux

Ici, ¢ désigne la puissance d’un nombre premier et K = F; est un corps de cardinal g.
Nous allons commencer par dénombrer quelques objets bien connus liés a ’espace vectoriel
K™, nommément le groupe GL,,(K) des matrices inversibles de taille n et la grassmannienne
Gry,n(K) des sous-espaces de dimension m dans l’espace K.

Proposition 2.1. On a les égalités suivantes :

i |Fy|=q",
ii |GL(F,)| = (=1)"(@; @)na?),
i1 |G, (K)| = %

Démonstration. La premiére égalité est claire. Pour la seconde, on part de la base canonique
B de l'espace Fy et on note qu'un automorphisme v de Fy détermine une base v(B) et
inversement, il est entiérement déterminé par 'image de B. Ainsi, 'ensemble des matrices
inversibles est en bijection avec I’ensemble des bases.

Compter les bases n’est pas difficile. Le premier vecteur doit étre non nul, et par récurrence
sur k de 1 a n, le k-iéme vecteur doit étre choisi a 'extérieur du sous-espace engendré par la
famille constituée des (k—1) précédents, ce sous-espace étant donc de dimension k—1 puisque
la famille qui ’engendre est libre, par construction. On a donc, par la premiére formule :

IGL,(Fo)| = (¢"-1)(¢"—q) - (¢"—¢") - -+ (¢"—¢" ) = (=1)"g" T2 T("="D(1—¢") .- (1—q).

Ce qui donne la formule voulue.

Pour finir, on considére le m-sous-espace Fy engendré par les m premiers vecteurs de
la base canonique (e, -+ ,em, - ,e,). L'application qui envoie v de GL,(F,) sur v(Fp)
est surjective. Pour voir cela, il suffit de partir d’un sous-espace F' de dimension m, de
construire une base (f1,- -, fm) de F, puis une base (fn—m, -, fn) de son supplémen-
taire. L’automorphisme v qui envoie la base canonique (e, -+ , €, €mi1, -, €y) sur la base
(f1,-+ fm, fm+1s-+ s fn) est bien défini et envoie Fy sur F.



De plus, v envoie Fj sur F si et seulement si la matrice de v dans la base des f; est
de la forme (4 B), avec A € GL,,(F,), C € GLj—1,,(F,), et out B est une matrice de taille
(m,n —m).

On en déduit, par le lemme du bergerﬂ et la proposition :

|GLn (Fy)|

(G Dn
|Grm,n(K)| = =
gmin=m) |GLy, (]Fq)‘ |GLn—m(Fq)| (6 O)m G Dn-m

O

Remarque 2.2. Le cardinal de la grassmannienne, appelé nombre binomial quantique, est noté

[:1] . I1 doit cette appellation et cette notation au fait que I'on retrouve le nombre binomial
q

(:L) en le voyant comme un polynéme en ¢ évalué en 1. Pour voir cela, il suffit de remarquer

. . , 1—g"
que la fraction rationnelle en ¢ donnée par <=2

est un polynéme qui, évalué en 1, donne n.

2.2 Identité de Chu-Vandermonde quantifiée

Voici une jolie contribution de la géométrie finie & la combinatoire quantique. Elle est
somme toute assez naturelle : I'identité de Chu-Vandermonde a été obtenue en partitionnant
un ensemble E & n éléments en un ensemble B a b éléments et un ensemble C' & ¢ éléments,
puis, & calculer le nombre d’ensembles & m éléments de E qui ont une intersection de cardinal
k fixé avec B. Une identité quantifiée va étre obtenue en travaillant sur le corps K = F,, en
considérant F¥ comme un espace de dimension n, B et C' comme des sous-espaces en somme
directe dans E. On va alors calculer le nombre de sous-espaces de F, de dimension m, et qui
vérifient des propriétés d’incidences avec B et C.

Soit donc, dimFE =n, E = B® C, dim B = b, dimC = ¢. Soit « la projection sur C
parallélement & B. On a, pour tout sous-espace L de F,

dim L = dim (L N B) 4 dim(L). (16)

11 suffit pour voir cela de considérer la restriction de 7 a L, dont le noyau est LNkerm = LNB.
On considére alors un couple (J, K), ou J, resp. K, est un sous-espace de dimension j,
resp. k, de B, resp C.
On présente ici une réalisation géométrique de la formule de Chu-Vandermonde. On note
ici Gr(E) l’ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de 'espace E.

Proposition 2.3. Soit
o: Gr(B®C) — Gr(B) x Gr(C), o(L)=(LNB,n(L)).

Alors,
1 o est surjective,
it Sio(L)=(J,K), alors dim L = dim J + dim K,

iii On fize un supplémentaire J' de J dans B. Alors, il existe une bijection entre hom (K, J')
et o7 1(J, K).

Démonstration. Le premier point est clair puisque J & K € o~ *(J, K). Le second provient
de . Il reste & montrer le dernier point.

On va donc construire deux applications inverses 1'une de autre. Pour tout f de hom(K, J'),
on considére le sous-espace

Li:={b+kbe B, keK, m;(b)=f(k)}

ou 7y désigne la projection de B sur J’ parallélement a J.

1. Le lemme du berger dit en gros que si on compte n pattes, c’est que 'on a n/4 moutons. Munitieusement
vérifié par Grothendieck dans un petit village du Vaucluse.



Inversement, pour tout L dans o~ !(J, K), on définit f;, € hom(K,J’) par
ke Ka fL(k) = 7TJ'<b)7

pour tout b dans B tel que b+ k € L.
Maintenant, tout cela demande quelques vérifications.

1. Ly est bien dans o~ (J, K).
Tout d’abord, Ly est bien un sous-espace car 7 et f sont des morphismes.
Montrons que Ly N B = J. Soit  dans Ly N B. Alors, x = b+ k, avec my (b) = f(k)
car x € Ly et k=0 car z € B. Donc, my/(b) = 0 et b € J. Réciproquement, si z € J,
etdeplusx=b+0,b€ J C Betnyb) =0= f(0), et doncx € Ly N B.

2. fr est bien un morphisme de K dans J'.
Il n’est pas clair que fr soit bien défini. Supposons deux éléments b+k € L, b +k € L,
avec b, b’ € B. Il faut montrer que 7/ (b') = 7wy (b). Or, ¥ —b=(b"+k)—(b+ k)€ L
et donc ¥/ —b e LN B =J, ce qui implique 7 (b’ —b) = 0 comme voulu.
Maintenant, il est clair que f7, est un morphisme.

3. Ona fr, = f.
Soit f € hom(K,J’) et donc Ly :={b+k, b€ B, k€ K, my(b) = f(k)}. Alors, pour
tout k£ dans K, soit x tel que x = b+ k € Ly. Il vient fr, (k) = 7, (b) = f(k). La
premiére égalité vient de la définition de f1,, et la seconde, de la construction de Ly.

4. Ona Ly, = L.
Soit x dans L. Montrons que x est dans Ly, . On peut décomposer x = b + ¢ dans
B @ C. On veut montrer que z = b+ k, avec k € K, b € B et wy (k) = fr(b). Or, par
construction, 7(L) = K, et donc il existe bien x dans L tel que que = = b + k comme
voulu. Du coup, par définition de fr,, on a bien 7/ (b) = fr(k). Ce qui donne 'inclusion
L C Ly, . L’égalité provient par exemple d'une égalité de dimension par le point (ii) de
la proposition.

O

Remarque 2.4. On a beaucoup & gagner en canonicité si I’on réécrit cette proposition en
remplagant les espaces vectoriels par des modules sur une algébre de dimension finie et en
remplagant la projection 7 par la surjection canonique B — B/.J. Vue sous cette forme, la
proposition n’est rien d’autre que [CC04l lemme 3.8], fondamental dans la combinatoire des
algébres amassées.

Remarque 2.5. La bijection entre hom(K, J') et 0=1(J, K) gagne également a étre interprétée
avec un poil de recul : on a en fait une action simplement transitive de I’espace vectoriel
hom(K,J') et o~ 1(J, K), donnée par

fL={b+b+kb+kelL ;@)= f(k)}
Cela signifie tout simplement que o~!(J, K) a une structure d’espace affine, d’espace vectoriel
associé hom (K, J").
Voici une premiére mouture de 'identité de Chu-Vandermonde quantifiée.
Corollaire 2.6 (g-analogue de l'identité de Chu-Vandermonde). Soit [ < b, c trois entiers

positifs. On a
l
b+e| b Cl k(b—I4k)
[, e

k=0
Démonstration. La proposition précédente donne directement |0’71 (J,K )| =q
On a donc _ . .
‘GI‘[ (FZ+C)‘ — Z ’Grj (]FZ)’ ’Grk(Fg)’ qdln’l K(dim B—dim J)
JHk=l
Ce qui donne la formule désirée.

dim K (dim B—dim J)



2.3 Identité de ¢-Chu-Vandermonde et g-séries hypergéométriques

Le but de cette section est de réinterpréter la formule ci-dessus en termes de fonctions

hypergéométriques. On part donc de
at+c| a c jle—b+j)
AR N i
a  j=0Ydq q

a C . .
=" | gl
7 [JL [b—f]qq

ajy1 (L—q %)) (1 — g Pg/)g tet!

o (1—-q-¢7)(1—qebHigi)

l

Si 'on pose

alors on trouve

Donc, en mettant en facteur dans la somme le terme en j = 0, c’est-a-dire {Z] , il vient
a

l
a c o o o -
Z ” b qJ(c b+j) — b blg% q b;qc b+1;q;qa+c+1).
7=0 J q J q q
On en déduit donc

¢ - - - a—+c

M o e b“;q;q‘”“”:{ b ] :

e q
qui se réécrit
(@ " @)ad(@ a7 g ") = (T )

On peut voir cette égalité comme une égalité polynomiale évaluée en X = ¢ % et Y = ¢°t1.
Comme ¢~% et Y = ¢°*! peuvent prendre une infinité de valeurs,

(XY5q)ad(q, X; XY;4;¢°Y) = (Y;q)a.

Comme a est un entier positif, on n’a, dans la série de ¢, qu'une somme finie; on peut
restreindre le support de n & [0,a — 1]. On peut alors changer n en a — 1 — n dans la formule

pour trouver, par ,
(=D avra o (X50)a

o~ X; XY;q;4"Y) = Yq Pplg X 'Y g X g % giq).
( ) (4:9)a (XY q)a ( )

Onpose U := X 'Y 1¢g! =2 et V := X 1¢' 2. On a alors,

- (q7q)a — —a? (qliaU?l;q)a — 1— ~1 11— 1 1
U Viqq) = ———V7 U ————— @ VT U g, ¢ VU
o(g ", $¢; ) a0 q (ql—av—l;q)ad)(q . q iq 145 q )
En utilisant , on obtient, aprés une simplification étonnante, une formule appelée encore
identité de Chu-Vandermonde (quantifiée)
Proposition 2.7. Pour tout a € N, on a dans le corps de fractions rationnelles C(U,V),
l’égalité
- (VU ' 9)a
ol U Vigrq) = Ut ————
(Via)a
On en déduit, comme cas particulier, le corollaire :
Corollaire 2.8.
n 245
> (-1 M (¢; ) ig" Th2h = ¢
k=0 qa?
Démonstration. On pose V = 0, n = a, et on remplace ¢ par ¢°. Ensuite, on évalue z en
q? et U en q. Cest droit devant, en utilisant, dans la définition de ¢, la formule et la
définition du nombre binomial quantique.
O



3 Les cones nilpotents des algébres de Lie semi-simples

Une matrice N est nilpotente si elle vérifie N* = 0 pour k assez grand. L’ensemble
des matrices nilpotentes est stable par multiplication par un scalaire et, & ce titre, forme un
cone dans ’espace vectoriel de matrices. Pour comprendre 'importance du céne des matrices
nilpotentes, il suffit de regarder la décomposition de Dunford, qui montre que la « composante
nilpotente » d’une matrice est un obstacle a sa diagonalisabilité (sur C). On peut aussi voir
son role fondamental par le lemme de Fitting qui dit que pour tout endomorphisme v d’'un
espace E de dimension finie, il existe une décomposition de E = F & G telle que F' et G sont
stables par u, ur étant un automorphisme de F et ug étant nilpotent sur G. Précisons :

3.1 Lemme de Fitting

On sait que les puissances de u ont des noyaux emboités, i.e. ker(u®) C ker(u‘*!). Soit k

I'indice minimum tel que ker(u”*) = ker(u**1); k existe puisque I’on est en dimension finie et
on voit aisément que 'on a alors ker(u™) = ker(u™*!) pour tout m > k. On dit que la suite
des noyaux emboités est croissante et stationnaire. De méme, la suite des images emboitées
est décroissante et stationnaire, et ce a partir du méme rang k, par la formule du rang.
Notation 3.1. On note ker(u™), resp. Im(u>°), le sous-espace ker(u*), resp. Im(u*). 1l s’agit
de la limite de la suite stationnaire ker(u™), resp. Im(u™), de sous-espaces.
Remarque 3.2. Cette notation classique nécessite tout de méme un garde-fou. Si 'on est sur
le corps des réels ou celui des complexes, la limite de u™ peut avoir un sens. Or, la limite du
noyau n’est pas égale au noyau de la limite. Par exemple, si u est 'homothétie de rapport
%, alors u est un automorphisme et u™ tend vers ’endomorphisme nul. Il en résulte que
ker(u®) est nul alors que kelr(ml_ig_lOO u™) est espace F tout entier.

Lemme 3.3 (Décomposition de Fitting). Soit u un endomorphisme de l’espace E de dimen-
sion finie sur un corps quelconque. Alors,

i les sous-espaces ker(u) et Im(u®) sont stables par u,

it B =Im(u™) @ ker(u®>),

11 u est nilpotent sur ker(u™),

v u définit un automorphisme de Im(u™) dans lui-méme.
Démonstration. (i) On voit que I'image directe de ker(u™) par u est dans ker(u™ 1), pour
tout m, donc ker(u>) = ker(u*) est stable par u. De plus, I'image directe de Im(u™) par u
est dans Im(u™*1), et donc I'image directe de I'image directe de Im(u*) par u est dans (et
méme égale &) Im(uF+1) = Im(u).

(ii) Par la formule du rang, dim Im(u*°) 4+ dim ker(4°°) = dim FE. Il suffit donc de montrer
que ker(u®) N Im(u¥) est nul. Soit = € ker(u*) N Im(u*), on a x = u*(y) pour un y, et
uF(z) = 0. Ainsi, u*(u*(y)) = 0, et donc y € ker(u?*) = ker(u*). Ainsi, z = u*(y) = 0
comme annonceé.

(iii) Clair, par construction.

(iv) Cherchons le noyau de la restriction de u a Im(u®). C’est par définition ker(u) N
Im(u*). Or, ker(u) NIm(u*) C ker(u¥) NIm(u*) = 0. Donc, le noyau de la restriction est nul,
et comme cette restriction est un endomorphisme de Im(u®°), il s’agit d’un automorphisme.

t

On appellera la décomposition de E ci-dessus, décomposition de Fitting de u. On peut
donc associer, a tout endomorphisme u de E := K", un couple (F,G) de sous-espaces sup-
plémentaires de F, 0 < dimG = k < n, un automorphisme de F', et un endomorphisme
nilpotent de G. Inversement, la donnée de deux sous-espaces supplémentaires, F' et G, d'un
automorphisme v de F' et d’'un endomorphisme nilpotent w de G, permet de construire un
unique endomorphisme u de E tel que urp = v et ug = w. Et de plus, on voit facilement
que F' @ G est la décomposition de Fitting de u. Soit Sy ,(Fy) C Gry—i(Fy) x Gri(F,) en-
semble des couples de sous-espaces supplémentaires (F, ) de Fy. Notons Ay (F,) le cone des
matrices de taille £ nilpotente sur F,. On a montré :



Corollaire 3.4. La décomposition de Fitting, voir lemme[3.3, fournit une bijection
End(F§)—= Up_o Sk,n(Fy) x GL,—x(F,) x Ag(F,)

u ((Im u™, ker u™), U oo, ukeruoo)

3.2 Cardinal du co6ne nilpotent. Le cas A,,.

Nous allons calculer le cardinal de l’ensemble A,,(¢) des matrices nilpotentes de taille n
sur un corps K = [, de cardinal q. Le résultat est étonnamment simple, voir section pour
une explication haute en couleurs.

Commengons par une formule classique :

n+1

(DR (1))
2 )k (GDn (a7)

= (&

valable pour tout g complexe et n entier positif.
Pour la montrer, une récurrence suffit. Pour n = 0, c¢’est clair, pour I’hérédité, il suffit de
montrer 1’égalité
(1)1 (~1)me®) (1))

(4 Q-1 (¢ Dn (¢ Dn

)

n

ce qui revient, aprés multiplication par (—1)"(¢; q)ng™ (%) a verifier légalité —(1—¢™)+1 = ¢,
qui ne posera de probléme & personne.
On déduit :

Théoréme 3.5. Le cardinal de l’ensemble A, (q) des matrices nilpotentes de taille n sur le
corps Fy est donné par
|An(q)] = ¢ Y.

Démonstration. On le montre par récurrence sur n. Le cas n = 0 est clair. Supposons donc
| A (q)] = ¢™(™= Y pour tout m < n. Alors, la bijection ci-dessus donne, par égalité des
cardinaux,

ZISM |- [GLn—k (Fg)| - [ A (Fy)[ -

Calculons tout d’abord |Sk ,,(F,)|. Pour cela, on fixe un couple (Fp, Gy) dans Sy ,(F,). On
procéde comme dans la preuve de la proposition (iii) : application qui a g dans GL(Fy)
associe (g(Fo),g(Go)) dans Sk, (Fy) est surjective par le théoréme de la base incompléte.
De plus, l'image réciproque de (F,G) € Sk, (F,) s’écrit matriciellement dans une base bien
choisie (4§ %), avec A € GL,,_;(FF,), B € GLj(F,). Ce qui prouve, par le lemme du berger,

'égalite |GL,,(F,)|
GLn IF(]

1S Fa)l = G o) TOLa ()]

L’égalité devient
|GL n ( l)nfk(q; q)nq(g)_(g)
Z |GLk |Ak( )| k=0 ((I§q)k |Ak(FQ)|

Et donc, "+ (5)

(G@)n kZ:O (4 9 sl

Ceci nous donne 1’égalité voulue par récurrence et par (17]).



3.3 Lemme de Fitting et formes bilinéaires.
On suppose maintenant que ’espace E est doté d’une forme bilinéaire non dégénérée et
on va montrer un lemme de Fitting adapté & la géométrie de E induite par cette forme.

Définition 3.6. Soit € = £1. Une forme (bilinéaire) e-symétrique (, ) est une forme bilinéaire
symétrique, resp. antisymétrique, si € = 1, resp. ¢ = —1. On supposera dans la suite que
Pespace F est muni d’une forme (, ) e-symétrique non dégénérée.

On note G le groupe des automorphismes de E qui respectent la forme et g := g(F) le
sous-espace des endomorphismes de E antisymétriques pour la forme.

G :={g € GL(E), (9(),y) = (z,9(y)), =,y € E},

g:= {u € End(E)’ (u(x),y> = —(J;,u(y)), T,y € E}

On vérifie que G agit sur g par conjugaison. Si g € G, u € g, alors

(gu(g™ (), y) = (u(g™" (@), 97 () = =g~ " (x), u(g (®¥))) = —(z, gu(g™ " (¥))),

ce qui prouve ’assertion.

Proposition 3.7. Soit v dans g et E = Im(u®) @ ker(u™) sa décomposition de Fitting.
Alors,

i Cette décomposition est orthogonale pour (, ),
it La restriction de (, ) a Im(u®), resp. ker(u®), est non dégénérée.

Démonstration. Soit = € Im(u®), 2’ € ker(u*). Alors, z = u*(y) pour un y dans E et un
k assez grand, et

(@,2') = (u*(y), z) = (=1)"{y,u"(2)) = (=1)*{y,0) = 0.

Comme la forme (, ) est non dégénérée, dim Im(u>)* = n—dim Im(u>). Donc, I'inclusion
ker(u>®) C Im(u™)* devient une égalité. Ainsi, Im(u>)NIm(u>)*+ = 0 et donc la restriction
de (, ) a Im(u®) est non dégénérée. L’assertion sur ker(u>) est analogue.

O

Réciproquement, on peut construire un élément de g a partir d’'une décomposition ortho-
gonale K = F & G.

Proposition 3.8. Soit F' un sous-espace de E tel que la restriction de (,) a F soit non
dégénérée, alors E = F @ F+. Soit v dans GL(F) N g(F) et w un endomorphisme nilpotent
de g(F+). Alors, il eviste un unique endomorphisme u de g(E) tel que up = v et up. = w.
La décomposition de Fitting de u est donnée par F & F=*.

Démonstration. L’équivalence (, )pxr non dégénérée < E = F @ F est classique, voir
par exemple [CG12, Lemme V-A.1.13].

L’existence et 'unicité de © comme endomorphisme, ainsi que sa décomposition de Fitting
ont déja été vue. Le fait que u soit dans g(FE) provient de v € g(F), et w € g(F1).

O
On en déduit le corollaire

Corollaire 3.9. La décomposition de Fitting fournit une bijection
9(E)—= Ui_o Gri(E) x (GLx(Fy) N 8(Fy)) x (An—r(Fy) Na(Fy ")),

ot Gr)(E) désigne l’ensemble des sous-espaces de dimension k de E sur lesquels la forme
(, ) est non dégénérée.



3.4 Classification des formes e-symétriques sur F,.

On ne peut plus se passer a ce stade du langage des actions de groupes ainsi que de
quelques théorémes de base sur les formes bilinéaires. En ce qui concerne les actions de
groupes, on pourra se référer a [CGI12, I-A].

Soit F/ un espace vectoriel de dimension finie sur le corps F, de cardinal g impair. Le
groupe GL, (F,) agit par I’action, dite de congruence, sur 'espace Sy des matrices symé-
triques , resp. 'espace S_ des matrices antisymétriques, de taille n :

P-A=PA'P, PcGL,(F,), AcS.

Cette action matricielle permet de classifier les formes bilinéaires e-symétriques a chan-
gement de base prés.

Cas symétrique.

Sur IFy, il existe exactement deux orbites de formes non dégénérées, c’est-a-dire de ma-
trices inversibles, pour cette action. Une matrice inversible est dans une des deux orbites
selon si son déterminant est un carré (non nul) ou non. Il s’agit donc des orbites de la ma-
trice identité I = I,, = diag(1,---,1), et de la matrice I¢ := diag(1,---,1,(), ou ¢ désigne
un élément fixé de IF; qui n’est pas un carré

On dira que la forme est de discriminant 1 dans le premier cas et ¢ dans le second.

On s’intéresse donc aux stabilisateurs de ces matrices ; ce sont les groupes qui respectent
les formes symétriques non dégénérées correspondantes :

O, (F,) := {P € GL,(F,), P'P =1,}, O%(F,) := {P € GL,(F,), PI.'P =1}

A linstar du cas réel, ces groupes orthogonaux agissent transitivement sur les « sphéres »
définies par les formes. En calculant le cardinal de ces sphéres ainsi que celui de leur stabili-

sateur, on montre, voir [CG14l Théoréme IV-2.1],

Théoréme 3.10. On pose o := (—1)"z .
Alors, lordre des groupes orthogonaux finis est donné par :

02061 (F )| = 2(=1)"" (4% ¢%)ns [020(F,)| = 2(=1)""1(g" — a™)g" " V(g% ¢2)1

‘Ogn—i-l(Fq) =2(-1)"¢" (¢* ) =2(=1)""(¢" + a")g" "V (¢* ¢*)nr
On peut alors en déduire le nombre s,, de matrices symétriques inversibles de taille n : elles
se divisent, d’aprés ce qui précéde, en deux orbites pour I’action de GL,,(F,) de stabilisateurs
respectifs O, (F,) et O (F,). On a donc, aprés simplification
Somi1 = GLant1(Fy)| | [GLant1(Fy)
[O20+1(Fy)| ‘OgnH(Fq)‘

= (_1)n+1qn(n+l)(% q2)n+1 (18)

_ GLan(Fy)] | |GLan(Fy)|
|02 (Fy)] ‘ogn(ﬂ?q)\

San = (-1)"¢""*(g; ¢*)n (19)

On va maintenant calculer le nombre gy, ,(b) de sous-espaces de Fy de dimension & sur
lesquels la restriction d’une forme bilinéaire symétrique (non dégénérée) est elle-méme non
dégénérée.

Soit b la forme bilinéaire sur [y ayant pour matrice I, dans la base canonique. On note
Gr} (b) I'ensemble des sous-espaces F' de dimension k de [y tels que la restriction de b sur F
est non dégénérée.

Si0 < k< n,et F dans Grg(b), alors, la restriction de b & F' peut étre de discriminant
1 ou ¢, on notera Grg’l(b) et Grg’c(b) la partition de Gr}(b) correspondante. Effectivement,
par |[CG12, Théoréme V—1.2],E|, diag(1,---,1) est congruente a diag(1,---,1,¢, (). Par le

2. Comme g est impair, le morphisme de I} est non injectif et donc non surjectif.
3. En fait, il suffit de voir que leurs déterminants respectifs sont des carrés non nuls.
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théoréme de Witt, [CGI2, Chap. V, Théoréme 3.4], le groupe O,,(F,) agit sur Gry(b), et
Paction posséde deux orbites, nommément Grz’l(b) et Grg’g(b). Soit F' dans Grg’l(b)7 alors,
la restriction de b & F'* (qui est un supplémentaire de F) est également de discriminant 1, et
tout g de O,,(FF,) stabilisant F stabilise aussi F'-. Le stabilisateur de F' dans O,,(F,) est alors
isomorphe au produit direct Og(F,) x On,k(Fq), De meéme, si F' est dans Gr%g(b), alors,
la restriction de b & F+ (qui est un supplémentaire de F') est également de discriminant ¢,
et tout g de O,,(F,) stabilisant F' stabilise aussi F*. Le stabilisateur de F dans O,,(F,) est

alors isomorphe au produit direct Oi (F,) x O%_,(F,). On en déduit :

105 (Fy)| 05, (Fy)|

91 0) = 16, B - 10n_x(Fy) [O§(F,)| - |05 (By)|

Le développement de ce calcul demande une étude cas par cas selon la parité de n et k. Par
exemple, on trouve aprés simplification

ok 20 (b) = ¢*F(" R {n]
) k|
q

On trouve également

G2k 2n11 (D) = g?F IR {Z]
q2

Cas antisymétrique.

Le cas antisymétrique est plus simple. Sur [, en dimension paire 2n, il existe exactement
une seule orbite de formes non dégénérées, c’est-a-dire de matrices inversibles, pour ’action
de GLy,(F,) par congruence. Il s’agit donc de l'orbite de la matrice J := J,, (de taille 2n)

donnée par
0, -IL,
J = (In ) )

On s’intéresse donc aux stabilisateurs de cette matrice; c’est le groupe symplectique :
Spon(C) = {P € GL2y(K), ‘PJP = J}.

Soit w la forme antisymétrique sur Fy dont la matrice dans la base canonique est la matrice
J. Le groupe symplectique agit transitivement sur les couples (u, v) tels que w(u,v) = 1. En
calculant le cardinal de ’ensemble de ces couples ainsi que celui de leur stabilisateur, on
montre, voir [CG14l Exercice IV-8],

Théoréme 3.11. L’ordre du groupe symplectique est donné par :

ISP (Fo)| = (—1)"¢™ (4% ¢%)n

On peut alors en déduire le nombre as,, de matrices antisymétriques inversibles de taille
2n (il est bien siir nul en cas impair) : elles forment, d’aprés ce qui précéde, une seule orbite
pour laction de GLo, (F,) de stabilisateur Sp,, (Fy). On a donc, aprés simplification

_ ‘GLZn (]Fq)|
Spa,, (Fg)]

On va maintenant calculer le nombre hay, 2, (b) de sous-espaces de Fﬁ" de dimension 2k sur
lesquels la restriction de la forme bilinéaire antisymétrique (non dégénérée) w est elle-méme
non dégénérée (on sait qu’il n’y en a pas en dimension impaire).

On note Grd, (w) 'ensemble des sous-espaces F' de dimension 2k de Fg” tels que la res-
triction de w sur F' est non dégénérée.

= (=1)"¢" ""(¢;¢%)n (20)

a2n

4. L’isomorphisme est donné par u — (up,up.) car F @ F+ = E.
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Par [CGI2, Proposition V-4.1], on voitque le groupe Sp,, (F,) agit sur Gry, (w), et que
Iaction posséde une seule orbite. Soit F' dans Gr3, (w), alors, la restriction de w a F* (qui
est un supplémentaire de F') est également non dégénérée, et tout g de Sp,,, (F,) stabilisant
F stabilise aussi F*. Le stabilisateur de F dans Spay, (Fy) est alors isomorphe au produit
direct Spyy,(Fy) X Spy,, o (Fy),[f] - On en déduit :

\Spg ( )| 2k(n—k [”}
hok 2 2 =g
2 ( ) |Sp2k |Sp2n Qk(F )| k q?

3.5 Matrices nilpotentes associées a une forme ce-bilinéaire.
On va calculer le nombre de matrices nilpotentes de g(E) pour les différentes formes non
dégénérées rencontrées.

Notation 3.12. On fixe une base de F, et soit M la matrice de la forme (, ) dans cette
base. Alors on notera

1. B,(q) 'ensemble des matrices nilpotentes de g(E) pour dimE =2n+1 et M = Is,41
2. Cp(q) ensemble des matrices nilpotentes de g(F) pour dimE =2n et M = J
3. D, (q) 'ensemble des matrices nilpotentes de g(E) pour dim E = 2n et M = Iy,

Nous allons calculer ces différents cardinaux. On retrouve dans [BGS14] le lien entre ces
formules et 'identité de g-Chu-Vandermonde.

Théoréme 3.13. Le cardinal des ensembles By, (q), Crn(q), Dyn(q) de matrices nilpotentes de
g(E) sur le corps Fy est donné par

1Bn(q)] = ¢, |Cnlq)| = ¢, |Du(q)| = ¢ 1.

Démonstration. On commence par un lemme qui relie les matrices e-symétriques inversibles
aux éléments inversibles de g(E).

On voit facilement que si A vérifie “AM + MA = 0 avec M inversible et e-symétrique,
alors B :="AM vérifie B+ ¢'B = 0. On a donc :

Lemme 3.14. Soit M wune matrice inversible et e-symétriqgue et E = K" [’espace muni
de la forme (,) définie par M dans la base canonique de E. Alors, A — "AM fournit
un isomorphisme entre g(E) et l'espace des matrices e-symétriques de taille n. De plus, on
obtient ainsi une bijection entre les inversibles de ces deux espaces.

Cas orthogonal impair. On suppose ici que la forme non dégénérée sur Fi”“ est donnée
par la matrice I, 11. Le nombre de matrices de GLox(Fg) N g(IFZk) est égal & agy.
D’aprés le lemme de Fitting adapté au cas orthogonal par le corollaire :

E)| = Z |Br—k(q)| 2,20+ 102k

Par le lemme [3.14] I'espace g(E) est de dimension (2n + 1)(2n)/2 = 2n? + n.
On a donc

2n +n _ Z ‘Bn k |: :| q2k(n+1—k)(_1)qu2_k(q;q2)k.
q?

Ce qui donne :

n

= (1Buss(@l g2 (=) m (5 %)pg" D 72mh
2

k=0 q

5. L’isomorphisme est une fois de plus donné par u — (up,upL).
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En comparant avec le corollaire on obtient par récurrence I'égalité |By(q)| = qz’€2

Cas symplectique. On suppose ici que la forme non dégénérée sur IF(QJ" est donnée par la
matrice J. D’aprés le lemme qui précéde, le nombre de matrices de GL(F,) N g(IE‘zk) est égal
a Sok.

D’aprés le lemme de Fitting adapté au cas orthogonal par le corollaire [3.9] :

n

lg(E)| = Z |Cr—k(@)| hak,2n 52k
k=0

Par le lemme [3.14] I'espace g(F) est de dimension 2n(2n + 1)/2 = 2n? + n.
On a donc

g = ZlCn i ( H R (1) (g3 ) gt .
q2

Ce qui donne :

n

Z |C—i( (n—k)2)(_1)k [Z} (¢; %) gt EHD—2nk,

k=0 q?2

En comparant avec le corollaire on obtient par récurrence l'égalité |Cy(q)| = ¢2*".

Cas orthogonal pair.

On suppose ici que la forme non dégénérée sur Fg" est donnée par la matrice I5,. Le
nombre de matrices de GLoy (Fy) N g(F2¥) est égal & agy.

D’aprés le lemme de Fitting adapté au cas orthogonal par le corollaire [3.9] :

E)| = Z\Cn k(@) g2k, 2na2%-

Par le lemme I'espace g(F) est de dimension 2n(2n — 1)/2 = 2n? — n.
On a donc

n?—n - n n— 2
"7 =Y | Dni(q)l [k] (1) R (407
k=0 q?

Ce qui donne :

n

0" = (|Dn-ilq)| g 2= R=k=Dy(_1)* m (¢; ¢*)gFEHD =2k,
k=0 q°

2k(k—1)

O

En comparant avec le corollaire on obtient par récurrence l'égalité |Dy(q)| = ¢

4 Méthodes alternatives

Nous allons voir d’autres approches pour le calcul du cardinal du cone nilpotent. Une,
naturelle, mais sans espoir. Une autre, beaucoup plus sybilline, liée aux conjectures de Weyl.
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4.1 Approche orbitale.

Une approche plus instinctive pour calculer le cardinal | A, (q)| du cone nilpotent aurait
été de faire agir le groupe GL,,(F,).
Pour une matrice nilpotente A, d’indicelﬂ k, on définit la partition A\(A) de n

AMA) = (dimA > dim A% — dim A > dim A% — dim A%2 > - .- > dim A* — dirnAkfl)

On sait, voir [CG12, Théoréme I11-2.5.1], que deux matrices A et A’ sont nilpotentes de
taille n sont conjuguées si et seulement si leurs partitions associées sont égales.

Soit A = (A1 > Ay > -+ > Ag) une partition de n, avec k = k(A). On peut montrer en
exercice, a partir des indications données par la suite, que le cardinal du stabilisateur d’une
matrice nilpotente associée & A, pour l'action de conjugaison, est égal a

Proposition 4.1.

26y ey K
na =g ] [GLa x| avec d(X) =Y A7 = (A = Xij1)?,
=1 =1 =1

en convenant que A\p+1 = 0.

Esquisse de preuve.
Soit donc ¢ un endomorphisme associé a la partition A de n. On sait, voir [CGI12], T11-2.4],
que P'on peut munir 'espace Fy' d’une base

(v}n, L(v,ln), ce Lm_l(v,ln),vfn, cee Lm_l(v?n), e ,vlh),

de sorte que, dans le tableau ci-dessous, la i-éme ligne, en partant du bas, posséde \; boites.

1 2 S Am
Um Um Um
1 2 Am Am+1 Am—1
LVm tVm tVm Um=—1 Um—1
n—r,1 | n—r, 2 n—r, An . A
L Uy |t ey L vy vy
m—1,1 T s A1
L Vo, vy

Soit 1 dans le commutant de 1), dont on rappelle qu’il est de dimension ), A2. Notons
que ¥ laisse stable le drapeau des noyaux itérés de ¢. Soit A la matrice de ¢ dans la base.

On pose (A1, Az, -+, Ap) € [[, Mx,—x,.1, ot A; est le bloc diagonal de A correspondant a
(v/\i+1+1 U)\i).

7 ) »Yq
On vérifie alors sans mal les assertions suivantes :

1. L’application = qui, & un élément ¢ du commutant de ¢ associe (A1, As, -+, Ag) €
[I; Mx,—x.,, est un morphisme surjectif d’algebres.

2. Son noyau est donc un idéal de dimension >, A7 — Y. (A; — Xit1)? = d(N).

3. Le stabilisateur de ¢ est exactement 'image réciproque de [[, GLx,—x,,, par Z.

6. L’indice d’une matrice nilpotente A est le plus petit entier tel que A* = 0.
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On obtient alors

Corollaire 4.2.

|_Z|GL

AFn
Exemple 4.3. Par exemple, pour n = 4. La formule donne bien

(=D -D(@ -1+ (- 1)( - D g+ D) +a(¢* —1)(* -1 +(¢* = 1) (> +q+1)+1 = ¢*.

1l est pourtant assez difficile d’en obtenir la formule pour |A,,(¢)| = ¢"("~ 1.

En revanche, si on remarque que

IGLL(Fy)l = ¢" (¢ 547 ),

alors on voit que cette formule, i.e. le théoréme 3.5 est équivalente a

) Do e
(q_l; q_l)n en z )/\i—/\i+1
C’est-a-dire, pour tout z :
Z'Vl
(Z;Z)n B );L H = Z)/\ —Xit1
Ezemple 4.4. Pour n = 2, on obtient avec les partitions A = (2), et (1 > 1)
22 z* 22

I—2)0-22) (-2(1-2) 1=

Cette derniére formule est expliquée dans [FHT58|. Le membre de gauche est la fonction
génératrice du nombre de partitions d’un entier N en n parts. La formule refléte alors une
correspondance entre partitions & n parts et partitions de n munis d’une famille de carrés de
Durfee.

4.2 Approche par la cohomologie d’intersection

Nous avons vu que le cardinal du cone nilpotent était égal a ¢?, oul d était la dimension
du céne. En fait, ce petit « miracle » dans la simplification du calcul est de nature coho-
mologique. Plus précisément, il provient de la cohomologie d’intersection et de la validité
des conjectures de Weil. En une phrase, disons que la cohomologie d’intersection permet de
calculer le cardinal du céne nilpotent sur le corps IF, et que le cone nilpotent posséde la méme
cohomologie qu’'un espace vectoriel ; ainsi, son cardinal est celui d’un espace vectoriel.

En voici une explication un peu plus détaillée :

Tout d’abord, Borho et McPherson ont montré dans [BM83| que le cone nilpotent C
était rationnellement lisse. Soit X = P(C\{0}) le projectivisé du cone. On va déduire, dans
un premier temps, que la cohomologie d’intersection de X est celle de ’espace projectif de
dimension dim X, en suivant [Bri9g].

Par une remarque de [BMS83|, la lissité rationnelle implique que I’homologie relative
H!(C,C\{0}) est nulle pour i # 2d, avec H?4(C,C\{0}) = Q. Comme C est contractile,
on obtient par une suite longue en cohomologie relative, que C\{0} est une sphére en coho-
mologie rationnelle de dimension 2d — 1. Maintenant, soit S C C* agissant naturellement
sur C. Il est clair que X et (C\{0})/S! ont la méme cohomologie rationnelle. Donc, une suite
exacte de Gysin donne H(X) ~ H?(X) ~ --- H?(4=)(X) ~ Q and H?***1(X) = 0. Ce qui
prouve 'assertion.

On utilise dans la suite les résultats de [KW06], 10.4]. La cohomologie d’intersection I-
adique de X est donc Q; en degré pair de 0 & 2(d — 1), et nulle sinon. Il en résulte que le
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nombre de points fixes (avec multiplicité) du Frobenius X — X 4" sur le cone nilpotent de
F, est égal & Z?;(l) af*, pour des complexes a; tels que || = ¢?. Or, la multiplicité de ces
points fixes est toujours 1, puisque la différentielle de M?" — M en tout point est —I,,. Ainsi,
le cardinal | X (Fym )| de X sur Fyn est égal a Z;l;é ai’. ‘

D’autre part, on sait, par 'approche « orbitale » que | X (Fgm )| = P(q), avec P =3~ a; X’
dans 'anneau de polynomes Z[X]. On en déduit que les a; sont exactement égaux a ¢’ et

donc que |X(F,| = Z?;é ¢’, puis que |C(F,)| = ¢%.
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