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© Rappels de probabilités libres.
e Probabilités libres comme limite de matrices aléatoires
e Etats de Gibbs libres
e Mouvement brownien libre et EDS libres

@ Entropie (libre), inégalités de Log-Sobolev et Talagrand.

e Rappels dans le cas classique

e Entropie libre microcanonique (via matrices aléatoires)

e Inégalités de Log-Sobolev and Talagrand connues pour
I'entropie libre microcanonique

© Inégalités pour I'entropie libre non-microcanonique.

e Rappels sur |'entropie libre non-microcanonique.

e Inégalités de Log-Sobolev libres non-microcanoniques pour
états de Gibbs a potentiel convexe

e Inégalités de Talagrand libres non-microcanoniques.
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1.1 Probabilités libres et matrices aléatoires

e (Wigner) Si Hy matrice aléatoire hermitienne N x N distribuée
selon mesure P(dH) = ZlNe‘NT’(H*H)/de (loi GUE), alors

p.s. x Tr(Hf) —» 7(5%) = [722 xK\/4 - x2dx[2r

e On dit que S de loi semicirculaire (analogue libre des Lois
Gaussiennes).

e Les probabilités libres permettent de comprendre le cas a
plusieurs matrices.
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1.1 Probabilités libres et matrices aléatoires

e (Wigner) Si Hy matrice aléatoire hermitienne N x N distribuée
selon mesure P(dH) = ZlNe‘NT’(H*H)/de (loi GUE), alors

p.s. x Tr(Hf) —» 7(5%) = [722 xK\/4 - x2dx[2r

e On dit que S de loi semicirculaire (analogue libre des Lois
Gaussiennes).

e Les probabilités libres permettent de comprendre le cas a
plusieurs matrices.

e L'indépendance de modeles de matrices aléatoires unitairement
invariants implique liberté de la distribution limite.
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1.1 Probabilités libres et matrices aléatoires

L'indépendance de modeles de matrices aléatoires unitairement
invariants implique la liberté de la distribution limite.

e (Voiculescu) Hp 1, ..., Hy,n» GUE indépendants, leurs moments
1 kl km kl km
NTr_(_HNJl'_“HNZim) > 7(51...5") p.s. avec 51,..., Sy
semicirculaires libres.

e Mouvement brownien matriciel (hermitien) a pour limite le
mouvement brownien libre etc.

e 51,...,S, ont un modeéle naturel dans les algebres
d'opérateurs : en particulier dans |'algebre de von Neumann
des groupes libres L(F,).

Yoann Dabrowski LSI et Inégalités de Talagrand libres non-microcanoniques



1.1 Lois non-commutatives

e Une mesure 1 a support compact dans [-R, R] est déterminée
par ses moments [ du(x)x*.

e Une loi non-commutative est la donnée d'une forme linéaire
(dite trace) 7 sur la *-algébre des polyndmes non-commutatifs
QX Xa) = € (X = X), tel que

T(P*P)20 7(1)=1 7(PQ)=7(QP) 7(X?*) < R*.
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1.1 Lois non-commutatives

e Une mesure 1 a support compact dans [-R, R] est déterminée
par ses moments [ du(x)x*.

e Une loi non-commutative est la donnée d'une forme linéaire
(dite trace) 7 sur la *-algébre des polyndmes non-commutatifs
QX Xa) = € (X = X), tel que

T(P*P)20 7(1)=1 7(PQ)=7(QP) 7(X?*) < R*.

e Un meilleur cadre est de considérer des états sur une
C*-algebre C (algebre stellaire d'opérateurs de B(H),
normiquement fermée). Trace 7 remplace Proba : LP(C,7)...

e Plus précisément, on considére donc Sg I'ensemble des états
traciaux sur la C*-algebre produit libre universel
C([-R,R])*" > T(X1, ..., Xp).

Yoann Dabrowski LSI et Inégalités de Talagrand libres non-microcanoniques



1.1 Lois non-commutatives

Une mesure p a support compact dans [—R, R] est déterminée
par ses moments [ du(x)x*.

Une loi non-commutative est la donnée d'une forme linéaire
(dite trace) 7 sur la *-algébre des polyndmes non-commutatifs
QX Xa) = € (X = X), tel que

T(P*P)20 7(1)=1 7(PQ)=7(QP) 7(X?*) < R*.

Un meilleur cadre est de considérer des états sur une
C*-algebre C (algebre stellaire d'opérateurs de B(H),
normiquement fermée). Trace 7 remplace Proba : LP(C,7)...
Plus précisément, on considére donc Sg I'ensemble des états
traciaux sur la C*-algebre produit libre universel
C([-R,R])*" > T(X1, ..., Xp).

Ex : Pour n matrices aléatoires (||M;]| < R)

M= (Mi,...,My,) e (HR)" de loi 11 on obtient 7, € SB :

(P) = EM(%Tr(P(Ml, M), WP (X, Xo).
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1.1 Liberté

e Ai,...,A, des sous-x-algebres de (C,7) sont dites libres si
pour tout i1 # ip # ... # Ik, ax € Aj, avec 7(ak)=0ona:

7(ay...ap) = 0.

@ Remarque, cela détermine 7 sur Alg(A1,...,A,) en fonction
de T|A,..
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1.1 Liberté

e Ai,...,A, des sous-x-algebres de (C,7) sont dites libres si
pour tout i1 # ip # ... # Ik, ax € Aj, avec 7(ak)=0ona:

7(ay...ap) = 0.

@ Remarque, cela détermine 7 sur Alg(A1,...,A,) en fonction
de T|A,..

e Des variables semicirculaires libres 51, ..., S,, sont telles que
70(S5K) = [ x*V& = x2dx/2r et A; = C(X;) sont libres dans
C(X1,..., Xn).

@ Cela donne 79 € S, R > 2.
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1.2 Etats de Gibbs classiques

e Cas classique: vy = %e‘v(x)dLeb(x) est une mesure de Gibbs
pour V : R" - IR potentiel convexe.

@ On peut les caractériser (IPP) par

0 0
Vv(ap) = VV(P&V)-
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1.2 Etats de Gibbs classiques

e Cas classique: vy = %e‘v(x)dLeb(x) est une mesure de Gibbs
pour V : R" - IR potentiel convexe.

@ On peut les caractériser (IPP) par

0 0
Vv(ap) = VV(P&V)-

e Soit V = V*eC(Xq,...,X,) (ou
C([-R,R])*")(A1,...,An) = Tr(V (A4, ..., Ap) convexe sur
(HN¥)™. Le cas libre sera limite 7/ (P) de

1 L NTH(V(A1,.An)
Tr(P(A1, ..., An Lesfnldleb(Aq, ..., Ap).
/(HQ')" N AL ))Zve eb(A )
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1.2 Calcul différentiel non-commutatif

e On définit la différence divisée libre
0;: C =C(Xq,...,Xp) > C®C I'unique dérivation tel que :
3,(XJ) =1® 15,':j
8,(PQ) = P@,(Q) +8,'(P)Q,
avec P(a® b)Q = Pa® bQ.
e On définit le gradient cyclique

D,'V = mflip o 8,(\/)

avec mflip(a® b) = ba. On peut remarquer que
B~ Tr(D;V(A1,...,Ap)B) est la différentielle de
A,' g Tr( V(Al,...,An)) en A,'.
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1.2 Etats de Gibbs libres

e Un état 7y est dit état de Gibbs libre (de potentiel
V=V el)si:

ViVPeC 7'\/®T\/((9,'(P)) :TV(P(DIV))'
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1.2 Etats de Gibbs libres

e Un état 7y est dit état de Gibbs libre (de potentiel
V=V el)si:

ViVPeC 7'\/®T\/((9,'(P)) :TV(P(DIV))'

e Pour Vo =Y, X,-2, Ty, est I'état des semicirculaires libres.

e Si V est localement strictement convexe
[Guionnet-Shlyakhtenko] montrent qu'il existe un unique état
de Gibbs libre associé a V.
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1.2 Etats de Gibbs libres

e Un état 7y est dit état de Gibbs libre (de potentiel
V=V el)si:

ViVPeC 7'\/®T\/((9,'(P)) :TV(P(DIV))'

e Pour Vo =Y, X,-2, Ty, est I'état des semicirculaires libres.

e Si V est localement strictement convexe
[Guionnet-Shlyakhtenko] montrent qu'il existe un unique état
de Gibbs libre associé a V.

e (Techniquement V¢ > 03 My, ceci est valable pour tout V
(¢, M)-convexe M > My, si
Yi(DiV(X) = DiV(Y)).(Xi - Yi) 2 ¢ £;(X; - Y;)? pour toute
variable || X;||,||Yi]| < M. Ici a.b = 22b2)
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1.3 Mouvement Brownien libre

Une famille (S!) (dans (M, 7) algebre de von Neumann avec une
trace) est mouvement brownien libre si :
e 5,=0
e Pour t>s, (S} -Sk, ...,SP~S") sont des semicirculaires
libres de variance (t —s).

e Pour t>s, _Alg(Stl ~SL ..., 81— S est libre de
Fs=Alg(S,u<s).
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1.3 Mouvement Brownien libre

Une famille (S!) (dans (M, ) algebre de von Neumann avec une
trace) est mouvement brownien libre si :

° 56=0

e Pour t>s, (S} -Sk, ...,SP~S") sont des semicirculaires
libres de variance (t —s).

e Pour t>s, _Alg(Stl ~SL ..., 81— S est libre de
Fs=Alg(S,u<s).

On a une notion d'intégrale stochastique du type Ito, étendant le
cas adapté étagé U =a® bl(, ), a,be Fs,

[ Uitas; = a(si-shb,

étendue par isométrie 3 L2,([0, T],L2(M® M, 7 ®T)).
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1.3 Quelques EDS libres

Soit (X}, ..., X{) libre de (S}) mouvement brownien libre.

e On sait résoudre (en un sens fort) pour V e €(Xy,...,X;) :

) 1t .
Xé=Xé—§f0 DiV(XL, ..., X")ds + S.

o Stationnaire si (X3,..., XJ") de loi Ty .
En général, pour V (c, M)-convexe, la loi de (X}, .., X") tend
vers Ty.
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1.3 Quelques EDS libres

Soit (X}, ..., X{) libre de (S}) mouvement brownien libre.

e On sait résoudre (en un sens fort) pour V e €(Xy,...,X;) :

) 1t .
Xé:Xé—gfo DiV(XL, ..., X")ds + S.

o Stationnaire si (X3,..., XJ") de loi Ty .
En général, pour V (c, M)-convexe, la loi de (X}, .., X") tend
Vers Ty.

e Cas stationnaire [D.]. On sait résoudre en un sens faible si
E=0r1@1el2(W*(X3,... XJ),T) :

. 1t )
X =X5—§f0 €ids+ S,
Alors la loi est stationnaire :

Vit >0, T|([<X1

=T
L XP) |([(xt1,...,xt")

(le cas précédent d'un état de Gibbs est ¢ = D;V)
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© Rappels de probabilités libres.
e Probabilités libres comme limite de matrices aléatoires
e Etats de Gibbs libres
e Mouvement brownien libre et EDS libres
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2.1 Rappel sur I'entopie et I'information de Fisher

e Pour u, v probabilités sur IRP, I'entropie relative est définie par
la formule de Shannon :

— [re F(x) log f(x)dv(x) if p(dx) = f(x)dv(x)
Ent(plv) =

-0 ifu<krv
e De méme on définit I'information de Fisher relative :

Jro |V log F()|Pdu(x) if u(dx) = F(x)dv(x)
I(ulv) =

oo if u<kv
e On appelle Vlog f(x) = Vf(x)/f(x) = (05,1, ...,0%,1) fonction
score (cas v = Leb).
e Pourv=vy = %e‘vdLeb(x) état de Gibbs de potentiel
V :R" > R strictement convexe, cela devient
Vlog f(x) = Vp(x)/p(x) — VV avec u(dx) = p(x)dLeb(x).
De plus Ent(ulvy) = Ent(u|Leb) — u(V) + C.
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2.1 Rappel sur l'inégalité de Log-Sobolev (LSI) classique

e Pour v =vy (V de hessienne plus grande que ¢ > 0), on a
I'inégalité de Log-Sobolev :

1
—Ent(ulvy) < 2—/(M|’/v)-
(o
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2.1 Rappel sur l'inégalité de Log-Sobolev (LSI) classique

e Pour v =vy (V de hessienne plus grande que ¢ > 0), on a
I'inégalité de Log-Sobolev :

1
—Ent(ulvy) < 2—/(M|’/v)-
(o

e Si on considere la diffusion brownienne solution de :
) 1 rt )
Xl = X5 fo 0 V(Xs)ds+BL, o = Law(Xo), pue = Law(X,)

(stationnaire pour vy/). LSI est déduite de la décroissance
exponentielle de I'information de Fisher [Bakry-Emery] :

~t/c

I(pelvv) < eI (polvv).

(Rappel Ent(polvy) = =3 fo~ I(pelvv)dt)
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2.1 Rappel sur l'inégalité de Talagrand classique

e Rappelons la notion de distance de Wasserstein. On considére
des couplages 7 probabilité sur IR?" avec premiere marginale
w1 = u, et deuxieme marginale m = vy. On définit :

dW(M,Vv) = mf{\/[ d’]T(X,y) Z|X,- —yl-|2 | T =W, T2 = I/\/}.

e L'inégalité de Talagrand [Otto-Villani/Bobkov-Gentil-Ledoux]

s'énonce alors :
2
dw(p,vv) <\ [ - Ent(ulvy).
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2.2 Cas libre

Idée 1 dans le cas libre : prendre la limite de modeéles de matrices
aléatoires.
Obtenir des inégalités pour I' “Entopie libre microcanonique”.
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2.2 Cadre pour |'Entopie libre microcanonique de

Voiculescu

e Soit Si I'ensemble des états traciaux sur la C*-algebre
produit libre universel C([-R, R])*" 2 €(Xq, ..., Xp) les
polyndmes non-commutatifs.
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2.2 Cadre pour |'Entopie libre microcanonique de

Voiculescu

e Soit Si I'ensemble des états traciaux sur la C*-algebre
produit libre universel C([-R, R])*" 2 €(Xq, ..., Xp) les
polyndmes non-commutatifs.

e Base de la topologie *-faible :

Ve k(1) = {0 € Sg| Ym monomials of degree less than K
| (m(X1,..., X)) —o (m(X1,...,Xn))| <€}
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2.2 Cadre pour |'Entopie libre microcanonique de

Voiculescu

e Soit Si I'ensemble des états traciaux sur la C*-algebre
produit libre universel C([-R, R])*" 2 €(Xq, ..., Xp) les
polyndmes non-commutatifs.

e Base de la topologie *-faible :

Ve k(1) = {0 € Sg| Ym monomials of degree less than K
| (m(X1,..., X)) —o (m(X1,...,Xn))| <€}

e Ex : Pour n matrices aléatoires (||Mi]| < R)
M= (M,...,My,) e (HR)" de loi ;1 on obtient 7, € S3 :

a(P) = EM(%Tr(P(Ml, M), WP (X, Xo).
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2.2 |I'Entopie libre microcanonique de Voiculescu

e Entopie libre microcanonique : 7¢Sp

1
Xr(T)= lim limsup (m sup  Ent(u|Leb) + g log N)

K=00,620 Novoo e Ve k()

(originellement avec contrainte du/dLeb(M) € {0, \} pour
AcR)

e Cas 1 variable (7 ~ u mesure supportée sur [-R, R]) :

xr() = [ [ 1oglx~ vldu(x)du(y) + 7 + 5 log(2m)
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2.3 LSI libre microcanonique

e LSl libre cas n =1 relatif a vy (V" > ¢), u=p(x)dx,pe L3
X(ulvv) = x(p) = p(V) = (x(vv) —vv(V))
O () = [ du()lHp(x) = V()P
Hp(X)=ligg)f ﬁp(y)dy

e LSI libre [Biane] s'énonce :

1 .
-x(plvy) < 2—C¢ (plvv).
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2.3 Inégalité de Talagrand libre microcanonique

e La distance de Wasserstein non-commutative est définie par
Biane and Voiculescu pour 7 € Sg,j € {0,1} :

dw(70,71)° = inf{T[Z(X,-—X,,+,-)2] T eSH T|¢<)<jn+1““7)<jn+n> =7}
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2.3 Inégalité de Talagrand libre microcanonique

e La distance de Wasserstein non-commutative est définie par
Biane and Voiculescu pour 7 € Sg,j € {0,1} :

dw(70,71)° = inf{T[Z(X,-—X,,+,-)2] T eSH T|¢<)<jn+1““7)<jn+n> =7}

e Inégalité de Talagrand libre pour x [Biane-Voiculescu n=1,
Hiai-Ueda n> 1], if V = Vi(X1) + ...+ V(X,), Vi: R> R
convexe V' > ¢, Ty, ~ vy, Ty = Ty, * ... % Ty,

dw(r.mv) <\[=2x(rinv),

x(7lrv) =x(7) = 7(V) = x(7v) + Tv (V).
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2.4 Problemes

e But : Trouver une preuve probabilistique libre (d’analyse
fonctionnelle sans matrices aléatoires) des inégalités
précédentes. (+ améliorations: cas non-microcanonique relatif
a B)

e Méthode : Calcul stochastique libre (et pas par transport
monotone libre encore embryonnaire).
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2.4 Problemes

e But : Trouver une preuve probabilistique libre (d’analyse
fonctionnelle sans matrices aléatoires) des inégalités
précédentes. (+ améliorations: cas non-microcanonique relatif
a B)

e Méthode : Calcul stochastique libre (et pas par transport
monotone libre encore embryonnaire).

e Difficulté : La preuve classique de LSI par le critéere > de
Bakry-Emery utilise fortement la commutativité :
- la formule de Shannon avec pin(p)
- Le Carré du champ T associé au semigroupe ¢; = e t2 de la
diffusion brownienne de potentiel V
(F(a,b) =1/2(A(a)b+ aA(b) — A(ab)))
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© Rappels de probabilités libres.
e Probabilités libres comme limite de matrices aléatoires
o Etats de Gibbs libres
e Mouvement brownien libre et EDS libres
@ Entropie (libre), inégalités de Log-Sobolev et Talagrand.
e Rappels dans le cas classique
e Entropie libre microcanonique (via matrices aléatoires)
o Inégalités de Log-Sobolev and Talagrand connues pour
I'entropie libre microcanonique
© Inégalités pour I'entropie libre non-microcanonique.
e Rappels sur |'entropie libre non-microcanonique.
e Inégalités de Log-Sobolev libres non-microcanoniques pour
états de Gibbs a potentiel convexe
e Inégalités de Talagrand libres non-microcanoniques.
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3.1 Rappel sur I'entropie libre non-microcanonique

e L’entropie libre non-microcanonique y* donne une formule
alternative pour I'entropie libre utilisant les EDS libres et
I'information de Fisher libre.

e On s'attend a ce qu’elle soit égale.

e On sait juste x < x* par un résultat de
[Biane-Capitaine-Guionnet], méme x(7v) = x*(7v) inconnu
pour V=V + BW,3 +0.

o Définition par I'analogue libre de la formule :

1 oo
Ent(uolvv) = =5 | I(pelvy)dt

2 Jo
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3.1 Information de Fisher libre

e On part de 7 € S§ donnant un état sur C = C(Xq, ..., Xp).
@ On définit la différence divisée libre J;: C — C ® C I'unique
dérivation avec : 0;(X;) = 1® 10;-;.
o On regarde 0;: L2(C,7) —» L2(C,7) ® L2(C,7)(||]a||5 = T(a*a)).
e On définit la variable conjuguée (analogue libre de la
fonction score)
E=0"101el?>(M,T)
si elle existe.
e L'information de Fisher libre est alors définie par :

n
o (1) = Y- lI&il13,
i-1
ou, pour I'analogue relatif a un potentiel, par :
V() = OY(X1, ., Xn) = 2 [I€ = DiV/(Xas ooy Xo) 3.
i-1

@ Un état de Gibbs libre a donc ®7,(7y) = 0.
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3.1 Rappel sur I'entropie libre non-microcanonique

e Soit la solution forte de I'EDS :

Xlt f dSXIS+SIt7

S; + mouvement brownien libre, et ; ; variable conjuguée pour
Xi,s,..-, Xns (de loi 75), I’entropie libre (relative aux variables
semicirculaires, Vo = 3 Y7, X?) est définie par :

* * n
X (X1,07"'7Xn,0|7—V0) =X (X1,07 nO)__ZT( 0)_§|Og(27r)

e} 1 5
- =&+ = X; dt
Sy E gl it

]

=) 2 Vo (Te)dt
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3.2 LSI libre : Cas potentiel quadratique

e Rappel dans le cas Vg = %Z,-X,-2 [Voiculescu] :

Theorem (Voiculescu)

* 1 *
—-X (Xl’o, '--7Xn,0 7’\/0) < §¢V0(X1:0""’X”70)'
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3.2 LSI libre : Cas potentiel quadratique

e Rappel dans le cas Vg = %Z,-X,-2 [Voiculescu] :

Theorem (Voiculescu)

X" (X1,0, -, Xn0

1o
7’\/0) < §¢V0(X1:0""’X”70)'

e Point clef de la preuve de Voiculescu : Calculer la variable
conjuguée &; + pour

1 [t
X,-t:X,-——f dsXis+ Sit
I’ 2 0 b ’

d'une facon particuliére.
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3.2 LSI libre : Cas potentiel quadratique

e Enloi Xj; =~ e 12X +/1- etSi1= )A(,-J, et dans ce modele
la variable conjuguée est donnée par différente formule :
N 1 R R ) e s T
-(i) & = \/ﬁEW*(Xl,t,...,X,,,t)(S"l) (utlllsee dans la définition
de x*(.|7y,) pour avoir existence de &; ;)
%€ PG+ V1-etS)
o Le pomt crucial est que I'on peut alors ecrlre
fi,t X t=€ t/2 EW*(X“ Xnt)(ﬁ,o ,o) et estimer :

Hé',f - l7t||2 <e tHfI,O - 1,0”2

_(”) éit = W*(Xlt
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3.2 LSI libre : Cas potentiel quadratique

e Enloi Xj; =~ e 12X +/1- etSi1= )A(,-J, et dans ce modele
la variable conjuguée est donnée par différente formule :
N 1 R R ) e s T
-(i) & = \/ﬁEW*(Xl,t,...,X,,,t)(S"l) (utlllsee dans la définition
de x*(.|7y,) pour avoir existence de &; ;)
%€ PG+ V1-etS)
o Le pomt crucial est que I'on peut alors ecrlre
fi,t X t=€ t/2 EW*(X“ Xnt)(ﬁ,o ,o) et estimer :

Hé',f - l7t||2 <e tHfI,O - 1,0”2

e Formulation en terme d'EDS :; ; = Eyy«(x, t,...,Xn,t)(gi,t) avec

_(”) éit = W*(Xlt

. 1 rt .
Sit=&io— 5 / dséi s+ Sit.
0

L' megahte vient alors du lemme de Gronwall puisque

5, it (51,0 I,O) i fo dS(EI s~ l,s)
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3.2 LSI libre : Cas potentiel convexe

e Soit plus générallement un polyndme non-commutatif V = V*
(et toujours D;V = mo gd;V). Soit donnée une solution de :

1 rt
Xie=Xi=5 fo dsD;V (Xps, oo, Xns) + it
Alors on a une formule de la variable conjuguée modelée pour

s'approcher de D;V(Xis, ..., Xns) (rappelons la notation
(a® b)#c = acb)
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3.2 LSI libre : Cas potentiel convexe

Theorem (D.)

Xi,t, ..., Xn,¢+ ci-dessus ont une variable conjuguée 5{ for t >0 (dans
M). Si on suppose de plus le résultat vrai pour t =0 et si on
considére la solution fl\/,t =&, - DiV(Xit, ..., Xnt) de 'EDS
linéaire :

Eye=E0-1123 [ o(DVOO)#E, s
J

Alors &L = Ew+(x: 57...,X,,,s)(£;) est la i-éme variable conjuguée de
(Xl,Sa -'~7Xn,s)
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3.2 LSI libre : Cas potentiel convexe

Theorem (D.)

Xi,t, ..., Xn,¢+ ci-dessus ont une variable conjuguée 5{ for t >0 (dans
M). Si on suppose de plus le résultat vrai pour t =0 et si on
considére la solution fl\/,t =&, - DiV(Xit, ..., Xnt) de 'EDS
linéaire :

Eye=E0-1123 [ o(DVOO)#E, s
J

Alors &L = EW*(Xl,sw--an,s)(E;) est la i-éme variable conjuguée de
(Xl,Sa -'-7Xn,s

Si de plus (0;D;V)jj > c(1®11,-)j in Mu(C ®45 C), alors
I'infirmation de Fisher libre relative a V :

O (XL, ..., X™) =X ||¢" - DVi||3 vérifie

Oy (XE, .., X)) < ety (X2, ..., XD).
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3.2 LSI libre : Cas potentiel convexe

1 t
Xit=Xio— 5 [0 dsD;V (Xi,s, ... Xns) + Sit

On peut définir I'entropie libre relative a V par :

* o 1
X (X1,05 ey XnolTv) = — fo §||§i,t ~ DV (X1, ey Xnp) |30t

e On remarque alors que I'on a la forme usuelle de LSI pour un
potentiel convexe (¢ > 0)

. 1
—X (X17 "'7Xn|TV) < Z Z ||§I - DfV(X17 -~7Xn)H2

o Conjecture : On s'attend a avoir la relation (classiquement
équivalente a un changement de variable) inconnue pour x* :

X (X1,0, -, Xnolmv) = X (X1,05 s Xno)-T(V (X105 ...s Xn0))—C.
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3.3 Inégalité de Talagrand libre

Theorem (D.)

Soit V comme précédemment et T, I'état de Gibbs libre, alors :

dw (7, 7v) <4/ —%X*(Th’\/)
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3.3 Inégalité de Talagrand libre

Theorem (D.)

Soit V comme précédemment et Ty I'état de Gibbs libre, alors :

2
dw(T1,Tv) < —;X*(T|Tv)

Rmq : Ceci généralise la variante avec entropie libre y

puisque :x"(7|7v) 2 x(7|7v) := x(7) - 7(V(X)) - C.
Idée de preuve [suivant Otto-Villani/Biane-Voiculescu n = 1]: Soit
un solution (faible) stationnaire de I'EDS libre (t >s) :

v = v - % f & Dy + 5D - 58 avec v = x,

Rappel : Xfi) =x0 - %[Ot dsD,-V(Xs(l), ...,Xs(")) + S,fi). On en
déduit une estimée infinitésimale pour la distance de Wasserstein :

an(X(0). () < =00, 0 x0) + o((£- 5.
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3.3 Inégalité de Talagrand libre : Idée de preuve

On calcule en dérivant (pour X de loi 7y):

—f(e) (dW(X(t+e) X) - (—— (X(t+e)|7’v))1/2)

2 —5(¢T/(X(t)))1/2 + \/ﬁ(qﬁ/(x(f)))(—x*(X(t)\Tv))’l/2
>0.

avec la derniere inégalité venant de LSI libre. On obtient donc une

fonction croissante et I'inégalité tend vers I'inégalité voulue
f(0) < f(+00) =0.
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Conclusion

e Question : Peut-on obtenir les LSI libres par un critére du
type > de Bakry-Emery?

e En particulier si on considére [ : C x C — C ® C°P donnée (pour
P,Qe€C) par:

re(P,Q) =2 0i(P)#0(0;(Q))

(avec c(a®@ b)=b®aet (a®b)#(c® d) =ac® db)

e Ceci est relié au générateur A (comme class. si S =1) du

semigroupe e t2/2 de la diffusion brownienne libre (pour

R,S€eC) :
Te7[(M(P,Q)(R*®S")]
_ %T(R*(A(PS*)Q +PA(SQ) - A(PS*Q) - PA(SY)Q).
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Conclusion

e De plus, si on définit (avec A® =A®1+1®A):

r3(P,Q) = % (F(A(P), Q) +T®(P,A(Q)) - A%(T2(P,Q)))

Alors pour V potentiel c-convexe, on a un analogue du critere
> qui est vérifié:

(P, P*) > cl®(P,P*)

e Question : Peut-on obtenir les LSI libres par un critere du
type > de Bakry-Emery? Peut-on améliorer le résultat par
estimée sur 0;g si &= D;g ?
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e De plus, si on définit (avec A® =A®1+1®A):

r3(P,Q) = % (F(A(P), Q) +T®(P,A(Q)) - A%(T2(P,Q)))

Alors pour V potentiel c-convexe, on a un analogue du critere
> qui est vérifié:

(P, P*) > cl®(P,P*)

e Question : Peut-on obtenir les LSI libres par un critere du
type > de Bakry-Emery? Peut-on améliorer le résultat par
estimée sur 0;g si &= D;g ?

Merci de votre attention.
Et bon appétit !
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