EQUATIONS DE NAVIER-STOKES SUR DES DOMAINES MINCES
TRIDIMENSIONNELS ET ESPACES ANISOTROPES

DRAGOS IFTIMIE

INTRODUCTION

Les équations de Navier-Stokes sont les suivantes:

Ou+u-Vu—vAu = —VP pour (t,x) € Ry x
(N-S) div u(t,-) = 0 pour (t,x) € Ry x Q,
uli=o = wug sur Q.

Ici, u(t, -) est un champ de vecteurs sur €, ug est la donnée initiale et P : Ry xQ — R est la
pression. Le domaine Q2 sera R? ou bien R?x]0, 27e[, ou bien le tore avec une minceur ¢ dans
la troisieme direction T. =0, 27[x]0, 27[x]0, 27e[, € > 0. Le terme de force est supposé
nul seulement par souci de simplicité; les théoremes qu’on donne peuvent étre énoncés avec
un terme de force. L’étude mathématique rigoureuse des ces équations a été commencée
par Leray [8]. Malheureusement, le probleme de savoir si ces équations admettent des
solutions globales pour toutes données initiales assez régulieres reste non-résolu, sauf pour
la dimension 2 ou on sait qu’il existe une unique solution globale si la donnée initiale est
de carré intégrable. Pour les dimensions supérieures ou égales a 3, on connai t l'existence
d’une solution globale faible non-unique pour des données initiales de carrés intégrables et
I’existence d’une solution locale forte unique pour des données initiales assez régulieres. Si,
en plus de la régularité de la donnée initiale, on prend comme hypothese la petitesse de
celle-ci, alors la solution forte locale est en fait globale et le probleme est résolu. Dans ce
qui suit, on se propose d’améliorer cette condition de petitesse ainsi que la régularité de la
donnée initiale.

Raugel, Sell [[1], [T2] ont eu I'idée d’utiliser les bonnes propriétés du systeme 2-dimensionnel
pour trouver des bonnes propriétés pour le systeme 3-dimensionnel. Evidemment, ceci ne
suffit pas pour démontrer que le systeme 3-dimensionnel est bien posé: on trouve seule-
ment que les données initiales peuvent étre choisies ”grandes” si on travaille sur un domaine
"mince”. Les résultats de G. Raugel et R. Sell sont difficiles a énoncer, donc on donne une
approximation seuleument. Ils se plagent sur un domaine du type wx]0,¢[, w étant un
domaine régulier de R?, et ils considerent plusieurs types de conditions aux limites; leurs
meilleurs résultats s’énoncgent sur le tore de minceur € T, et ils démontrent qu’il existe une
unique solution globale si 1°‘on suppose que
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et )

(I = M)uol|mi(r.) < Ce75,
ou M est la projection sur 'espace des fonctions qui ne dépendent pas de la troisieme
variable et Mu} est la troisitme composante de Muy.

L’idée de leur preuve est d’améliorer les constantes des inclusions de Sobolev en tenant
compte de la minceur du domaine. Le méme probleme d’amelioration des inclusions de
Sobolev sera abordé d’une autre maniere dans ce travail. Au lieu d’utiliser des espaces
de Sobolev classiques, on préfere introduire des espaces anisotropes afin de particulariser
et séparer la régularité dans la troisieme variable. Ceci nous permettra de calculer de
maniere optimale les constantes des inclusions de Sobolev en fonction de la minceur en la
troisieme variable. De plus, on pourra prendre des régularités minimales sur la donnée
initiale, & savoir régularité L? sur la partie 2-dimensionnelle Mu et régularité H 2 sur le
reste (I — M)u. Le prix a payer est que la nature des espaces qu’on utilise nous contraint &
travailler sur des domaines sans frontieres et qu’il faut refaire ’existence des solutions dans
ces espaces inhabituels. Il se trouve que ces espaces anisotropes ont un intéret meme sur
des domaines qui ne sont pas minces. Ils permettent de prendre des données initiales avec
toute la régularité concentrée sur la troisieme variable. Comme il n’y a pas de régularité
requise (autre que L?) dans les deux premieres variables, on est en droit d’attendre que nos
espaces ne soient pas inclus dans d’autres espaces de faible régularité utilisés comme espaces
de données initiales pour Navier-Stokes. C’est effectivement le cas, comme la proposition
P le montre.

L’utilisation des espaces anisotropes impliquera l'obtention de l’existence et l'unicité
globale des solutions dés que

HMUOHiQ(’JI‘Q)
(1 — M)UOHH%(TE)GXP 02 <Cv.

Cette inégalité peut étre interprété de plusieurs manieres. Elle est vérifiée si

Mug||?
(1 = M)uol| g (r.) exp (%) < Crez,

N

Cv?

ou, si pour tout a > 0,

Enfin, si 'on a besoin d'un Mug plus grand, il suffit de prendre M, aussi grand qu’on
veut, le désavantage étant que (I — M)ug doit étre supposé exponentiellement petit.

Les méthodes de G. Raugel et R. Sell consistent a appliquer les projections M et I —
M a lI’équation et a faire des estimations d’énergie sur les deux équations obtenues. Ils
démontrent d’abord que (I — M )u devient rapidement petit et ensuite ils utilisent ceci pour
conclure que la solution existe globalement. Une philosophie différente sera a la base de
nos démonstrations: on ne va essentiellement utiliser que I’équation sur (I — M )u et ceci en
localisant en fréquence et en faisant des estimations d’“énergie sur ces localisations. L’idée

de la petitesse de (I — M)u n’apparal t donc pas. En plus, on obtient que (I — M )ug peut
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étre pris considérablement plus gros que Mug, ce qui n’est pas vrai pour les résultats de
G. Raugel et R. Sell. Mentionnons aussi que les techniques de nos preuves sont inspirés
des travaux de Chemin [3] et Chemin, Lerner [4]. Elles contiennent, en particulier, I'idée
d’intégrer en temps avant de prendre les normes en espace.

Enfin, citons les travaux de Temam, Ziane [I4], [T5], ot une grande variété de conditions
aux limites et des domaines courbes sont considérés.

1. ETUDE DES ESPACES ANISOTROPES

Dans cette partie on va introduire les epaces anistropes et on étudiera leurs propriétés.
Afin de se placer dans une situation commune au cas des domaines minces et au cas
des domaines quelconques (mais sans frontiere), on commence par prendre des fonctions
périodiques sur [0,27]3, tout en sachant que ce travail peut étre formulé dans R3, par
exemple. Ce sera d’ailleurs cette formulation qu’on va utiliser au moment des comparaisons
avec les autres espaces de faible régularité utilisés dans la théorie des équations de Navier-
Stokes. Mentionnons aussi que des théoremes de produit, mais dans des cas sur-critiques,
ont été démontrés par Sablé-Tougeron [[3] pour des espaces légéremment modifiés, les
espaces de Hormander. Les applications qu’on leur trouvait étaient pour des problemes de
régularité a la frontiere.

On note par M la projection orthogonale dans L? (ainsi que dans tout les epaces de
Sobolev) sur les champs de vecteurs qui de dépendent pas de la troisieme variable. Cette
projection est donnée par

1 27
Mu(zy,x5) = %/ u(x) dxs.
0

On introduit la norme

[l = |1+ 10" (1 + ) ]

e’

et I'espace normé correspondant H** Il est clair que cette espace possede la régularité de
Sobolev s dans (z1,23) et la régularité de Sobolev s’ dans la troisieme variable x3. On
verra plus tard que 'espace H 5’%_5, 0 < § < 1 peut étre pris comme espace de données
initiales pour Navier-Stokes. Il est tres tentant de prendre 6 = 0 car alors la régularité
en (r1,7) est minimale, c’est & dire L?. Malheureusement, ceci n’est pas possible dans le
cadre H** | car la régularité dans la troisieme variable devient H %, donc on est amené a
faire des produits de fonctions 1-dimensionnelles qui sont H 2, Or, on sait tres bien que,
en dimension 1, I'espace H 2 nlest pas une algebre. Ceci nous suggere de remplacer la
régularité de Sobolev par une autre régularité du méme niveau et qui a la propriété d’etre

1
une algebre. Cette régularité sera celle de Besov B3 ;. Il faut donc construire des epaces

avec la régularité H* dans (1, 22) et la régularité Bl | en x3. Pour faire ceci, on va utiliser

une décomposition dyadique double, c’est a dire qu’on localise séparément les fréquences
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(&1,&) et &3. Soit u une fonction périodique avec la série de Fourier

= Z u, exp(in - ), u, € C.

nez3
Pour ¢ > 0 et ¢ > 0, on définit

|
Sou = Z Uy exp(in - z)x(—= 50 )
nez3
Syu = Z U exp(in - ) (]n3|)
= D unexp(in - 2)x(,
nez3
A:I — S(II — q 19 A/ S(/]
" 1 " 1
Ay =S] =S5 1,A0 =5
Sq.q = S¢Sy
Agg = ALAY
Sq = S4q
Ay =5;— 541,80 = S,
ou x : R — R, est une fonction a support dans | — 1, 1] et égale a 1 pres de [0, 2] Avec
cette définiton on peut introduire la norme
def s+q's’
ul s = |[27°7 1A ull L2 21’

ott la norme ||| ;2,1 signifie la norme ¢! en ¢’ d’abord et la norme ¢? en g ensuite. L’espace
, /
correspondant est noté par HB*° .
Remarquons que

20405 | A

|uls,s ~ gVl 2 2

Un outil important dans 1’études des espaces H**, HB** est le lemme de Littlewood-
Paley suivant:

Lemme 1. Siu est une fonction périodique sur [0, 2] telle que

suppu C {5 ER? €] < Ay, |&] < )\2},

1<a; <b <00, 1 <ay <by <ooa=(ag,aas) est un multi-index, alors

arton+2(5r—50) | ast+(o5—p5)
)‘2

Ha uHLbl b < C/\

ot la norme ||| 5., Signifie la norme L en x5 d’abord et la norme LP en (x1,x2) ensuite.

HuHLalv% )

Les résultats de base sur les espaces anisotropes sont les théoremes de produit. Ils
montrent que la perte de régularité se fait séparément sur les variables (x1,z5) et z3 et
cette perte est celle qu’on a classiquement en dimension 2 (perte 1), respectivement 1
(perte %) Par conséquent, on a une perte globale de 2 5, c’est a dire la perte optimale en
dimension 3; ceci impliquera qu’on peut prendre la régularité minimale sur wy, c’est a dire
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une régularité de niveau % On peut aussi faire le produit de deux fonctions, dont I'une est

indépendante de la troisieme variable. Dans ce cas, le théoreme de produit affirme que la
perte ne se produit qu’en la variable (z1,x2), et cette perte est celle correspondante a la
dimension 2. En d’autres termes, quand on fait le produit d’'une fonction 2-dimensionnelle
avec une fonction 3-dimensionnelle, la perte est celle de la dimension 2 et non pas celle
de la dimension 3. Ceci est tres important, c’est ce qu’il va nous permettre de prendre la
régularité minimale sur vy, c’est & dire L2. Enfin, le théoreme des produits sur les espaces
HB** montre que la propriété d’algeébre réquise est vérifiée: on peut faire le produit de
deux fonctions H B* sans perdre de la régularité inutilement. Les théoréemes suivants sont
vrais:

Théoreme 1. Soient u € H>*', v € H tels ques<1,t<1,s+t>0,8 <1 t' <let

s+t >0. Alors wy € HsH—15"+'=3 ¢

’uvls+t—1,s'+t'—% < Cluls,or|v]ee-

Théoréme 2. Soient v € H*(T?), w € H" tels que s < 1, t <1, s+t > 0. Alors
vw € H¥ 1 et

|Uw|s+t—1,t’ < C|U|s|w|t,t“

Théoréme 3. Soient w € HB*¥, v € HB" tels que s <1, t <1, s+t > 0,5 < 1,
1

t < %; s+t >0. Alors uwwv € HBstt-1s'+'=5 o4

1 S C|U‘HBS,5’|U|HBt,t/-

|UU|HBs+t—1,s/+t/_2.

Théoréme 4. Soient v € H*(T?), w € HB" tels que s < 1, t < 1, s+t > 0. Alors
vw € HB* LY et

[vw| a1 < Clofs|lw|gper.

Idée de la preuve du théoréme []. La démonstration immites I'argument classique dans les
epaces de Sobolev mais séparément en les variables (x1,z5) et x3. La modalité pratique
est I'introduction d’une décomposition en paraproduit et reste analogue a celle de Bony
[M], mais dans deux directions indépendantes. On rappelle la décomposition de Bony:

wv = T(u,v) + R(u,v) + T(u,v),
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ou

v) = Z Sqg—1u Ay,
q
Z Ayulgv,

lp—q|<1

T(u,v) = T(v, ).

I est classique que, en dimension d, T : H* x H' — H s+=5 est bien définie et continue si
s < %. La méme chose est vraie pour R si s +¢ > 0 (voir [1], [6]). Ici on utilise I'analogue
de cette décomposition

wo — (T/ + R + T’)(T” + R _'_j?//)
ou le produit est défini comme la somme de 9 termes. Il est facile de donner la définition
de chaque terme, on le fait pour 7"R":

T'R" (u,v) Z Z R VA NS T30 VAR

1=—1p1,p2

On démontre que chacun des termes est continu de H** x H' & valeurs dans H*+H—15'+'~3
sous des hypotheses moins fortes qui se déduisent canoniquement des théoremes de produit
classiques. Pour le terme T'R" par exemple, il suffit de supposer que s < 1 et s’ +¢ > 0.
La preuve utilise des espaces LP anisotropes et le lemme d’échantillonage [l en séparant
autant que possible les variables (x1, z5) et x3. O

Enfin, une derniére proposition nous montre comment éviter certains cas critiques au
moment des estimations d’énergie.

Proposition 1. II existe une constante C' telle que pour tous v € H*(T?) et w tels que
dive =0, Vw € H"', s <2, t <1 et s+t > 0 il existe une suite (a,, ) telle que

|< Aq,q/(v : Vw)\Aqu/w >‘ < C’aqu/2_q(5+t_l)_q/t,\U\s]Vw\tyt/HA(M/wHLz,
avec ||agql,. = 1.

Des propositions similaires d’évitation de cas critiques sont démontrés dans Chemin [3]
et Chemin, Lerner [4].

2. LE CAS DE L’ESPACE ENTIER

Le but de section est d’exhiber des espaces de données initiales de régularités aussi faibles
que possible. Par espace de données initiales on comprend un espace tel qu’il existe une
unique solution locale pour toute donnée initiale dans cet ensemble et une unique solution
globale pour toute donnée initiale petite dans cet espace. Le meilleur résultat dans I’échelle
des espaces de Sobolev est donné par Fujita,Kato [6]. Ils prouvent qu’on peut choisir les

.. 1 . . 1 " ,

données initiales dans H2. D’autres espaces qui contiennent H2 ont étés trouvés: Cannone

. " . —142 .

[2] et Planchon [9] travaillent avec les espaces Bpo ¥, 2 < p < oo et Kozono, Yamazaki
6
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_ —143
[@] trouvent que les espaces Np g, 1 < ¢ < p < 0o, p > 3 suffisent. La norme dans les
3

—1+ 3
espaces Ny 408 est donnée par

_143); 3_3
lull —ves = (27757 sup sup Re~o| Ajull cagpieo,m ||
Np,q,00 zo€R3 R>0 poo

_1+_

ou B(xg, R) est la boule de centre zy et rayon R. Il est clair que Bpoo = Nppod -

est intéressant de remarquer que tous ces espaces sont inclus dans C~! et sont 1nvar1ants
par le changement d’échelle qui laisse invariant le systéme de Navier-Stokes: wu(t,x) <
Au(At, \2x).

Les méthodes employées dans ce travail sont différentes de celles utilisées par M Cannone,
F. Planchon, H. Kozono, M. Yamazaki. Ils réduisent tous le probleme a une équation
intégrale et appliquent un théoreme de point fixe en prouvant la continuité de 'opérateur
bilinéaire qui provient du terme non linéaire. Ici, I'idée principale consiste a localiser en
fréquence, a faire des estimations d’énergie sur ces localisations et d’en déduire une inégalité
différentielle qui nous permet de conclure a 'aide du lemme de Gronwall.

On démontre les théoremes suivants.

Théoreme 5. Considérons (N-S) dans R3. Si 0 < & <1 et ug € H*>2° alors il existe un
temps T* >0 et une unique solution de (N-S) sur [0,T*] qui appartient a

LY0, T*[; H3"537%)

et )
L0, T*[; H>27°).
De plus, il existe une constante C' telle que HuOH&%ﬂ; < Cv implique T* = oo.

P 1
On a un théoréme analogue pour I'espace HB%z.

Théoréme 6. Considérons (N-S) dans R®. Siug € HBz alors il existe un temps T* >0
et une unique solution de (N-S) sur [0,T*] qui appartient a
LY(J0. 7", HB=%)
et X
L=(0, " HB*Y).
De plus, il existe une constante C' telle que HUOHHBO’% < Cv implique T* = co.

11 est facile voir que HB%2 < C(R,,; L*(R?)).

La proposition suivante fait la comparaison entre les théoremes ci-dessus et les résultats
déja connus.

1 1
Proposition 2. i) Si0 < § < 1 5 el p > max (5 1 5) alors

H%2 0 B_ Lty — L

7



ii)H%z ¢ 1.

5 143
ii1)Si1 < q<p<32, p>3, alors HB"2 ¢ Np’,'q,olo donc HB%z ¢ Bp,i:” V2<p<oo.
iv)HB%: — C~1.

La propriété i) montre les solutions du théoreme | ont déje été construites par Cannone
2], Planchon [9] et Kozono, Yamazaki [7]. Le point i) montre que lespace H%z est
tres intéressant comme espace de données initiales, mais on ne peut pas l'inclure dans nos
résultats. Enfin, la propriété iii) dit que I'espace H B%3 n’est inclus dans aucun des espaces
de Kozono, Yamazaki au moins pour certains p et ¢g. L’auteur ne sait pas si ceci reste vrai
dans les autres cas.

3. LE CAS PERIODIQUE SANS HYPOTHESE DE MINCEUR

Le but de cette partie est de montrer que si I'on prend une petite perturbation d’une
donnée initiale 2-dimensionnelle de carré intégrable, alors on obtient une donnée initiale qui
génere une unique solution globale. On donne aussi une estimation de la taille de 'erreur. 1l
est clair maintenant pourquoi on a besoin d’équations périodiques; autrement une fonction
2-dimensionnelle de carré intégrable n’est pas de carré intégrable en tant que fonction 3-
dimensionnelle, constante dans la troisieme variable. Des résultats de stabilité ont déja été
démontrés par Ponce, Racke, Sideris,Titi [I0] mais la norme de la perturbation n’est pas
estimée et la partie 2-dimensionnelle est prise dans H' N L! et non pas dans L?, I'hypothese
optimale. La raison de cette perte de regularité est que les espaces de Sobolev usuels ne sont
pas bien adaptés pour faire le produit d’une fonction 2-dimensionnelle avec une fonction
3-dimensionnelle. Cette difficulté est évitée ici en utilisant les espaces anisotropes. Ces
espaces sont en méme temps plus grands que les espaces de Sobolev usuels, donc on obtient
aussi des théoremes plus généraux.

Considérons une donnée initiale uy qui s’écrit comme la somme d’une fonction 2-dimen-
sionnelle vy et d’un reste wy. On écrit le systeme de Navier-Stokes comme deux systemes
couplés; le systeme de Navier-Stokes 2-dimensionnel avec donnée initiale vy et le systeme
sur w qui se déduit.

ov+v-Vo—vAv = —Vp
(1) divo(t,r) = 0
U\tzo = o
et
ow+w-Vw+w-Vo+v-Vw—vAw = —-Vp”
(2) divw(t,-) = 0
Wl=o = wo.

Comme v est 2-dimensionnel et comme les estimations d’énérgie usuelles suffisent pour
assurer 1'unicité des solutions 2-dimensionnelles, il s’ensuit que 1’équation sur v n’est pas
importante. Donc seule ’équation sur w compte vraiment. C’est sur cette équation qu’on
va appliquer les méthodes développées dans le cas de I’espace entier. On montre le théoreme

sulvant.
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Théoréme 7. [l existe une constante C' = C(9) telle que si la donnée initiale se décompose
Uy = vy + Wy, 0l vy et wy sont de moyenne et divergence nulle, vy € L*(T?), wy € H%39
et

2
3) wilg g exp (”?”52> <o,
’ 1%

alors le systeme (N-S) admet une unique solution globale avec w dans
L}(]0, 00[; H22:272) 1 L*(J0, 0of; H2 ™),

ot v,w sont les solutions des systémes couplés (1) et (B). De plus, si on rénonce a la
condition de petitesse, on obtient alors une solution locale avec les mémes propriétés.

, N . / \ . .
Un théoreme analogue est vrai dans le cadre des espaces HB**, c’est a dire si l'on prend
s e s 1
vy de carré intégrable et wy € HB%2.

Esquisse de la preuve. Dans ce qui suit on donne une idée de la preuve et on montre com-
ment la condition de petitesse (J) apparal t naturellement.
En appliquant A, a I’équation de w et en multipliant par A, ,w on obtient

d
%HAq,q’wH?ﬂ + VHA%q/VU)H%? < C|<Aq,q’(1 — M)(w - vw)‘Aq,q’wH
+ C|<Aq,q/ (v Vw)‘Aq,q’wH + C’<Aq,q’ (w - VU)|Aq,q’w>|-

P ) . . /
En sommant sur ¢,q’, en utilisant la caractérisation des espaces H®® par couronnes
dyadiques, les théoremes de produits ainsi que la proposition [I] on trouve

d
E|w|§’%76+2V|VUJ|§’%76

< C’|v|1|Vw|57%_5|w|57%_5 + C|w|57%_5|Vw|§7%75

C\oop e 2 v 2
< ;‘U|1|w‘57%_5 + C’w’6,%—6’vw‘57%_5 + iva‘gé_a'

On en déduit

d 3v
i Wags Ty IVelsy s <

Q

CloRkel2y s+ Cluls sl Vul?, s
Supposons que

< v
|w|57%_5 =50

Ceci entral ne

d’ou, par Gronwall,



Or, les estimations d’énergie classiques montrent que

t
C
/ () dr < < vl
0 1%

ce qui conduit a

C
w(®)2s 5 < hwol?ysexp( ol ).

Par conséquent, si le terme de droite est assez petit, on peut en déduire que wy reste petit
1
en norme H%27% pour tout temps. D’oll I'existence globale de la solution forte. O

4. LE CAS DU TORE MINCE

Le but de cette section est de faire ’étude asymptotique des équations de Navier-Stokes
sur T, = [0, 27] x [0, 27] x [0,27e] quand ¢ — 0. Par étude asymptotique on comprend la
démonstration de I'existence et de I'unicité globale des solutions pour des données initiales
dans des ensembles optimaux, dont les diametres devraient converger vers l'infini quand
I’épaisseur converge vers (0. Pour faire ceci, il est naturel de travailler dans des espaces
ou la troisieme variable est distinguée. Il apparai t que les espaces anisotropes introduits
sont de nouveau bien-adaptés. Afin d’avoir une dépendance optimale de ¢ des normes de
w, il faut avoir de I’homogeneité dans la troisieme direction, a savoir Mw = 0. Or, si ceci
est vrai a l'instant initial, rien ne dit que ca reste vrai pour tout temps dans le cadre des
systemes (), (B). C’est pour cette raison qu’il faut les remplacer par d’autres systemes
couplés. Ils s’obtiennent en notant v = Mu, w = (I — M)u et en appliquant les projections
M et I — M a I’équation vérifiée par wu.

o +vVu+ M(wVw) —vAv = Vp

dive = 0
Vim0 = v (= Muy)
et
Ow +vVw +wVo + (I — M)(wVw) —vAw = Vpy
divw = 0
wl=o = wo (= Muwy).

Afin d’avoir une dépendance optimale de ¢, il faut travailler avec des normes homogenes.
Il faut tout redéfinir canoniquement, afin d’obtenir des espaces "naturels”. Dorénavant,
toutes les constantes sont supposées indépendantes de €. Pour une fonction périodique u
qui s’écrit sous la forme

u(q;) = g*% Z Uy, €XP (i(nlxl + NaZo + %1’3)) )
nezs c
10



on redéfinit

!

s = |

s34 s
w1+ (27|
1 2me
M = — d
u(wy, x2) 27?5/0 u(z) dxs,
_1 . n n’ n
Aggu(x) = 3" upexp (mml + nas + fxg)) ¢(|2—q‘)¢(l£2z,|),
nezs
avec ¢ une fonction appropriée. La norme homogene || - |s+ s’applique a des fonctions

homogenes dans la troisieme variable (Mu = 0) et est équivalente a la norme | - |, o

Théoreme 8. Considérons les équations de Navier-Stokes sur le tore T, et 0 < § < % 1l
existe une constante C = C(§) indépendante de e telle que si l’on considére une donnée
initiale uy de moyenne et divergence nulle, vg = Muy € L*(T?), wy = (I — M)ug € H3—9

et
Vo122
||w0|5,§—5 €xXp (7(]”2 < Cv,

alors les équations de Navier-Stokes ont une unique solution globale avec w = (I — M)u
appartenant a l’espace

L*(J0, o0[; H227%) 0 L]0, 00f; H2 7).

Lo . P 1
Un théoréme analogue est vrai avec vy de carré intégrable et wy € HB%2.

Idée de la preuve. La remarque essentielle est que les constantes des théoremes de produits
écrites en normes homogenes ne dépendent pas de €. Comme les preuves qu’on donne
reposent sur ces théoremes de produit, il s’ensuit que la constante qui sort a la fin est
indépendante de . C’est exactement 1’énoncé du théoreme.

Montrons que la constante du théoreme [ ne dépend pas de €. Soit u.(xy, s, 23) =
Veu(zy, x2,ex3). Calculons la norme || - |s¢ de uw en fonction de la norme || - |5 ¢ (pour
e=1)dewu.. Ona
n3

_s/

/
|| =<
02
Avec ces remarques, le théoreme [I] écrit en norme homogene et pour ¢ = 1 implique
trivialement celui pour € arbitraire. En effet,

1

||uv|s+t—1,s/+t/_% =2

— /.
€ Hua|s7s

un(1+ [n'[)*(

lules = | w1+ ')ny |

€

—s'—t

’_ g4t
o ||(uv>5|s+t—1,s’+t’—% = ||U’€U€|s+t—1,s’+t’—%

et
1yt
sgt

Hu’s,S’”U =€ Huals,S’”vE‘t,t"

D’ou le résultat. O

Un corollaire immeédiat dit
11



Corollaire 1. Il existe une constante C' > 0 indépendante de € telle que si

ool 72 e
’w0|H%(T5) exXp W() < CV,

alors les équations de Navier-Stokes admettent une unique solution globale avec donnée
mitiale ug.

Preuve. 1l résulte immédiatement de la remarque H 2 C H%: 9, O
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