Singularité simple en dimension 2
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1 Théorie de Grothendieck-Brieskorn-Slodowy

1.1 Singularité simple

Soit G’ un sous groupe fini non-trivial de SLy(C). G opere sur C? et cette action est
libre sauf 0 € C2. On voit que le quotient C?/G est singulier 4 0 € C?/G.

Définition 1.1 (cf. [D]). On appelle (C?/G,0) une singularité simple.

Rappelons que G est isomorphe & un sous-groupe de SU(2) car une représentation
d’un groupe fini sur C est unitarisable. Donc, a 'aide du revétement double ¢ :
SU(2) — SO(3), on obtient la classification de G a un conjugé pres:

G C SU(2) »(G) C SO(3)
Groupe cyclique | C,, = (ala™ = 1)
D, (n>2) D, = {(a,b,cla®> = 1* = ¢ = abc = 1) (groupe diédraux)

T T = {(a,b,cla* = > = & = abc = 1) (groupe tétrahedre)
@ O = (a,b,cla* =1® = ¢* = abc = 1) (groupe octahedre)
A O = (a,b,cla® =b* = ¢® = abc = 1) (groupe icosahedre)
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On sait que C[C?/G] = C[C?]% est engendré par 3 éléments, i.e., C2/G C C.
Exemple 1.1. Soient G = C,, (n > 2) et C[C?| = Clx,y]. Comme C, C SU(2) est

, w 0 . . : " .
engendré par <O w‘l)’ ol w est n-ieme racine d’unité, on obtient

Cla,y)% = Clay,2",y"] = C[X, Y, Z] (X" = Y Z).
C’est une variété torique.

Soient 7 : X — C?/G la résolution minimale et 71 (0) = U, E; la décomposition
de l'ensemble exceptionel en composantes irréductibles. Donc, en particulier, on a
7 1(C%/G \ {0}) = C?*/G \ {0} et E; = P. En 1934, P. Du Val [DuV] a montré
que la matrice (—(E; - E;));_, est une matrice de Cartan de type décrit ci-dessous:

G Type de Configuration Equation dans C3
i1 (n>1) A, X"+YZ=0
Dypo (n>4) D, X 4 XY2+22=0
T Es X44+Y34+22=0
O E; XY +Y34+22=0
7 Eg X4+ Y34+22=0

Dong, ici se pose les problemes suivants:

1. Etablir une relation entre une singularité simple et le systeme de racine du type
correspondant.

2. Trouver une relation directe entre un sous-groupe fini et le systeme de racine du
type correspondant.

Ici, on traitera le premier probleme. Le deuxieme probleme est la correspondance de
McKay et une approche intéressante est donnée par H. Cassen et P. Slodowy [CS].

1.2 Quotient adjoint

Soient g une algebre de Lie simple de dimension finie sur C, b une sous-algebre de Borel
de g et b = h & n la décomposition de Levi, i.e., h un sous-algebre de Cartan et n une
sous-algebre nilpotente. Soient G un groupe de Lie correspondant a g et B le sous-groupe
de Borel correspondant a b. Sauf cette section, on suppose que 'algebre g est de type
Al, Dl ou El.

Soit NV le cone nilpotent de g, ensemble des éléments nilpotents de g.

Exemple 1.2. 1. Pour g =sl,, on a

N=23 (77
z —x
2. Pour g =sl,, on a

N = {A € gltr(A?) = tr(A%) = - - = tr(A") = 0}.

x2+yz:0}.

Notons que tr(A*) est G-invarinate.



Remarque 1.1. En 1963, B. Kostant [K] a montré que (N,0) est une singularité nor-
male.

Maintenant, on va généraliser Exemple 1.2.2. La clef est du théoreme de la restriction
de C. Chevalley:

Théoréme 1.1. S(g)¢ = S(h)".

Un isomorphisme est donné en associant f € S(g)¢ = C[g*]¢ a f|]y» € C[h*]V =
S(h)W. D’ici maintenant, on identifie g & son duale g* par la forme de Killing.
Par ce théoreme, on peut définir

X:9—8//G=bH/W,

en associant z € g a G.xsNh € h/W, ot © = x5 + z,, est la décomposition de Jordan et
Chevalley, i.e., s semi-simple et x,, nilpotent tels que [zs, z,| = 0.

Définition 1.2. L’application x est dite le quotient adjoint.
Le cone nilpotent A est donc I'image réciproque de 0 € b/TW. De plus, on a

Théoréme 1.2. Le quotient adjoint x : (g,0) — (h/W,0) est une déformation semi-
universelle de (N, 0).

1.3 Théoréeme de Grothendieck

Rappelons que
Lopu:GxBn— N; (g;2) — Ad(g)(z) est une résolution de (N, 0).
(La résolution de Springer [Sp])
2. G xBn = T*(G/B) via la forme de Killing et I'application p est I'application
5 . ~ B T . N
moment de 'action G~ G x” n par la multiplication a gauche.
Ici se pose la question

Y a-t-il une déformation (semi-universelle) de la résolution de Springer
compatible avec le quotient adjoint ?

Voici la solution. Considérons le diagramme:

GxBn—"g (1)

g—qu/w

, ou x est le quotient adjoint, ¢ la projection canonique de b sur h/W, 1 et 6 sont définies
par

U(gix) = Ad(g)(x),  O(g;h+n):=h,
pourge G,x€b,hebhetnen.
Théoréeme 1.3 (A. Grothendieck). Le diagramme (1) est une résolution simultanée pour
X-

Pour une démonstration, voir e.g., [S11], [S12].
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1.4 Théoreme de Brieskorn et Slodowy

Maintenant, on revient a une singularité simple en dimension 2.
Rappelons que pour tout z € g,

1. dim G.zx est pair grace a la structure de Kirillov-Kostant-Souriau et que

2. dimZy(x) —rgg € 2Z>¢, ou Zy(z) := {x € g|[x, z] = 0} est le centralisateur de z.
En particulier, N est AdG-stable et on sait que

1. Il existe z € N tel que dim Z,(z) = rgg (nilpotent régulier). L’ensemble de tels
éléments forme une orbite unique et G.z est dense dans N.

2. Il existe zinN tel que dim Z4(z) = rgg+2 (nilpotent sous-régulier). L’ensemble
de tels éléments forme une orbite unique.

En 1970, E. Brieskorn [B] a annoncé le théoreme suivant:

Théoréme 1.4. Soient x € N un élément nilpotent sous-régulier et S C g un slice
transversal a G-orbite de x. Alors, la réstriction du quotient adjoint

X|S : (Sa JZ) - (h/W7 6)
est une déformation semi-universelle de la singularité simple correspondante.
Donc, en particulier, ce théoreme implique que

(SNN,z) = (SN x 1(0),z) est une singularité simple correspondante.

Une démonstration de ce théoreme est publiée par P. Slodowy [S11], [SI12]. Le corollaire
suivant est aussi montré par P. Slodowy (loc.cit.):

Corollaire 1.5. La restriction de la résolution de Grothendieck

) P—

9|¢—1(5)J/ J/Xls

——

est une résolution simultanée pour x|s : (S,z) — (h/W,0).

Maintenant, on va construire le slice S explicitement.
Le point de départ est T,.(G.x) = x + [g, z].

Lemme 1.6 (Jacobson et Morozov). Pour tout x € g\ {0} nilpotent, il existe un mor-
phisme ¢ : sly — g tel que z € Imep.

Soit f € g un élément nilpotent. Par le lemme de Jacobson et Morozov, il existe
e, h € g tels que
[hae]:2€7 [h7f]:_2f7 [eaf]:h'
Posons a := Ce & Ch & Cf = sly. a agit sur g par I'action adjoint et il est claire que

[/ 810 Zg(e) = {0}
Définition 1.3. L’espace affine Sy := f + Z4(e) est dit un slice de Slodowy.



1.5 Exemple

Ici, un exmple détaillé pour g = sl3 sera donné.
Dans ce cas,

000 010
f=110 0], e:=(0 0 0
000 0 00
sont d’éléments nilpotents sous-réguliers dans g. Un slice de Slodowy a f est paramétrisé
par
Tz t z
Spi=f+ Zyle) = 1 = 0 (z,y,2,t) € C*
0 y —2zx

Soit A € Sy une matrice avec la paramétrisation ci-dessus. Comme det(Ald — A) =
N — (32?2 + t)A + 22 — 2tx — yz, la réstriction du quotient adjoint a Sy est donnée par

Xls; : Sy — /W =C* A — (32° +1,20° — 2tw — yz).
Donc, pour (a,b) € C* = /W, on obtient
x H(a,b)} = {(x,y, 2) € C*lyz = 82° — 2ax — b}.

Le discriminant I de x|s, est donc donné par

]D)—{(a,b)EC2 F =0,

oF _OF _0F _
oxr Oy 0z
={(a,b) € C*4a® — 27b* = 0}.
Rappelons qu’on a aussi la projection canonique
(Zﬁ . h — h/W &= (CQ, h = diag(hl, hg, hg) — (—(hlhg + h2h3 + hghl), —hlhghg).
Posons a := —(hihg + haohs 4+ hshy) et b := —hihohs. On peut vérifier que

40 — 270" = (hy — ho)*(2h1 + ha)*(hy +2h2)* =[] (hi — hy)*.

1<i<j<3
Ceci dit que
hy 0 0
¢~ (D) = 0 hy 0)eb] J] (hi—hy)*=0
0 0 hs 1<i<j<3
= U Haa
aEA L

ou A, est 'ensemble des racines positives de g et H, est 'hyperplan normal a a. C’est
a dire, ¢~ (D) est Pensemble des murs des chambres de Weyl.




2 Interpretation a la géométrie symplectique

Le but de cette section est de reformuler le théoreme 1.3 et le corollaire 1.5. En suite,
on expliquera une raison pour laquelle ces déscriptions ont un avantage. Ici, on reprend
les notations utilisées dans la section précédente. Voir [Y] pour le détail.

2.1 Réformulation

Par le théoreme de la restriction de C. Chevalley (cf. Théoreme 1.1), on a le quotient
adjoint

J:. gt — b /W.
Soient H, U le sous-groupe de GG correspondant a b, n, respectivement.
L’action a gauche G ~a /U induite par la multiplication souléve a une action symplec-
tique sur T*(G/U) 2 G xYnt:  ¢'.(g;2) :== (¢'g;x) pour g, ¢’ € G et & € nt
L’action a droite G/U " H induite par la multiplication souleéve a une action symplec-
tique sur G xY nt:  (g;2).h = (gh; Ad}(z)) pour g € G, h € H et x € nt.

Lemme 2.1. Les deux actions ci-dessus admettent des applications moments équivariantes
et elles sont données par

Jo: TH(G/U) —g"5 (g;2) — Adj-i(7),
Ju: TY(G/U) — b (g;2) — xlp.

Donc, on obtient le diagramme suivant:

T(G/U) —L s g*

g
L
4

VAL

, ol ¢y est la projection canonique de h* sur h*/W.

Puisque l'action de H sur T7*(G/U) est lisse, libre et propre, le quotient T*(G/U)/H
est lisse et la projection canonique 7y : T*(G/U) — T*(G/U)/H est submersion. De
plus, comme les deux applications moments sont H-invariantes, il existe les applications

lisses A .
Jo: T*(G/U)/H — g*, Jy: T*(GJU)/H — b*,
/

telles que Jg = Joomy et Jy = Jy omy. Comme T*(G/U)/H = G xP nt on obtient

le diagramme suivant:
(2)
Bl

g
\JH 1

b* Pw N [’]*/W

Le lemme suivant est facile de vérifier:



Lemme 2.2. Le diagramme (2) est la résolution simultanée de Grothendieck (cf. Théoréme

1.3).

Identifiant g a son duale g*, on regarde Sy comme un sous-espace affine de g*. Posons
Sy = JG(Sy), Sy == Jg'(Sy) = Sp/H, I = Jels, Jb = Jelg,, T = Juls,,

j}; = jH|§f et J; := J|s,. Par Corollaire 1.5, on voit que le diagramme

~ J!
Sf 4G>Sf (3)

|

b /W

est une résolution simultanée pour J; : (S, f) — (h*/W,0).

2.2 Formes symplectiques

Soit w une forme symplectique holomorphe sur 7*(G/U) pour laquelle les actions de G
et H sont symplectiques. On voit que tout A € h* est une valeur réguliere de Jy. Par
la réduction symplectique, ceci implique qu’il existe une forme symplectique wW(\) sur
J () telle que m,&(\) = (U|J;Il()\). De plus, on a la proposition suivante:

Proposition 2.3. Il existe une unique 2-forme relative & sur Jy : T*(G/U)/H — b*
telle que C/J‘j;ll()\) = W(A) pour tout \ € h*.

Soit K un sous-groupe compact maximal de G et T un tore maximal de K. En
identifiant nt & b via la forme de Killing, on a

T(G/U)/H =G biCz KxTb=Kx"(ha@n)
~hx K x'n=hx (G xPn),

qui implique que T*(G/U)/H est C*-difféomorphe a h x T*(G/B). En particulier, il
existe un C*°-difféomorphisme

or gt () — T(G/B) = J5'(0).
Par A. Borel et F. Hirzebruch [BH] (cf. Proposition 14.6), on sait que

Proposition 2.4. Pour tout A € b*, il existe une (1,1)-forme Q(\) sur G/B telle que
l’application

h* — H*(G/B,C); A +— [Q())]
est un isomorphisme linéaire W -équivariant.

Notons wp une forme symplectique sur 7*(G/B) et 7 : T*(G/B) — G/ B la projec-
tion canonique. On a

Proposition 2.5. 1. Pour tout X\ € b*, O(\) = @5 (wp + 1Q(N)).
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2. En particulier, &% : (J7(0),35(0)) — (T*(G/B),ws) est un compleze-symplectique
1somorphisme.

Par Proposition 2.4 et cette proposition, on a

Corollaire 2.6. L’application linéaire
Ps: b — HXT*(G/B),C); A v (£3)H([BW)]) = [7" Q)]
est un isomorphisme linéaire W -équivariant.

Soient 7 : S ¢ — T*(G/U) une immersion fermée et w; := I*w une 2-forme induite.
Le lemme suivant est une étape importante:

Lemme 2.7. (gf,fuf) est une variété symplectique holomorphe.

Donc, par la réduction symplectique, on voit que, pour tout A € bh*, il existe une
unique forme symplectique holomorphe Gy(\) sur (Jf;)~*(\). Le théoréme suivant est
obtenu par H. Yamada [Y]:

Théoréme 2.8. 1. (3) est une résolution simultanée pour J; : (Sy, f) — (6*/W,0).

2. Il existe une unique 2-forme relative holomorphique Oy sur j{l : gf/H — b* telle
que C/Jf‘(jlj;)_l(/\) = Ws(A) pour tout A € h*.

3. La forme Wy est une forme primitive, i.e., un analogue d’une différentielle abélienne
de la premiére espéce (cf. [Sa]).

2.3 Application des périodes

Soit D le discriminant de J; : (Sy, f) — (h*/W,0) et posons h¥ := ¢y, (h*/W \ D) =
b* \ ¢y (D) et S := Sp\ Jf_l(]D). ( Comme on a vu en § 1.5, ¢,/ (D) est Uensemble des
murs des chambres de Weyl. ) Notons que la projection bh* — b’ /W est un revétement
galoisien de groupe W.

Proposition 2.9 (cf. §.4.2 de [S11]). 1. Le fibré J}, - §f — b* est C*>®-trivial.

2. Soit J} la réstriction de Jp a S§. Alors, Jy : S — b1 /W est un C*-fibré et le
fibré image réciproque de S% par ¢y : by —» hi /W est trivial.

Pour )\ € h* et A € h*/W, posons §f()\) = (J)7Y () et Sp(N) == (J5) ().
Par Proposition 2.9 2., le faisceau RQ(J}“)*(CS; est localement constant, donc en fixant

Ao € b* /W, on obtient une action monodromique de 7 (h*/W, o) sur le fibre
(R*(J})«Csp)xy = H*(S¢(M), C).

De plus, qb*WRz(J}")*CS; est contant par la méme proposition, on en déduit qu’il existe
un isomorphisme, pour tout A € b7,

(I)A,)\o . (R2(J;)*Cs;)X — (R2(J;)*(ng>%
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Pour tout A € g*, soit w(A) la forme de Kirillov-Kostant-Souriau sur l'orbite G.A. On
peut définir 'application des périodes associée a la forme w comme suit:

Pty — HAS;(0),C) A — B (V).

On va construire le prolongement analytique de P sur h*.
Par Proposition 2.9 1., le faisceau RQ(J};)*(Cgf est constant, donc on a un isomor-
phisme, pour tout A € b,

) : (R*(Jf).Cz,)n — (R*(J4).Cg,)o,
qui nous permet de définir
Py, i b" — H2(S4(0),C); A — 2{([@;(V).
L’immersion fermée i : S ¢+ — T*(G/U)/H induit un homomorphisme
" R*(Ju)Crecpoym — RZ(j{I)*C@v
de plus, on a le diagramme commutatif:

b H2(3,(0),C) (4)

H(T*(G/B),C).

Soit B ’ensemble des sous-algebres de Borel auquel s’identifie la variété de drapaeux
G/B. Pour x € N, on pose B, := {b’ € B|z € b'}.

Remarque 2.1. 1. On peut identifier G xZn a {(b,x) € B x g|lx € [b,b]}.

2. La résolution de Springer n’est que la projection canonique:
p:GxBn—N: (b2)r—
En particulier, on a p~*(x) = B, pour tout x € N.

Notons aussi que si z € N est régulier, alors B, est un singleton, et si z € N est
sous-régulier, alors B, est la réunion de droites projectives et la configuration de ses
droites est décrite en fonction du Diagramme de Dynkin ( cf. [St].) En particulier,

By = (JL)"1(f) est le diviseur exceptionel de la résolution §f(0) — 54(0).

Exemple 2.1. Ici, on traite le cas G = SL,1(C). Rappelons que la variété G/B , donc
la variété B aussi, sidentifie a la variété de drapeaux

F={{0ycVic - CV,cC"|dimV; =i}.



En particulier, B, s’identifie o F, := {(Vi)i<i<n € Fla.V; C Vi} pour x € N. Soit
{ei}o<i<n € C" la base canonique et posons

0 0 0
0 0 1
T = 0] €g.
: 0
0 - -« 0 0

Pour 1 <i<mn et [\ p] € P, soit Fi[\ u] le drapeau (V;)1<j<n défini par

Vect{ey, - ,e;} J <t
V= < Vect{ey, - ,ei_1,\e; + peg} Jj =1,
Vect{eg, -+ ,€j_1} Jj >

Il est facile de vérifier que F, = \J;_, FL, ot on pose F: = {FL\, pul|[\ pu] € P}
La proposition suivante est une étape essentielle:
Proposition 2.10 (cf. §4.3 et 4.5 de [SI1]).

1. Tous les fibres de J]{I (, donc J} aussi, ) ont méme type d’homotopie que By. Donc,
la représentation monodromique de w1 (h%/W) sur H*(S;(\o), C) induit une action
de W sur H*(B;,C).

2. Le morphisme * : H*(B,C) — H?*(By,C) induit de limmersion fermée v : By —
B est un isomorphisme linéaire W -équivariant.

Par Corollaire 2.6, Proposition 2.10 et le diagramme (4), on voit que P, est un
isomorphisme lin¢aire W-équivariant. R R
Pour A € h*, soit Jéy/\ la restriction de J% & S;(\). Vu le Corollaire 1.5 (cf. le dia-

gramme (3)), pour Ay € h*, I'application J/, o S +(Ao) — S;(Xo) est un isomorphisme
analytique qui induit un isomorphisme:

(Topg) ™ - HA(87(M). ©) — H*(S4(%0), ©).
Définissons
Piy" — HY(S;(0),C); A — (Jn) "0 (8]) 7 0 Py (M),
on obtient le théoreme suivant:

Théoréme 2.11 (cf. [Y]). L application des périodes P : bt — H?(S¢ (M), C) prolonge
a lisomorphisme linéaire W -équivariant

Py — H*(S;(%).C).

10



A Rappel sur Période

Ici, on rappelle brievement ce qu’on appelle la période (ou I’application période) en
traitant une courbe elliptique et sa famille. Voir, e.g., [BK] pour le détail. Un petit
rappel de la définition d’application des périodes sera aussi donné.

A.1 Une courbe

Soient wy, we € C* tels que wy/wy € R et Q := Zw; + Zwy un réseau dans C.

Le tore complexe C/) est une variété complexe analytique compacte, donc toute
fonction holomorphe est constante. On sait que le corps de fonctions méromorphes sur
C/Q est engendré par la fonction elliptique définie ci-dessous et sa dérivée:

Définition A.1. La p-fonction de Weierstrass de la période ) est la fonction
méromorphe sur C définie par

Quelques propriétés fondamentales de cette fonction est donnée par la proposition
suivante:

Proposition A.1. 1. La fontion p(u) satisfait I’équation différentielle
o' (w)? = 4p(u)’ — gap(u) — g3,
ot gy et g3 sont les constants définis par

g2 =60 Y % g3 =140 > %

weQ\{0} we\{0}

2. ¢'(u) =0 si et seulement si u € 10\ Q.
3. Le discriminant A := g3 — 2792 n’est jamais zéro.

Remarque A.1. 1. Pour k € Z~1, la série

1
Gop(wr,wp) = Z o2k’
we\{0}
s’appelle une série d’FEisenstein.
2. Supposons que T := ©2 > 0. La fonction
w1

—12 o] 00
2_7T A = no__ 1_n24_ 24 . 2miT
o => )" =q[J-g)* =n()*,  q=e&T.

n=1 n=1

La fonction n +— 7(n) s’appelle la fonction de Ramanujan et n(t) = g2t I, (1—

q") est la fonction éta de Dedekind.
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Une consequence géométrique de cette proposition est

Théoréme A.2. Le tore compleze C/S) est isomorophe a la courbe elliptique &,, 4, lisse

dans P? = {[x,y,t]} définie par

2,93

Yt = 423 — goxt® — gat? (la forme normale de Weierstrass)
associant z + Q € C/Q a [p(z), ¢'(2),1] pour z &€ Q et a [0,1,0] pour z € Q.
Ici, se pose deux questions suivantes:

1. Soit g, g3 € C tels que A := g5 — 27¢2 # 0. Existe-t-il un tore complexe C/€) qui

est isomorphe a la courbe elliptique &, 5, 7 Et, si oui,

2. comment peut-on retrouver le tore C/Q 7

La réponse de la premiere question est affirmative. La clef est la fonction modulaire

3

J(T):
définie sur le Poincaré demi-plan P qui a les propriétés suivantes:
Proposition A.3. 1. J(7) est PSL(2,7Z)-invariante.

2. J(1) donne un isomorphisme entre PSL(2,Z)\P et C.

La deuxieme question est le probleme d’inversion de Jacobi.
Rappelons que la p-fonction nous donne un revétement double C/Q — P! avec les
ramifications 10/ et pour tout u € C, on a (cf. Proposition A.1)

p(w) d
/ ! =wu mod Q.
oo VA3 — gox — g3

Par le fait que {p(7)]y € 32\ Q} est les racines de 4X® — g, X — g3, on peut retrouver
la moitié de la période de cette courbe.

x
La forme — est une forme différentiel abelienne de la premiere espece et il est naturel
Yy
d’interpréter 'intégrale ci-dessus comme ’application
dx dx
/—:HI(X,Z)—>Q; o] — —.
Y o ¥

Autrement dit, fixant un point py € &, 4,, on a 'application

d Pd
/ _x : 592793 - C/Qv p = _:Ev

po po Y

qui nous permet de retrouver le tore complexe C/€, c’est la variété jacobienne de

892793 :
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A.2 TUne famille

Apres un changement de variables, on voit qu’'une courbe ellpitique lisse s’écrit comme
Cy = {[z,y,t]|y°t = x(x — t)(xz — M)} (la forme normale de Legendre)

ot A € P\ {0,1,00}. Ici, on considere la famille
C:= U C)\ —>P1\{071700}7
AEPI\{0,1,00}

en particulier, on étudie la variation de la période. Remarquons qu’une relation entre A
et la période est donnée par

e o (5) 0 (3) (252 o] - 2L
ot [a,b, ¢, d] = Z:Z : Z:‘CL

modulaire J(7) peut s’écrire comme

pour a,b,c,d € P1(C) est le birapport, et que la fonction

4 (N=X+1)3

O m a1

1
(Cette expression est invariante sous I'action de &3 engendré par A — 1 et A—1—M\)
La proposition suivante est importante:

Proposition A.4. 1. La fonction (1) est T'(2)-invarinate, ot
['(2) := Ker[SL(2,Z) — SL(2,Z/2Z)] est un sous-groupe d’indice 6 de SL(2,7Z).

2. M) donne un isomorphisme entre T'(2)\P et P\ {0, 1, 00}.

Fixons \g € P'\ {0, 1, 00}, soient a(Ag),b(Ng) € H1(C,,Z) 1-cycles tournant Ay et 0
(, Ao et 1, respectivement.). Pour tout A € P!\ {0, 1,00}, soient a(A),b(\) € Hi(Cy,Z)
1-cycles qui sont homologues a a(Ag) (, b(\g), repsectivement) via un homéomorphisme
Cyx — Cy,. Pour o € {a(N),b(N)}, l'intégral

/a V(e —df)(x —A)

est une fonction holomorphe sur tout disque contenu dans P!\ {0, 1,00} et elle sont des
solutions de I’équation de Picard et Fuchs:

d*F dF 1

— +(1-2\)——-=-F=0. 5
d\? ( ) dx 4 ()
Cette équation est un cas particulier de I’équation hypergéométrique de Gauss et
ses solutions possede 3 singularités régulieres en A = 0,1, 00. Donc, en fixant une base
de l'espace de solutions de (5), on obtient la représentation monodromique

p:m(P'\{0,1,00}, %) — GL(2,C).

AL — \)

Le groupe fondamental 7, (P! \ {0, 1, 00}, *) est isomorphe au groupe libre Z * Z, de plus,
on a la proposition suivante:
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Proposition A.5. p est injective et Imp = I'(2).

Remarque A.2. L’action de 7 (P'\{0, 1,00}, \) peut étre définie sur H,(Cy,C), calculée
par la formule de Picard et Lefschetz. Cette action est aussi fidele.

Explicitement, on a l’expression suivante:

dz 11
= o F _a_;l;Av
/a()\) Valz—1)(z —\) ? 1(2 2 )
dz 11
= —ico (=, =;1;1 — )N),
/b()\) Va(z —1)(z —N) ? 1(2 2 )

ou ¢ € C* est une constante et oF(«, 3;7; 2) est la fonction hypergéométrique de
Gauss, le prolongement analytique de la fonction définie par la série

= (Oé)”(ﬁ)nzn
Z n!(7>n

Y

n=0
ou on pose (), :=x(z+1)---(x +n —1). Voici le dernier énoncé de cette note:

Corollaire A.6. La courbe elliptique Cy est isomorphe au tore compleze C/Z + 7Z, ou
T € P est donné par

A.3 Généralisation

Soit X une variété kahlérienne compacte et ¢ : X — S une famille de déformations de
X. TIci, on suppose que dim F? H*(X,,C) ne dépend pas de s € S (on la note b"*), ou

FPHMX,C)= @ H™(X),  HY(X)=H(X, Q%)
ri—g;k’

est la filtration de Hodge, et ()’ est le faisceau de p-formes différentielle holomorphe.

Supposons que S est connexe par arc et fixons s € S. Un lacet de base s induit un
homéomorphisme sur le fibre de R*¢,Z qui est compartible avec cup-produits. En partic-
ulier, si X est de dimension complexe n, le cup-produit induit la forme d’intersection (-, -)
sur (R"¢.Z)s, = H" (X, Z) par la dualité de Poincaré. Ceci induit une représentation
monodromique

77'1(57 50) I (Hn(XSmZ)? <'7 >)

Pour un espace vectoriel V sur C et un entier 0 < & < dimV, on note Gr(k,V) la
variété k-grassmanienne de V.

Définition A.2. Une application des périodes est ’application
Prk .S — Gr(bP*, H* (X, C)),
associant s € S a FPH*(X,,C) C H*(X,,C) =2 H*(X,C).
On sait que cette application est holomorphe sur un disque dans S. Pour le détail,

voir, e.g., [CMP] ou [V].
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