Exposé 1

1 Groupes réductifs

Soit G un groupe algébrique linéaire sur C (i.e. pour un certain n >
0, un sous-groupe de GL,(C) défini par des équations polynomiales en les
coordonnées (g; j)i<i j<n)-

On dit que G est réductif si G ne contient pas de sous-groupe distingué
fermé pour la topologie de Zariski isomorphe a G, (le groupe additif (C, —I—))
Exemples : (C*)" et les groupes classiques GL,,(C), Sp,,,(C), SO, (C), SL,,(C)
et plus génralement tout sous-groupe fermé (au sens de Zariski) de GL,,(C)
qui agit irréductiblement sur C".

Voici deux autres caractérisations des groupes réductifs sur C :

Théoréme 1.1 ([Br-Mon, §2.2]) Pour un groupe algébrique linéaire sur
C, sont équivalentes :

G réductif ;

< G contient un sous-groupe compact (pour la topologie usuelle) dense
pour la topologie de Zariski;

< G est le complexifié d’un groupe de Lie compact (i.e. il existe un sous-
groupe compact de G tel que C ®g Lie(K) ~ Lie(G) ;

& toute représentation rationnelle de G est semi-simple.

Rappel : Une représentation rationnelle V' de G est un C—espace vectoriel
V muni d’une action linaire du groupe G telle que G — GL(V) soit un
morphisme de groupes algébriques. Une telle représentation est semi-simple
si V. = @;V; o les V; sont des sous-représentations de V' irréductibles (i.e.
sans autre sous-espaces G—stables que 0 et V;).

Conséquence : Opérateur de Reynolds :

Proposition 1.2 Pour toute représentation rationnelle V de G il existe une
unique projection G— équivariante :

p:V—-VEY
sur les vecteurs G—invariants de V.

C’est la projection de Reynolds que 1’on notera py .
Démonstration : Démontrons l'unicité. Soient p,p’ : V — V& deux pro-
jections G—équivariantes. Soit kerp = €, V; une décomposition de ker p en
somme directe de sous-G—modules irréductibles. Pour tout 7, V; N V¢ = 0.
Fixons i. Soit 0 # v € V;. 1l existe g € G tel que g.v; # v;. Donc :

0+#gv;, —v; € V;Nkerp .



Comme Vj est irréductible, forcément ker p’ N V; = V;. D’ou V; C kerp/
pour tout ¢. Donc ker p C ker p’. De méme, ker p’ C ker p. Donc ker p = ker p/
et p =p.

Q.e.d.

Remarque : En raison de I'unicité, si W C V sont deux représentations
rationnelles de G, on a : pyw = py|w .

Corollaire 1.2.1 Soit X une variété algébrique affine sur C munie d’une
action algébrique d’un groupe réductif G. ALors si Zy et Zy sont des sous-
variétés fermes de X, disjointes et G—stables, il existe f € (D[X]G une fonc-
tion G—invariante réguliere sur X telle que :

flzy =0et flz, =1 .

Démonstration : Soient Iz, Iz, les idéaux d’annulation de Z; et Z> dans
C[X]. On a Iz + Iz, = (1). Donc il existe f1, fo respectivement dans Iz, et
Iz, tels que f1 + fo = 1. Il suffit de poser f := p(f1) ou p est la projection
de Reynolds de C[X] sur C[X]%. Q.e.d.

2 Points (semi-)stables

Soit G un sous-groupe réductif fermé et connexe de GL,+1(C). Soit X
une sous-variété irréductible fermée (i.e. définie par des équations polyno-
miales) de P (C) stable sous G.

En général, G a des orbites qui ne sont pas fermées dans X et donc
il est impossible de munir I’ensemble des orbites de X d’une structure de
variété algébrique de sorte que 'application x +— G.z soit un morphisme de
variétés algébriques. Au lieu de cela, on va définir un ouvert G—stable de X
et une relation d’équivalence sur cet ouvert (trés proche de la relation « étre
sur la méme orbite » ) de sorte que le quotient soit une variété projective
(éventuellement singuliére) et que la surjection canonique sur ce quotient
soit un morphisme de variétés.

Définition 1 Soit x € X. On dit que x est ...

— instable s’il existe un polynéme homogeéne F € C[Ty, ..., T,|, G—invariant,
tel que F(x) =0;

— semi-stable s’il existe un polynome homogéne F € C[Ty, ..., T, ], G—invariant,
tel que F(x) #0;
On notera X*° ’ensemble des points semi-stables.

— polystable s’il existe un polynéme homogéne F € C[Ty, ..., T,], G—invariant,
tel que F(x) # 0 et tel que lorbite G.x est fermée dans l'ouvert affine
Xp={yeX : F(y) #0};



— stable si x est polystable et si le sous-groupe d’isotropie G, est fini;
On notera X® l’ensemble des points stables.

s 0 0
Exemple : X = P?(C), G = 01 0 : s € C* 5. Dans ce cas,
00 s7!

voici les polyndémes invariants :

ClTy, Ty, )¢ = @ TeT 15
do,d1>0

et les points in/semi/poly /stables :

X" ={[1:0:0],[0:0:1]}
X =P%\ {1:0:0],[0:0:1]}
XP% = (2020 #0) U{[0:1:0]}
X® = (2022 #0) .

En particulier, 'ensemble des points polystables n’est pas toujours ou-
vert. En revanche :

Proposition 2.1 Les parties X* et X*° sont ouvertes et G—stables dans X .

Démonstration : Démontrons que X* est ouvert. Rappelons pour cela un
résultat sur les fibres des morphismes :

Lemme 2.2 (c¢f. [Danilov, §4.4, th.]) Soit f: X — Y un morphisme do-
minant entre variétés algébriques irréductibles.

Pour tout x € X, dim, f~1f(z) > dim X — dimY et il existe un ouvert
U deY tel que pour tout y € Y, dim f~1(y) = dim X — dim Y.

Posons v : G x X — X x X, (g,z) — (x,9.7) et Ax la diagonale de
X x X. Soit  un point stable. Soit C' est une composante irréductible de
v 1Ax contenant (1,z). On applique le lemme ci-dessus a px : C — X,
(g,x) — x et on en déduit qu’il existe un ouvert U de X tel que pour tout
y € U,dim G, = 0. Soit F' un polynéme homogéne invariant tel que F'(x) # 0
et G.x est fermé dans 'ouvert affine Xp. Notons Z := {z € Xp : dimG, >
0}. D’aprés ce qui précéde, Z est un fermé G—stable de Xp, disjoint de
l'orbite fermé G.x. Puisque G est réductif, il existe une fonction f réguliére
et G—invariante sur Xp telle que :

flea =1, flz =0
R

Il existe alors un polynéme homogene et G—invariant R tel que f = 4=
pour un entier a. Pour tout y € Xgp, dim G, = 0. En particulier toutes les



orbites de G dans X ont la méme dimension : dim G et sont donc fermées.
L’ouvert Xgp contient x et est contenu dans X*. On a ainsi montré que X*
est ouvert.

Q.e.d.

3 Définition du quotient en théorie géométrique des
invariants

Proposition 3.1 Soit C[X]| l'anneau des fonctions réguliéres sur le cone
au-dessus de X (i.e. l'anneau C[Ty,...,T,]/Ix ou Ix est l'idéal engendré par
les polyndmes homogénes nuls sur X ).

Alors l'anneau des invariants (D[X]G est une C—algebre de type fini.

Démonstration : Il suffit de vérifier que I'idéal C[X ]f engendré par les po-
lynémes invariants homogénes de degré > 0 est de type fini. C’est le cas car
il est engendré par les p(f;) ot p est lopérateur de Reynolds C[X] — C[X]¢
et (fi); n’importe quel systéme de générateurs de C[X] ;. Q.e.d.

On peut alors définir X//G := ProjC[X]% (pour la graduation induite
par celle de C[X]).

Digression-Rappel sur les Proj

Soit A une C—algebre graduée (en fait on peut remplacer € par un corps
algébriquement clos arbitraire) i.e. :

A= @dZOAda Ay =C,Vd, d >0,A4. Ay C Ad-i—d/ .

On notera A, l'idéal ©g~gAq.

On peut définir ProjA de la maniére suivante :

— comme ensemble, ProjA est ’ensemble des idéaux premiers homogénes
de A ne contenant pas A;.

— une base d’ouverts est donnée par les ensembles (ProjA)} ou f est un
élément homogéne de A et (ProjA)‘} est 'ensemble des idéaux dans ProjA
ne contenant pas f.

— lanneau des fonctions réguliéres sur (ProjA)$ est (Af)o la partie ho-
mogene de degré 0 du localisé Ay i.e. {fim €Af : a€ Andeg s}

En particulier, ProjA est recouvert par des ouverts affines (ProjA);’c iso-
morphes aa Spec(Af)o.

Si A est réduite i.e. sans nilpotent autre que 0 comme dans le cas affine
on peut définir ProjA uniquement avec des morphismes de C—algéebres vers

C:



ProjA = {¢ € Homg_n15.(4,C) : ¢|a, #0}/ ~

ol ¢ ~ ¢ §'il existe k > 0 et t € C*, tels que pour tout m > 0 et tout
a € Agm, #(a) =t"¢'(a).

On peut vérifier que si d > 0 et Ald) = ®r>0A4kq (gradué de sorte que
A,gd) = Apg), alors Proj(A@) ~ ProjA.
Remarque : Si A est de type fini, il existe d > 0 tel que A@ soit engendré
par un nombre fini d’éléments de Ay (¢f. [Bou, chapitre III, §1, proposition

3)).
Si A est engendré par des éléments homogénes ag, ..., any de méme degré,
on peut identifier ProjA avec la variété projective :

{[z] e PY(C) : Fi(z) = ... = Fy(z) = 0}
ou Fi,..., F, est un systéme de générateurs quelconque de I’idéal

{P € C[Tv,...,TN] : P(ag,....,an) =0} .

Remarque : Siles générateurs a; sont de degrés distincts dy, ..., dy, il faut
remplacer PV par I'espace projectif ad poids P(dy, ..., dy ).
Avec la graduation usuelle, ProjC[Xy, ..., X,,] = P"(C).

TSi S = C[Xo, ..., Xn]/I 0 C[Xo, ..., Xp] est 'anneau des polynémes en n -+ 1 variables
Xo,... de degrés respectifs : do, ... et ou I est un idéal homogéne, alors comme ensemble :

ProjS = {(to,....tn) € C"*' = {0} : VP € I,P(to,...;tn) =0} / ~

o pour tout A € C*, (to, ..., tn) ~ (A%%g, ..., \¥L,,).



Exposé 2

Théoréme 3.2 Si X*% # (), alors il existe un morphisme surjectif w : X% —
X//G tel que :

1. 7 est affine;

2.Vx,ye X n(x) =7(y) & GazNGynN X% £0;

3. Il existe un ouvert (X//G)® de X//G tel que n=1(X//G)* = X3 ;
De plus, si x € X°, x est stable & G, fini et G.x fermé dans X*°.

Démonstration :
Le morphisme 7 est le morphisme associé ‘a I'inclusion C[X]¢ C C[X].
Plus concr ‘etement, si fy,..., fy sont des générateurs homogénes de
C[X]%, de degrés dy, ..., dn, on définit le morphisme 7 : X** — X//G par :

W([l‘]) = [fo(l‘), ey fN(ZL‘)]

(si 0 # o € C"" et [2] € X*%) I'image du n + 1—uplet (fo(z),..., fn(z))
dans P(dp, ..., dn).

Si F est un élément homogeéne de C[X]“ on note (X//G)r l'ouvert affine
Proj(C[X]%)% ~ Spec((C[X]%)o).

Soient x,y € X*° tels que m(x) = m(y). Soit F' homogene et G—invariant
tel que F(z) # 0. Comme 7(z) = 7(y), on a aussi F(y) #0. Si G.yNG.x N
Xr = 0, alors on peut trouver une fonction réguliére et G—invariante sur
I'ouvert affine X telle que f|ﬁ =1let f’G—y = 0. Il existe alors k > 0 et H
un polynéme G—invariant homogéne de degré k deg F' tel que f = % On a
ainsi :

Hep) | H)
Fr) - FRy)

ce qui est impossible car 7(x) = 7(y).

Réciproquement si G.xNG.yNX** # (), soit z dans cette intersection. Soit
F homogeéne et G—invariant tel que F'(z) # 0. On a forcément z,y € Xp.
De plus si k > 0 et si H est un polyndéme G—invariant homogéne de degré
kdeg F', alors % est une fonction réguliére sur X et on a :

=0

H(z)  H(z) _ H(y)

Fhx)  FR(z)  FMy)

v - (22"

pour tout polynéme H homogéne G—invariant de degré kdegF'. Cela en-
traine : w(x) = 7(y).

En particulier :




L’ouvert X* est recouvert par des ouverts de la forme Xp pour certains
polynémes G—invariants et homogénes. Pour (X//G)s, il suffit de prendre
la réunion des ouverts (X//G)p.

Pour finir, soit x € X?®, nous allons montrer que G.x est fermé dans
X8, Comme 7 : X* — X//G est un morphisme G—invariant, G.x N X% C
717 (x). 1l existe un polynéme homogéne et G—invariant F tel que F(z) # 0
et G.x est fermé dans Xp. Alors, pour tout y € G.zNX%, ona: 7(z) = 7(y),
dott: F(y) #0i.e.y€ XpNG.o =G.x.

Q.e.d.

4 Lien avec le quotient symplectique
Pour tout z = (20, ..., 2,) € C"*L, on notera ||z||? := |20]> + ... + |2a|?.

Définition 2 Pour tout [z] € P"(C) soit (, )1, la forme hermitienne sur
Vespace tangent T|,)P"(C) définie par :

o |71 _

2m|| |2

La forme symplectique de Fubini-Study sur P(C) est : [2] — Im((, )(5)-

Soit X C P™(C) une variété projective. Soit G un sous-groupe fermé de
GL;,4+1(C), réductif connexe. On suppose que X est G—stable. Soit K C G
un groupe de Lie compact connexe dont G est le complexifié i.e. si £ et
g sont les alg ‘ebres de Lie de K et de G, C ®r ¢ = g. On supposera
que K = GNU,1(C) ot : Upi1(C) := {g € GL,1(C) : tgg = 1}. On
identifiera ’alg ‘ebre de Lie £ ‘a une sous-alg ‘ebre de ’alg ‘ebre des matrices
antihermitiennes : {H € M,,(C) : 'H = —H}.

Soit

X — ¢ [U]Hu([v]):aEEHMER.
’ 2ir||v||?
Remarque : La forme de Fubini-Study induit une K —forme symplectique
wsur X :

Vee X, wy :=Im((, )|, x) -

Alors, (X,w) est une K —variété symplectique et pu : X — € une appli-
cation moment K —équivariante (pour I'action coadjointe de K sur £*)

En particulier, le quotient ~1(0)/K a une structure de variété symplec-
tique (cf. les exposés de Serge Parmentier dans ce méme groupe de travail).



Ex : Si X = P*(C) et si K := cteRy ~ St

¢~ iR et pour tout [v] € P*(C) :

_ —|vol? + ... + |vp|?
2r|fvl >

p(lo]) (@)

Dans ce cas : u~1(0)/S' ~ Pt ~ P*(C)//C*.

Ce dernier isomorphisme est une illustration du théor ‘eme suivant :

Théoréme 4.1 i) v € X% & GoxNyu 1(0) £0;
ii) L’inclusion p=1(0) € X*° induit un homéomorphisme :

p H0)/K — X/)G, Kaw m(x) .
i11) L’homéomorphisme de i1) induit par restriction un homéomorphisme :
1 O/ K — X*/G
ol :
1 (0)eg = { € wH0) : dply : T X — € est surjective} .

Démonstration :
On pose pour tout v € C"1 et tout g € G, py(g) == ||g.v|]?.
On a alors :

Vaet, V] e X, p([v])(a) = % -

La démonstration du théor ‘eme repose en grande partie sur le lemme
sutvant :

Lemme 4.2 1) dpy|y =0 < py(g) est un minimum global ;

12) si py(g) est un minimum, alors : py1(py(g9)) = KgGy ot G, est le
stabilisateur de v dans G ;

13) py atteint un minimum < lorbite G.v est fermée dans C"F!;

14) dpy(g) = 0 < pu(g[v]) =0;

15) si 0 # v € C"M et si Uorbite G.v est fermée dans C"L, alors
[v] € X*° et G.[v] est fermée dans X*%.



Admettons ...

Démontrons i) :

Soit x = [v] € X*%. Il existe un polyndéme homog ‘ene et G—invariant tel
que F(v) #0. Alors : G C F7Y(F(v)) = 0 ¢ G.v. Soit w dont l'orbite G.w
est fermée dans G.v. Puisque F(w) # 0, [w] € X*%. On a aussi G.[w] C G.x.
De plus, G.[w] N pu=1(0) # 0 d’apr ‘es 13) et 14).

Réciproquement, supposons que G.x N p~t(0) A). Soit [v] dans cet in-
tersection. D’apr ‘es 14), 11) et 13), G.v est fermée dans C*T1. Donc 15)
= [v] € X*%. Puisque [v] € G.x et que X*% est un ouvert G—stable de X,
x e X%,

Démontrons ii) :

Soit x € X*5. D’apr ‘es i), il exviste y € G.xNu~1(0). On a alors :w(x) =
7(y) done p=(0) — X//G est surjective.

Six,y € 1(0) et sim(x) =n(y), alors G.x NG.yN X £ (). Or, d’apr
‘es 14), 11), 13) et 15), G.x et G.y sont fermés dans X*°. Donc G.x = G.y.

Il existe v,w € C"TL \ {0} et g € G tels que x = [v],y = [w],w = gv. On
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a donc : p([v]) = p(g.v]) =0 () pu(l) = pu(9) @ g € KG,. D'ou :

w=gv € Kv=y¢€ Kx.

Par conséquent p=1(0)/K — X//G est aussi injective donc bijective.
Comme p~1(0)/K et X//G sont compacts (car p=1(0) est fermé dans X et
X//G est une variété projective) on a bien un homéomorphisme.

Démontrons iii) :

dul, : T, X — € surjective < dimkerdul, = dim X —dim K .

Or, kerdu|, = €= ('orthogonal pour la forme symplectique w) (cf. un
autre exposé du méme groupe de travail). Donc dimkerdu|, = dim X —
dim K.z. Ainsi du|, est surjective < dim K.x = dim K i.e. dim K, = 0 i.e.
K, fini.

Six € pu~H0), dapr ‘es l4), 13) et 15), lorbite G.x est fermée dans X°°.

Il reste donc ‘a montrer que si v € p~(0), K, fini < G, fini.

Soit © € X tel que pu(x) = 0 et soit g € G tel que g.x = z. Il existe
ke K etacttel que g = kexp(ia). En effet, il existe a1,as € € tels que :
g = exp(a;+iaz). On a alors g*g de la forme exp(2ia) (Campbell-Hausdorff)
pour un certain a € € et on vérifie que gexp(—ia) € GNUp11(C) = K.

Posons pour tout t € R, h(t) := p(exp(ita).z).a € R.

Comme g.x = x et comme p est K—invariante, 0 = p(z) = p(g.x) =
w(k~tg.w) = p(exp(ia).x). Donc h(0) = h(1) = 0. I existe par conséquent
0 <t < 1tel que W(t) = 0. Or, si on pose y = exp(ita).z et a, :=
4| o exp(ea).y, on a :

R (t) = dup(y)(iay).a = wy(iay, ay) = (ay, ay)y -



Par conséquent : a, = 0. Donc exp(Ra) et exp(iRa) fixent y et aussi x.
Mais alors exp(iRa) C K, ; donc si on suppose que K, est fini, a = 0 et
ge K. D'ou : G, = K, si K, est fini et u(x) =0. Q.e.d.

Démonstration du lemme 4.2 :

15) : Si 0 # v € C"*! et si Iorbite G.v est fermée dans C™ !, alors comme
G est réductif, il existe un polyndéme G—invariant F tel que Fl|g, = 1 et
F(0) = 0. Quitte ‘a remplacer F' par une de ses composantes homog ‘enes,
on peut supposer que F' est homog ‘ene. On a alors [v] € X*. Soit z := [v].
Soit y = [w] € G.x N X*%; il existe f homog ‘ene et G—invariant tel que
f(y) # 0. Forcément, x € Xy. Sans perte de généralité, on peut supposer
que f(y) = f(w) = 1.

Or:

Y f7(1) = P}e={[z] € P(C) : f(2) # 0}

z — [2]

est un morphisme (de variétés algébriques affines) fini donc fermé. Par
conséquent :

y=[weGvnNX;=¢(Gv)=¢(Gv)=Gx .

14) : déj ‘a fait!
13) : Si G.v est fermée, alors inf,cq., ||w||? est atteint !
Pour la réciproque on utilise le résultat suivant :

Lemme 4.3 ([Kempf, th. 1.4]) Si on a une orbite fermée Gw C G.v,
alors il existe un sous-groupe ‘a un param ‘etre X : C* — G tel que
lim¢ o A(t).v € G.w

Si on admet ce lemme et si on suppose que p, atteint un minimum en 1,
soit G.w une orbite fermée de G.v. On choisit un sous-groupe ‘a un param
‘etre A comme dans le lemme. Décomposons v en vecteurs propres pour A :

vV=v1 4+ ...+ v,

ou r > 1 et \(t).v; = t™ pour tout i et pour certains entiers ny < ... < n,.
Puisque
lim A(t).
P
existe, n; > 0 pour chaque 4. Si ny > 0, limy_o A(t).v = 0 et p, n’atteint pas
son infimum sur G. Donc nq1 = 0 et v1 € G.w. Comme pour tout t € C* on
a:

10



IA(E).0] 2 = |Jog 4 200 4 ]2 > [|or + ... + v 2

forcément r =1 et v = v; € G.w = G.v fermé.

12) : Supposons que p,, atteigne un minimum en 1 et que p,(g) = py(1) i.e.
|lg.v||? = ||v]|* pour un certain g € G. 1l existe a € € tel que g € K exp(ia).
On a alors :

: 2 2
|lexp(ia).v]|” = [[v]|” .

Comme I'application : h: R — R, t — || exp(ita).v||? est convexe, on a :

h(t) = h(0) = h(1) pour tout 0 < t < 1. Soient vy, ..., v, des vecteurs
propres de la matrice antihermitiennes a associés ‘a des valeurs propres
(distinctes) iAq, ..., i\, € R. On a alors :

h(t) = [|exp(ita).v][* = Y e ™ |[v ][> = cste
1<5<r

sur [0,1]. On en déduit que » = 1 et Ay = 0. En particulier : exp(ia).v = v
et exp(ia) € G,. On a bien montré que g € KG,,.

11) : Comme G = Kexpit (cf. ci-dessus), il suffit de vérifier que I'ap-
plication : ¢ — R, a — ||exp(ia).v||* est convexe. Cest le cas, il suffit de
calculer la dérivée seconde et d’utiliser que a est diagonalisable dans une
base orthonormée avec des valeurs propres dans iR !

Cela ach ‘eve la démonstration du lemme 4.2.

5 Crit ‘ere d’Hilbert-Mumford

Pour déterminer si un point de X est semi-stable, on n’est pas obligé de
calculer I'alg ‘ebre des invariants C[X]“. C’est ce que nous allons voir dans
cette partie.

On notera Y (@) le réseau des sous-groupes ‘a un param ‘etre de G i.e.
les morphismes de groupes algébriques C* — G.

Définition 3 Soient x = [v] € X et A € Y(G). Il existe une décomposition
de v :
V=01 + ...+ U

ou les v; sont non nuls et A\(t).v; = tI'v; pour certains entiers n; deur ‘a

deux distincts.
On pose p(x, A) :=min{n; : 1 <i<r}.

Propriétés : u(g.o,ghg™ 1) = p(z, \).
Remarque : Comme X est projective, le morphisme

C'"—= X, t— At)x

11



se prolonge de mani ‘ere unique ‘a C. On notera lim;_,g A(t).x 'image de 0
par ce prolongement.

Alors, p(z, \) est aussi le poids avec lequel C* agit sur la fibre Op» (1),
ot y := limy_,o \(¢).z.

Théoréme 5.1 (crit ‘ere de Hilbert-Mumford) i) Un point x € X est
semi-stable < p(x, \) <0 pour tout A € Y (G) non constant ;

it) Un point x € X est stable < p(x,\) < 0 pour tout X € Y (G) non
constant.

Démonstration : Soit A € Y(G) non trivial. Soit # = [v] ol comme
ci-dessus, v = v1 + ... + v, pour des v; vecteurs propres de A de poids n;.
Supposons nj < ... < n,. On alors u(z, ) = n;.

i) : = : Supposons x semi-stable. Si ny > 0, alors lim; g A(¢).v = 0 donc
0 € G.v. Cela contredit I'existence d’un polynéme homog ‘ene et G—invariant
tel que F(v) # 0.

Donc ny = p(z, A) <O0.

<: D’apr ‘es le lemme 4.3, si 0 € G.v, il existe un sous-groupe ‘a un
param ‘etre A € Y(G) tel que lim;_o A(t)v = 0. Cela entraine p(z,A) > 0 :
contradiction !

Donc 0 ¢ G.v et comme G est réductif, il existe un polynéme homog ‘ene
et G—invariant F' tel que F(v) # 0.

ii) se démontre avec des arguments similaires.

Q.e.d.

6 Points ordonnés sur la droite projective
6.1
Soient X = P(C) et G = GLy(C). Sir € Z, on pose :

"0
0 t="

AMN:C" =G, t—

Sir>0,ona:

—rsiax#[1:0]
rsixz=/[1:0]

VaePY(C), plz,A\r) =

et si r <0, il suffit de remplacer ci-dessus [1 : 0] par [0 : 1] et d’échanger
ret —r.

12



6.2

Cette fois, X = P}(C)", G = SLy(C) qui agit diagonalement. Notons
x = (x1,...,m,) les coordonnées de z (Vi,z; € Pl).
On a alors sir > 0 :

wx, ) = p(xr, Ap) + oo + p(xn, Ap) = kr — (n — k)r

=2k —n)r

ou k est le nombre de coordonnées x; = [1 : 0].

On obtient tous les sous-groupes ‘a un param ‘etre de G = SLy(C) en
conjugant par exemple A\; par les g € SLa(C). Or si A = gh1g™ !, p(x, ) =
2k —n ot cette fois, k est le nombre de coordonnées z; = g~ 1[1: 0].

Finalement, x € P(C)" est semi-stable pour I’action diagonale de SLa(C)
< pour tout k tel qu'une coordonnée x; de x se rép ‘ete k fois, 2k —n <0
i.e. chaque coordonnée de x est répétée au plus [5] fois.

De la méme fagon, on peut vérifier que x est stable si chacune de ses
coordonnées est répétée strictement moins de [5] fois.

En particulier tous les points semi-stables sont stables si n est impair.

6.3
description de ’application moment dans ce cas :
- 0 0 1 0 =«
K =SUC), t=R +R +R ~ R3.
0 1 -1 0 i 0

Si on note S? := {(x,y,2) € R? : 22 + %% + 22 = 1}, on a au moyen d’une
projection stéréographique : §2 =, le diagramme commutatif suivant :

(t1s s tn) (p(t1)-., p(tn))
IPl((D)n = (52)11 (817 "'asn)
| l |
E* = R3 S1 + + Sn
—i 0 0 1 0 <
[— | N/ N/
0 1 -1 0 1 0

2

. 2 Im(yZ) Re(yT
ou si t = [‘I : y] € ]Pl((D)? p(t) = (iz‘|2+|‘§i27 |-’ETQ]‘(£J|CZZ)‘27 |:E|Qes:_g|z)‘2) € S2'
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6.4

On reprend 'exemple ci-dessus pour n = 4.
Dans ce cas :
X =PYO)",

X% ={(x1,...,x4) € X : chaque x; est répété au plus 2 fois } ,

X° ={(x1,...,24) € X : les x; sont 2 ‘a 2 distincts } .

De plus, pour I'action diagonale de G = SLy(C), il y a 9 orbites qui sont
semi-stables, non stables. Plus précisément, il y a 3 adhérences d’orbites
semi-stables non stables et chacune contient 2 orbites fermées :

G.(0,1,1,0),G.(0,00,00,0) € G.(0,1,00,0)
G.(0,1,0,1),G.(00,1,00,1) € G.(0,1,00,1)
G.(0,0,00,00),G.(1,1,00,00) € G.(0,1, 00, 00)

ott 'on a posé : 0:=[1:0],1:=[1:1],00 :=[0:1] € P}C).

Enfin, le morphisme G'—invariant :

X85 IPI((D)
([v1], [v2], [vs], v4]) — [det(v1,ve) det(vs, vy) : det(ve, v3) det(vy, vy)]

induit les isomorphismes suivants :

X//G = P(C)

X*/q =PYT) \ {0,1,00}

G.(0,1,00,t) ——— >t

ot : t:=[1:¢] € P(C) pour tout t € C.
Remarque : L'inverse de I'isomorphisme de la premiére ligne est donné par :
PY(C) — X//G, [x : y] — 7(0,1,,00,[z : y]) oit ™ : X*% — X//G est la
projection sur le quotient.
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Exposé 3

7 Cohomologie du quotient

Objectif : Calculer la cohomologie (singuliére) H*(X//G). Pour cela on
construit une stratification de X :

X =|]5s
B
dont la strate ouverte est Sy = X®° et on établit une sorte de relation de
récurrence entre la cohomologie équivariante de X et celle des strates.
7.1 Préliminaires a la stratification

Définition 4 On note Y(G) le groupe des sous-groupes-a-un-paramétre de
G.
Soit
M(G) i= Y(G) X Ziso/ ~

ot (\,m) ~ (N, m/) si pour tout t € C*, \(t™) = N (t™).
Notation : 2 := /X := (A\,m) mod ~.

Remarque : si G = G], ~ (C*)" est un tore de dimension r, alors :

ZT & Y(G), (ala '-'7047”) = (t € Gm = (ta17"’7taT) € G)

Q" ~ M(G), (%, %) s (Ee (e, o)

L’action du groupe G sur Y (G) par conjugaison se prolonge a M (G).

et :

Définition 5 Une norme sur M(G) est une application q : M(G) — Q
G—invariante est telle que pour tout tore T C G, la restriction q‘M(T) est
une forme quadratique définie positive.

Exemple : Si G est semi-simple et K est la forme de Killing de g (i.e.
K(X,Y)=Tr(ad(X)ad(Y))), on peut prendre :

g(A) = K (N (1), X'(1))

ou )\,(1) = %“:1 .

Siz € X, la définition de pu(x, A) s’étend de maniére unique de A € Y(G)
a X € M(G) de sorte que : p(x,r\) = ru(x, ) pour tout r € Q.

On fixe pour la suite une norme sur M(G) que I'on note || ||2.
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Définition 6 ([Hesselink, 4.1]) Pour tout x € X, on note
4o (@) = inf {2 : A € M(G), p(w, ) > 1}

et :
Ag(e) = {A e M(G) : p(x,)) > 1|\ = ga(2)}

Remarques :

— D’apreés le critére d’Hilbert-Mumford, x est semi-stable < ¢g(x) = oo.
On verra que si gg(z) < 00, Ag(x) # 0 ('infimum est un min).

— L’ensemble Ag(z) va servir a définir la strate contenant x.
Exemple : si G =T est un tore ...

Notons (, ) le produit scalaire sur M (7T) correspondant a la forme qua-

dratique || ||%. Si x est un caractére de T, alors y définit un élément du dual
de M(T'). On peut donc définir x* € Y(7T') (unique) tel que :

) =K")

sur M (T). Notons X, ..., Xn les poids par lesquels T agit sur C**1 et x5, ..., x5
Y (T') les sous-groupes-a-un parameétre correspondants.
Soit x = [zg @ ... t zp] € X.
On note C(z) I'enveloppe convexe de I'ensemble fini {x} : x; # 0}.
Voici un lemme de géométrie élémentaire :

Lemme 7.1 Il existe un unique élément 3 € C(x) tel que ||B||?> est minimal.

Démonstration : Par récurrence sur la dimension d du QQ—espace vectoriel
engendré par les x; et en utilisant que tout élément de C(z) peut s’écrire
comme un barycentre de d + 1 éléments parmi les x;.

Q.e.d.
Ce € M(T') sera l'indice de la strate contenant z.
Voici le lien entre 3 et 'ensemble Ap(x) :
Lemme 7.2
B g
Ap(w) = ) (TR S1O#0
0 sinon
Démonstration : cf. les lemmes 12.6 et 12.7 de [Kir]. Q.e.d.
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7.2 Indices de la stratification

Soit T" un tore maximal de G. Soient {xq,..., Xn} les poids de T dans
Ccntt

On appellera un élément 3 € M(T) tel que ||5|| est minimal parmi
les normes des éléments de I'enveloppe convexe d’une partie de I’ensemble
{XG, s X0 } une combinaison minimale de poids.

Notons M (T); le cone engendré par les sous-groupes-a-un-parameétre
dominants.

Si par exemple, G = SL, et T est le tore des matrices diagonales, via
l'identification usuelle entre M (1) et Q, M (1) 4+ correspond aux (qi, ..., gr) €
Q" tels que g1 > ... > q,.

On notera % l’ensemble des combinaisons minimales de poids qui sont
dans M(T)4.

7.3 Stratification de X
Définissons les strates :
Définition 7 Pour tout 5 € M(T), soit :

S G{z € X : fhm € Ag(x)} siB#0
B =
G{r e X : Ag(z) =0} sinon.
Proposition 7.3 X est la réunion disjointe des Sg, 3 € A.
On a de plus :

Proposition 7.4 Pour tout (3, S_ﬁ CU g Sg.
187 11=11811

cf. les lemmes 12.15 et 12.16 de [Kir|.

7.4 Description des strates
Soit 8 € M(T).
Définition 8 Soient
Zg = A{[zo: . 1wa) € X 1 (x;,8) # 18I = z; = 0}
et :

(6 B) < IBI? = z; =0

tap) € X
37, (s, 8) = 118117}

s
i
=
o
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La variété Zg est une sous-variété fermée de X et Y3 une sous-variété
localement fermée.
On définit le morphisme de variétés :

pg . Yg — Zg
T }/%ﬁ(t).a:

autrement dit :

pa([zo: ot ap]) = [2g 1 ot )
N / x] Si <X]7ﬁ>:||ﬁ||27
ou x/; =
J .
0 sinon.

Remarque : puisque pg(z) € G.z, ps est bien a valeurs dans Zg.
Définition 9 Soient

7y ={r€Zs: 15

et Yg = p51Zﬂ.

Remarques : — Notons stabg le sous-groupe de G stabilisateur de 8 pour
l'action adjointe. Le groupe stabg est réductif et laisse stable Zg. De plus,
d’aprés [Kir, rem. 12.21], il exite un sous-groupe réductif connexe Gz de
stabf3 tel que Zj3° est I'ensemble des points de Zg semi-stables pour l'action
de Gﬂ.

Soit A un sous-groupe & un paramétre de G qui est un multiple de 5. On
note Py := Py = {g € G : limy_o A(t)g\(t™!) existe dans G}.

Proposition 7.5 — 23 est un ouvert stab3—stable de Zg ;
— Yg et Yﬁss sont Pg—stables.

Le résultat suivant permet de décrire les fibres du morphisme pg.

Théoréme 7.6 ([BB, th. 4.3]) On suppose que V est un G,,—module’ et
que X est une sous-variété fermée lisse et G,,—stable de P(V).

Alors :

i) Uensemble XUm des points G, — fizes de X est une réunion disjointe
de sous-variétés fermés connexes et lisses de X.

Pour tout x € X, le morphisme :

fon peut remplacer ici C par n’importe quel corps algébriquement clos
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G,, — X
t—t.x

se prolonge de maniére unique a Al et on note limy_ot.z l'image de 0
par ce prolongement.

ii) Si C est une composante conneve de XUm  alors lensemble Y des
y € X tels que limy_gt.y € C est une sous-variété localement fermée et lisse
de X.

ii1) de plus le morphisme Y — C, y — limy_ot.y est un fibré vectoriel
i.e. une fibration localement triviale de fibre un espace affine (sur C).

Corollaire 7.6.1 Pour tout 3 € 2, les variétés Yg et Zg sont lisses et le
morphisme pg : Y3 — Zg est une fibration localement triviale de fibre (en

chaque point) un espace affine. Cela reste vrai si l'on remplace Yg et Zg par
Yi® et Z5.

7.4.1 Lien avec les strates

Proposition 7.7 ([Kir, th. 13.5]) Pour tout € A, on a :

i) S5 =G.Y5*;

i) le morphisme G X p, Y3® — Sg, (9,y) mod ~r— g.y est un isomor-
phisme.

8 Application a la cohomologie du quotient

Les stratifications ci-dessus permettent de ramener le calcul de la coho-
mologie d'un quotient a un calcul de cohomologie de quotients de variétés
de dimensions strictement plus petites.

Nous allons seulement considérer 'exemple ott X = (P!)" C P ((C?)®")
est muni de I'action diagonale de G = SLjy. On pose T le tore des matrices
diagonales de SLs. Soit « le caractére de T' défini par :

t 0

— 1.

0 t!

Dans ce cas, X*(T) = Za et M(T) = Qa.

On choisit la norme sur M (G) telle que ||ral| = |r| pour tout r» € Q et on
choisit pour chambre dominante le cone Q>opa. Les poids de T" sur 'espace
©C? sont +a donc les poids T sur 'espace (C?)®" sont de la forme :

(2k—n)a, 0 <k <n .
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En particulier, ’ensemble des combinaisons minimales de poids (qui in-
dexent les strates) est :

B:={(2k —n)a : g<k§n}u{0}.

Soient = (x1,...,7,) € X et 0 # v € (C?)®" tel que x = [v] dans
P((C?)®™). Les poids des composantes de v pour I'action de T sont de la
forme :

2l —n)a, r<l<n-—s

ol r est le nombre de z; égaux a 0 et s celui des z; égaux a oco.
On en déduit que si 8 = (2k —n)a, 5§ < k < n, alors avec les notations
de la partie précédente :

Yg = {(x1,...,2n) € X : exactement k x; sont égaux a 0}

et Zg est I'ensemble des (2) points de X dont k£ coordonnées sont égales & 0

et n—k a oo.
Dans cet exemple, on a Zg = Z3 et donc Yg = Yj3*.

On a aussi : P3 = B :={ Lo : te C*acCl.
0 ¢!

Donc Sg ~ G xp Y3.

On peut vérifier que X, les strates Sg et l'isomorphisme ci-dessus ont
encore un sens en remplacant C par IF_p et que tout est défini sur IFy, pour
tout ¢ puissance de p.

En remarquant que G/B ~ P!, on peut donc compter les points :

[ XP(Fo)| = X (Fg)l = > [S2k-n)al

n
§<k§n

=|PUF)" = > [P (F)IY(2k-n)al

5<k<n
n Y n—k
=(@+D"= > (@+n{, |-
5<k<n
Lorsque n est impair, on trouve :
X5 (F,)
X//G(F,)| = |X°/G(F,)| = ————

car sur X° = X*¥ les orbites de SLsy sont en fait des orbites de PGLs,
qui agit librement.
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D’ou :

(q+1)" - Zg<k§n(q + 1)(Z)qn_k
q(¢—1)(g+1)

g+ D" = Ty (g

[ X//G(Fq)| =

q(g—1)
B > oh=1 (Z:i)qn_k_l — 2 nck<n (1)gnht
= i
Zl<k< ( )qn b=l Z"<k<n ((Z:i) - (Z)) i

qg—1

El<k< (h )qn ot E%<k’§n (n;l)qn_k_l
qg—1

Zl<k< ( ) kel Zl<k< (n l)qk_l
q—1

- (” - 1) 1 ¢ -1
1<hen k—1 qg—1
n—1 n—2k—1
= > L1 (14+qg+..+¢q ) .
1<k<2

Or on trouve dans [Gro, formules (22) et (25)] et |Del, cor. 3.3.6 et rem.
3.3.11] le résultat suivant :

Théoréme 8.1 (formule de Lefschetz généralisée et pureté du Frobenius)
Soit IFy un corps fini de cardinal q. Si X est une variété projective rationnel-
lement lisse définie sur Z, alors il existe des mombres complexes o, ...,

B, ..., Bs tels que B; # o pour tous i,j et pour tout n :

Fgn)l = Za? - ZB?
( J

de plus, chaque |a;| (resp. |B;]) est de la forme g™ (resp. |q"j+%|) pour
certains entiers n; (resp. nj;). Enfin pour tout k, le 2k—iéme nombre de
Betti de X(C) (resp. le (2k + 1)—iéme) est égal au nombre de o; de module
¥ (resp. de B; de module qk+%).

Remarque : Cela s’applique a X//G en effet, si X est lisse et G réductif,

X/ /G est rationnellement lisse (pour ce résultat et aussi pour une définition
de « rationellement lisse » ¢f. [Bout]).
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Dans notre cas, on en déduit que pour n impair, les nombres de Betti de
la variété des n points ordonnés sur la droite projctive : P1(C)"//SLy sont :

n—1
ngg%ﬁ

et les nombres de Betti impairs sont nuls.
Pour le cas ol n est pair on a besoin de désingulariser (¢f. [MFK, chap.

8 §7])
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