GT Lie/symplectique: automne 2008
Exposé 8 (S.P.)

Moment et convexité.

Rappel kaehlerien

On utilise I'identification usuelle:
R?" ~ C™ i (T4, oy Ty Uiy ooy Yn) — (ooey 25 = 35 + Y5, )

Une structure (presque) complexe sur une variété réelle X est un automorphisme du fibré tangent

J:TX - TX
tel que J? = —Id.
Exemple: sur I'ouvert U C R?"
0 0 0 0
O(aa:j) 8yj’ O(ayj) (%cj

Un espace topologique X est une variété complexe de cartes (U;, ¢;)icr S
X = U U; (recouvrement par des ouverts),
iel

les applications
¢i: Ui — ¢i(U;) CC" i el

sont des homéomorphismes, ces cartes étant telles que pour U; NU; # () les fonctions de transition
15 i(UiNUj) — 6;(UiNT;) w0 7 ' (u)

sont holomorphes i.e.
Jo odo;j = do;j o Jy.

Toute variété complexe X admet (comme variété réelle) une structure complexe naturelle J: il
suffit de poser
Jlo, =d(¢; ) oJyodep;, i€l

et d’observer que la condition d’holomorphie des cartes équivaut a

Jiy, = Jy,  sur UiNUj.

U,

On note (X) les formes différentielles sur la variété complexe X a valeurs dans C. Une 2— forme
w € O%(X) est dite de Kaehler si elle est symplectique (i.e. réelle, non dégénérée, fermée) et J—
compatible i.e.

9(Z,Z") :==w(Z,JZ') est une métrique riemanienne sur X
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ce qui équivaut a
w(Z, 2" =w(JZ,JZ"), w(Z,JZ)>0, Z,Z' €TX,Z#0.

1<j

Soit
W), = Z Qjj dz; N de + Z bij dz; N dgj + Z Cij dz; \ dzj‘
i<j i) j
I'expression de la 2— forme w dans la carte complexe (U, ¢).
w est de Kaehler ssi dans toute carte complexe (U, ¢),
i
w‘U = 5 Z hz’j dZi N d?j

(2]

ot (hij((u)), u € U est hermitienne définie positive et

ahi]‘ . ahk]‘ 8hij o 8hzk

0z 0z; ’ 0z, N 85]'

On appelle potentiel kaehlerien toute application lisse f : U — R telle que

0% f
ij(u) = 9207 (u), u e U

i.e. telle que .
w= %(35 ).

Localement, toute forme de Kaehler dérive d’un potentiel.

Voici trois exemples (simples) qui interviennent ici:
la structure symplectique standard sur C":

Wstandard = Z dl‘j A dy] =
J

J

) 1= _
5 Zde A dfj = 588(2 Zij)
J

la structure de Fubini-Study sur C™:

Wfs = %85 (ln(z zjZ; + 1))

J

Pour n =1,
1 1
5 dx A dy.

wis2) = S AT e PN S a1 )

la structure de Fubini-Study sur le projectif complexe: P, C est le quotient (C"™1)*/C* pour

I’action
C* x (C™THX — (C"™) % 1 (2, (20, ., 2n)) — (220, ..., 22n)
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Le passage au quotient (i.e. aux coordonnées homogenes) est noté
p: (C"TYX = PoC: (20,05 2n) = [205 -+ 2n]-
Voici les cartes complexes usuelles: ([U;], ¢;),0 <1i <n, avec

[Ui] = p({(20,---,2n),2: # 0})

2 Zic1 % z
qﬁi:[Ui}—>C":[zo,...,zn]H(—O,...,Z—l,ﬂ,...,—n).
Zi Zi Zi Zi

Pour i < j les fonctions de transition s’écrivent

¢ij = ¢j0 by C"\ {uj_1 =0} — C"\ {u; = 0}

(o ui—1 1 U; Uj_o  Uj Unf1)

('LL(),...,Unfl)l—)( PRI ) ) PR ) [
Uj—1 Uj—1 Uj—1 Uj—1 Uj—1 Uj—1 Uj—1

La 2— forme de Fubini-Study wys sur C™ satisfait
(j):jwfs = W¢s
i.e. quel que soit (i, ),
pjwss = Piwys sur Pouvert [Us] N [U;] € P,C.

La structure Kaehlerienne (dite de Fubini-Study) est alors 'unique 2— forme w sur P, C telle que
pour tout ¢

* —
¢ichs = w‘[Ui] .

Actions symplectiques et moments

Soit (X, wx) une variété symplectique, G un groupe de Lie d’algebre de Lie get ¢ : G x X — X
une action symplectique (i.e. ¢jwx = wx pour tout g € G). Notons

_ d
Z (m) = EqﬁexptZ(m% Z € g
0

les champs fondamentaux de ¢. B
On appelle co-moment de ¢ toute application linéaire j : g — C°(X) : Z +— j telle que

djz(m) = wx(Z~(m),-) pour tout m € X.

L’application adjointe j : X — g* définie par < j(m),Z >= jz(m), Z € g est alors appelée
moment de ¢.
Le moment j est dit équivariant si j(¢q(m)) = Ad;,lj(m), me X,ge€q.

Voici un lemme utile:

Lemme I Si ¢ : G x X — X est une action symplectique avec moment j : X — g*eti: H - G
est un sous-groupe de Lie, alors la restriction de 'action ¢y : H x X — X admet le moment
ju X = h* :m— di*(5(m)).

Actions symplectiques de tores (mouvements harmoniques découplés):
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On considere le cercle unité S* de C et C*! muni de la structure symplectique standard. L’action
de tore
(shyntt x ¢ttt — ¢t ((to, cestn)s (2oy .o zn)) — (t020, - tnzn)

est symplectique avec moment j : C"*1 — R"*! que 'on obtient comme suit:
I'algebre de Lie de (S!)"*! est R"*! et le champ fondamental de Z = (rg,...,7,) € R""! est

_4
dt),

Z7 (20,1 2n) Wrn

(€02, ..., e 2,)

i.e.

0 0
Z (zo,. .. n:—g Y E T
<207 ) % ) - T']y] 81/‘] + - T]xj ay]
La condition w(Z~(m), -) = djz(m) s’écrit

- Z zjjdxj - Z rjyjdyj = dj(ro,...,rn)(207 oo ,Zn).
J J

En voici une solution:

, 1 _
](T07---,Tn)(20’ N Zn) = —§ ZT‘ijZj
J

dont I’adjointe est
1

J(z0y .y 2n) = 75(2020,...,2,12”).

(En fait, suivant les conventions, on utilise +j + constante additive éventuelle.)

Par le Lemme I, I'action de S' sur C™*! induite par I'inclusion diagonale
St — (SHM it (tt,. . 1)

est elle aussi symplectique avec moment

1
j:C" SR (204 -y 2n) — 3 szfj + constante .
J

Quotient symplectique, fibrations de Hopf, un exemple de convexité

Rappel des données de réduction: il s’agit d’une action symplectique de G sur (X, wy ) avec moment
équivariant j : X — g* et une valeur j— réguliere u € g*.

On note G, < G le stabilisateur de p pour l'action coadjointe G x g* — g* : (g, a) — Ad;_la et
on suppose que la restriction de ’action

G x 7 Hp) — 5 Hp)
est propre et libre. Alors j7'(u)/G,, est symplectique pour la 2— forme w,, déterminée par
WX = Prwy
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olt i, : j~*(p) — X est linclusion de sous-variété et

puid () =i ()G (%)

le passage au quotient.

Voici un second lemme utile:
Lemme IT Supposons qu’on ait deux actions symplectiques

G:I: x X —X
qui commutent avec moments équivariants j+ : X — gi. Alors si G_ préserve j;l(O), I’action
G- x j310)/Gy — j7H(0)/Gy : (g—, [m]) = [g9-m)]

est symplectique avec moment
J137(0)/Gy — g% < [m] = j(m).

Retour sur les actions de tores:
Soit S§27*+! la spheére unité de C"*!. Pour l'action de S' sur C"*! plus haut et la valeur j—
réguliere p = % € R le quotient (x) est la fibration de Hopf

j—l(%) — SQN-‘rl N 52n+1/511 ~ PnC

De plus, la forme symplectique induite sur le projectif P,,C coincide avec la forme w de Fubini-Study
décrite plus haut: pour voir ceci, soit

i S2n+1 _ Cn+1

I’inclusion et
p: 8Pt L P.C:(20,...,20) = [20,. .., 2n]

le passage aux coordonnées homogenes. La condition
i*wstandard = p*w sur S2n+1
équivaut a
*Wstandard = (¢i 0 p) wys sur SN (20, ..., 2), 2z 20}, 0<i < n.

ce qui est facile a vérifier.

Les lemmes I et IT appliqués & X = S?"+!1 G, = 1 G_ = (S)" pour l'action diagonale de S* et
l'action de (S')™ induite par le plongement

(SH™ = (SH™ (.. tn) = (Lt .. t)

assurent que l’action
Y (SH" x P,C — P,C

((tl, ceytn)y [Zoy - zn]) = [20,t121, - -, tn2n)
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est symplectique avec moment

1

i P,C—R":[20,...,20] — ——=——(21Z1, ..., 2nZn).

Jy n“ — [ 0 ) n} 22j21 ijj( 141, s ~n n)
Convexité de jy:
classons les points de P,C suivant leur stabilisateur pour ¥. On a
- les points fixes: [1,0,...,0],[0,1,...,0],...,[0,...,0,1]
- les points (29, 21, ..., 2n), 2; # 0 pour tout j, de stabilisateur trivial
- les points intermédiaires ayant k coordonnées z; nulles avec 2 < k < n — 1, de stabilisateur
isomorphe & (S1)*.

Notons [po, 1, - - - Pi]econv I'enveloppe convexe des points pg,p1,...,p; € R”, ie.
[p07p17 v 7pl]com} = {Z a;pj, aj > O)Z a; = 1}
J J
On observe alors que 'image de j, est I'enveloppe convexe de I'image des points fixes de 9:

Ju(PaC) = [4p[1,0,...,0],5[0,1,...,0],...,3y[0,...,0,1]] .

Cette enveloppe est appelée le polytope moment . Pour P, C ce polytope est, a dilatation pres, le
n— simplexe canonique de R".

Sa frontiere est constituée des images des points a stabilisateur non trivial et son intérieur des
images des points a stabilisateur trivial.

Un théoreme de convexité d’Atiyah, Guillemin-Sternberg

Ce qui précede est un exemple simple mais important (cf les variétés symplectiques toriques infra)
du théoreme suivant:

Théoréme [A, G-S]: Soit (X,wx) une variété symplectique, compacte et connexe, 7' un tore réel
i.e. un groupe de Lie abélien compact connexe d’algebre de Lie R™ et

P:TxX —X

une action symplectique avec moment j,, : X — R™ équivariant (i.e. constant sur les T'— orbites).
Alors,

- L’ensemble Z des points fixes de 1) est la réunion finie de sous-variétés symplectiques connexes
Zj, j € J et jy(Z;) ={¢;} CR™,

- jy(X) est 'enveloppe convexe de I'image des points fixes de v i.e.

31/1(X) - [ij.j € J]conv C R™.

Ce n’est pas un théoreme simple. La preuve utilise une généralisation de la théorie de Morse
due & Bott [voir par exemple 'ouvrage: Introduction to symplectic topology de D. Mc Duff et D.
Salamon. Oxford Mathematical Monographs; voir aussi le livre de M. Audin: The topology of
torus actions on symplectic manifolds. Progress in Mathematics. Birkhauser.]

Un théoreme de classification de Delzant




Une variété symplectique connexe compacte X de dimension 2n est dite torique si elle est munie
d’une action symplectique

TxX—X:(r,z)— . (x)
effective (V7 € T, ¢, # Idx) d’un tore T' de dimension n admettant un moment équivariant jy.

Le thm de Delzant établit (& symplectomorphisme pres) une correspondance biunivoque explicite
entre certains polytopes de R™ (dits de Delzant) et les variétés symplectiques toriques de dimension
2n. La partie constructive de la preuve (cf infra) utilise un double quotient symplectique modelé
sur I’exemple de P, C.

Def: Un polytope A C R" est dit de Delzant s'il est simple (chaque sommet s porte n aretes),
rationnel (les n aretes issues d’un sommet s s’écrivent s + tu;, u; € Z™, 0 < t < c0) et lisse (on
peut choisir les u; tels que (uq,...,u,) soit une base de Z™).

La moitié du Théoréme de Delzant:

Tout polytope de Delzant A C R™ est le polytope moment d’une variété symplectique torique
(Xa,wa).

Voici une esquisse de la preuve: soit A C R™ un polytope de Delzant ayant d faces. La preuve
consiste a construire la variété torique X comme un quotient symplectique de (Cd, Wstandard)
adapté au polytope A.

Comme tout polyedre convexe, A est l'intersection finie des demi-espaces fermés portés par ses

faces:
A=) ' Ry)
1<i<d

ot la i—eéme face porte I'hyperplan f;1(0) = {x € R" |< z,n; >= r;}. Ici n; est la normale
intérieure a la face 7.

Les n aretes issues d’'un sommet s étant portées par une base de Z™ on peut supposer que les n—
normales n; aux faces auxquelles s appartient constituent elles aussi une base de Z".

On note (e;)1<i<q la base canonique de RY. L’application
RY - R": Z:Uiei — mel
i i
est alors surjective, envoie Z? sur Z™ et induit la suite exacte courte de groupes de Lie

0 — Ker m——R%/ZR"/Z" — 0

ainsi que la suite dérivée

0 — Ker dr-*“RIYSR™ - 0

Dans ce qui suit j'utilise implicitement 1'identification

RY/Z4 ~ (SY) 2 (zy,...,2q) — (e, ...,e)

On considere I'action symplectique
(SHex CL— CL: ((ty,...,tq), (21, .., 2q) — (121, ... tazq)
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dont on adapte le moment

. 1
](Z1>~'-7Zd):§(| 21 |27"'7‘Zd |2)+(7"1,...,’l“d)

au polytope A i.e. les constantes réelles r; sont celles qui figurent dans I’équation des faces f;l(O).
Par le lemme I, la restriction de cette action au sous-groupe Ker 7 C (S')¢ admet le moment

jr: C*— (Ker dm)* : (21,...,2a) = (di)*(j(21,-- -, 24)).

On vérifie que j-1(0) est une sous-variété compacte de C? sur laquelle Ker 7 agit librement.
Ensuite on passe au quotient symplectique: on pose XA = j1(0)/ Ker m qui est de dimension
dim Xx = dim j71(0) — dim Ker 7 = (2d — (d — n)) — (d — n) = 2n.

Reste a voir que XA est torique: pour ce faire on construit une section s de la suite
0 — Ker m—>R%/ZR"/Z" — 0
i.e. un morphisme lisse de groupes
s:R"/Z" — R4/Z¢

tel que m o s = Id. Pour expliciter une telle section, quitte a changer la numérotation des faces,
on peut supposer que les n premieres faces ont un sommet de A en commun. Les n premieéres
normales n; constituent alors une base de Z™ et 'application

s:R"/Z" - RY/ZL: (ty, ... tn) — (t1,...,tn,1,...,1)

est une section.
On a donc une action symplectique

Y :R"/Z" x C? — C?: ((tl,...,tn),(zl,...,zd)) = S(t1y ey tn) s (21,405 2d)
de moment (cf Lemme I)
G CF =i (21,0, 24) = (d8)*(G(21, -, 2a))-

Cette action satisfait (avec l'action de Ker ) les conditions du Lemme II: ¢ conserve j—1(0),
commute a 'action de Ker 7 et des lors induit une action symplectique

wA :T™ x XA — XA

((t1, - tn), [21, - v 2d)) = [s(trs oo tn) - (2150, 2a))]
avec moment

jA([zl, e zd]) = Jy(z1,...24).

On vérifie pour conclure que 'on a bien ja(Xa) = A.
I’autre moitié du Théoréme de Delzant:

Soit (X, w) une variété symplectique torique de polytope moment A. Alors A est un polytope de
Delzant et (X,w) est isomorphe a (Xa,wa).



Pour la preuve du thm, voir ’article original de T. Delzant ci dessous.
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