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Chapitre 1

Introduction

Cette these est située dans le domaine des fonctions symétriques, de la
combinatoire et des ¢-séries. L’algebre des fonctions symétriques sur ’alpha-
bet fini X = {z1,...,x,} est constituée de ces fonctions invariantes par per-
mutation des variables. Ces fonctions sont au coeur de nombreux problemes
combinatoires (voir par exemple les livres de Bressoud [18], Comtet [22], Mac-
donald [48] ou Stanley [58]) et indissociables de la théorie des partitions. Les
fonctions de Schur s\(X), grace a leur interprétation combinatoire en termes
de tableauxr de Young, permettent par exemple de déterminer les fonctions
génératrices de nombreuses familles de partitions planes (voir [18, 50, 59]).
Les partitions planes, quant a elles, sont liées a ’ex-conjecture des matrices
a signes alternants, résolue par Zeilberger (voir [12, 18, 39, 51, 55, 65]),
leur nombre étant le méme que le nombre de partitions planes totalement
symétriques auto-complémentaires situées dans une boite de la forme (2m x
2m x 2m). La bijection entre ces deux familles reste un probleme ouvert a ce
jour. Les polyndémes de Hall-Littlewood Py\(X,q), par 'ajout du parametre ¢
(t dans le livre de Macdonald [48]), sont une extension des fonctions de Schur
et ont une expression explicite. L’ajout d'un deuxieme parametre ¢ a conduit
Macdonald [48, chapitre VI] a découvrir des fonctions symétriques a deux
parametres, les polynomes de Macdonald Py(X,q,t), qui n'ont en revanche
pas d’expression explicite mais qui généralisent les fonctions symétriques
précédentes. Les polynomes de Jack J\(X, a), qui sont une spécialisation des
polynomes de Macdonald, n’ont pas d’expression explicite et ont été étudiés
par de nombreux auteurs (voir par exemple [43, 48, 60]).

La conjecture de Macdonald, exprimant le fait que les polynomes de Macdo-
nald se développent selon des coefficients K,(q,t) (coefficients de Kostka-
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Foulkes) dans la base des fonctions de Schur modifiées, et que ces coefficients
sont des polynomes de deux variables a coefficients entiers positifs, a été
démontrée récemment par Haiman [31]. Cependant, on ne connait toujours
pas d’interprétation combinatoire de ces coefficients. Dans le cas particulier
t = 0 des polynomes de Hall-Littlewood, les coefficients ont une interprétation
combinatoire due a Lascoux et Schiitzenberger [41], en termes de statistique
de charges.

La spécialisation de l'alphabet X des fonctions symétriques fourni un lien
avec les g-séries. Par exemple, les r-iemes fonctions symétriques élémentaires
e, et complétes h, sont liées aux coefficients ¢-binomiauxr comme suit :

r

r

- i n e n+r—1
i) =[] g = | |

Il est d’autre part connu que ces expressions ont une interprétation combi-
natoire en termes de partitions bornées, provenant de l'interprétation com-
binatoire du coefficient ¢g-binomial [4]. Les fonctions de Schur se spécialisent
sur ce méme alphabet sous forme d’un produit, du a Littlewood ([47], [48,
p. 44]), faisant appel a la notion de longueur d’équerre pour une partition.
Macdonald [48, p. 83-85], Désarménien [23] et Stembridge [61] ont obtenu des
expressions, sous forme de déterminants, de fonctions génératrices de parti-
tions planes, en sommant des fonctions de Schur sur des partitions vérifiant
certaines conditions, puis en spécialisant 1’alphabet a 1’aide du parametre q.
Lassalle [46] a tout récemment donné une expression des fonctions mono-
miales my sur I'alphabet {1,q,...,¢" '}

Stembridge [61] a donné un autre lien entre fonctions symétriques et g-séries
en spécialisant ’alphabet dans une identité de sommation de polynomes de
Hall-Littlewood, démontrant ainsi de facon originale les célebres identités de
Rogers-Ramanugjan (voir par exemple [4, 6]) :

y an 1 n\—1

nz%(l—Q)(l—q?)---(l—qn) - H 1-q¢"), (11
n=+1 (mod 5)

S gt . -

Zo(l—Q)(l—q2)~-(1—qn) - H (1-¢)™  (12)

n
n=%2 (mod 5)

Il est & noter que Schur a démontré ces identités de maniere élégante a I’aide
d’une involution, et cette preuve est rappelée par exemple dans [53].



La premiere partie de cette these présente les partitions d’entiers et

I’algebre des polynomes symétriques et ses principales bases indexées par
ces partitions d’entiers. Un des problemes essentiels dans ce cadre est le
développement d’une fonction symétrique sur ces différentes bases.
Par exemple, les formules de Waring développent la n-ieme fonction symétri-
que puissance p, dans la base des fonctions symétriques élémentaires (e )
et dans celle des fonctions symétriques completes (hy),. Nous généralisons
d’abord les formules de Waring en développant les fonctions symétriques puis-
sances évaluées sur I'alphabet X /(1—tX) := {x1/(1 — tz1) , 22 /(1 — txs),...}
dans la base linéaire des fonctions symétriques élémentaires et completes
évaluées sur l'alphabet (fini ou infini) X = {zy,xa,...} :

Théoréme 1.1 Pour tout k > 1 on a

X _ - (111 ul—1( ke (L) — 1)

>k
XN (1 gy K G 1)
() - 2! () o S 0

Les formules de Waring sont obtenues par la spécialisation ¢ = 0 dans ces
identités.

De méme nous considérons le probleme inverse, ¢’est-a-dire, le développement
des n-iemes fonctions symétriques h,, et e,, évaluées sur 'alphabet X/(1—¢X)
dans la base des fonctions puissances (p,), évaluées sur I'alphabet X. Dans
ce cas nous aurons besoin d’un coefficient binomial généralisé (*) introduit
par Lassalle [44], définit pour toute partition p et pour tout entier n positif
comme étant le nombre de fagons de choisir n éléments dans le diagramme
de Ferrers de p, dont au moins un par ligne.

Théoréme 1.2 Pour tout entier k> 1 on a

. (1 —XtX) -2 tmk@“m’

|| >k a
X (%)
— =k V=) Xkl (XY
o (105x) = X
pl>

Lassalle, dans ses travaux sur les polynomes de Jack ([43, 44]), a été amené
a conjecturer certaines identités remarquables. Celles-ci furent prouvées par
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Lascoux et Lassalle [42] en utilisant le formalisme des A-anneaux. Notre but
était d’utiliser les développements précédents pour donner une démonstration
simple et élémentaire de leurs identités. Pour cela, nous avons eu besoin
d’exprimer les identités du théoreme 1.2 en termes de fonctions génératrices :

Théoréme 1.3 Soient z et X = {x1,x,...} des indéterminées indépendantes.
Alors la série formelle

. U tx,
F(t,u) = (1+u) H<1+1—|—u1—t$>

r>1

admet les trois développements suivants

o wit z—1(p) m
F(t,U) - Z t Z)<(Z—l(u)) M(X)a

4,520 pg, U () <
A ‘min(i,j) - _] <M>
F(t,u) = Z u't! Z (2 B k) zﬁpﬂ(X),
i,j>0 k=0 ki T
A ‘min(i,j) o <M>
F(tu) = Y u'th Y (Z - k) D (=1 ZLpM(X).
4,50 k=0 ukj H

Nous en déduisons ensuite de maniere évidente le corollaire suivant :

Corollaire 1.4 Soient z et X = {1, x5 ...} desindéterminées indépendantes.
Pour tous entiers i,5 > 1 on a

> (N - Y () D)

B3, ) <i k=0 pki H
min(z,5)
z—k 1o (%)
=Y () S ey, o,
k=0 ukj K

Ce corollaire a lui méme deux conséquences intéressantes, obtenues en identi-
fiant les différents termes selon les bases de I’algebre des fonctions symétriques
(corollaires 2.10 et 2.11 pages 23-24).

Enfin, le corollaire 1.4 et le théoreme 1.3 nous ont permis de démontrer
de maniere élémentaire deux identités remarquables (théoremes 2.12 et 2.13
pages 24-25), conjecturées par Lassalle ([44, Conjecture 2] et [45, Conjec-
ture 2|), puis prouvées par Lascoux et Lassalle [42, Théoreme 4 et Théoreme 1].



Notre approche repose cependant essentiellement sur 'opérateur différentiel
de I'algebre des séries formelles, alors que Lascoux et Lassalle utilisent le
formalisme des A-anneaux.

La deuxieme partie de cette these concerne plus particulierement la base
des fonctions de Schur, définies usuellement pour toute partition A = (A\; >
Ag > -+ >\, > 0) de longueur < n par :

sy(X) = Z w (xi‘lx;\L”szilx]>

wESy 1<j
_ Ajtn—j n—j
= det (xif >1§i7j§n / det (xl )1§i,j§n’
ou S, est le groupe des permutations de I'ensemble {1, 2,...,n} et X =
{z1,...,x,} est un alphabet fini de n variables.

On a les trois identités classiques de sommation suivantes [48, pp. 76-77] :

1
—_— 1.3
I 13

n

Sax) = I
1

A i=1 i 1<i<i<n
& 1
doosX) = ] — I1 TR (1.4)
)\ paire i=1 v 1<i<ji<n v
1
M paire 1<i<j<n v

Ces identités furent généralisées par Ishikawa et Wakayama, dans [33], en
utilisant une méthode de calcul de pfaffiens. Pour toute partition A on note
¢; = ¢j(A) le nombres de colonnes de longueur j dans A, c’est-a-dire ¢; =
Aj — Aji1 et on définit pour a et b deux parametres

ac]'+1 _ b0j+1 1 _ (ab)6j+1
fxla;b) = H a—>b H 1—ab

J impair J pair
Alors Ishikawa et Wakayama ont trouvé et démontré 'identité suivante :

> fila,b)sy(X) = ®(X;a,b),  (Ishikawa-Wakayama) (1.6)
A
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ol
®(X;a,b):= H(l —az;) (1 = bx;) 7! H(l — xmy)
i j<k

Ishikawa et Wakayama se sont posés la question d’une extension de (1.6), qui
consistait a développer ®(X;a,b) [],(1 — cz;)~" dans la base des fonctions
de Schur. Ils ont conjecturé cette expression, mais leur méthode utilisant les
pfaffiens ne leur a pas permis de la démontrer.

Nous démontrons cette conjecture a l'aide de la formule de Pieri et du
principe d’inclusion-exclusion (théoreme 3.5 pages 31-36), ce qui donne 'ex-
pression de la fonction fy(a,b, c) dans le développement :

> fla, b e)sa(X) = @(X;a,b) [J(1 = czi) ™"

i

D’autre part, comme 1’a remarqué Bressoud [17], pour (a,b) = (1,0), (1,—1)
et (0,0), lidentité (1.6) se réduit respectivement a (1.3), (1.4) et (1.5).
Les extensions de ces trois identités consistant a sommer sur des parti-
tions bornées ont été données par Macdonald [48, p. 83-84], Désarménien-
Stembridge [23, 61] et Okada [52] respectivement. Ces identités, dont les
membres de droite s’expriment sous forme de quotients de déterminants, per-
mettent par spécialisation d’obtenir des fonctions génératrices de partitions
planes particulieres, grace a 'interprétation des fonctions de Schur en termes
de tableaux de Young. Krattenthaler [37, 38] a obtenu des raffinements de
cas particuliers des identités de Macdonald et Désarménien-Stembridge, en
précisant le nombre de parts impaires dans les sommations, mais pour 1’al-
phabet particulier {¢**~1,¢*"73,..., ¢}. Ses résultats ont des interprétations
en termes de tableaux de Young et de partitions planes.

Bressoud a aussi formulé dans [17] le probléeme consistant a trouver une
extension de (1.6) aux partitions bornées, afin de généraliser en une méme
expression les identités de Macdonald, Désarménien-Stembridge et Okada.
Notre seconde généralisation de (1.6) donne une réponse positive a cette
question. En effet, nous avons trouvé puis démontré une telle identité en
exploitant une méthode due a Macdonald [48].

Pour toute suite £ € {£1}", on note |£|_; le nombre de —1 dans la suite .
Soient X¢ := {a5', ... 25} et

D(,z)=1— szEfi—l)/Q.



Théoreme 1.5 Pour des entiers strictement positifs m et n,

Z Fala,b)sn(X) = Z B, a,b)®(X5;a, b)H m(1-&:)/2

AC(mn) ge{£1}n i

ot le coefficient 3(§, a,b) est égal a

( gt ) D(€,a)D(E, b)
D(&vl/co D(£71/b) a—"b

( I (ab)™+1 ) D(&,1)D(&, ab)
D(,1)  D(g,1/ab) 1—ab

Nous obtenons comme conséquences de ce théoreme les identités de Mac-
donald, Désarménien-Stembridge et Okada respectivement, en spécialisant
(a,b) = (1,0), (1,—1) et (0,0) (voir pages 43-46). Dans ces cas, les membres
de droite s’expriment comme quotients de déterminants. Lorsque m = 0, ces
trois cas particuliers donnent les formules de Weyl pour les systemes de ra-
cine de type B, C,, et D,, respectivement ([18], p. 68-69).

si |€] -1 tmpair,

st |&| -1 pair.

L’extension de cette méthode de sommations aux polynomes de Hall-

Littlewood fait 1'objet de la troisieme partie de cette these, le but étant ici
d’exploiter le parametre g supplémentaire dans la définition de ces polynomes
symétriques.
Nous utilisons dans cette partie les notations standards des g-séries (voir par
exemple [24]), rappelées pages 47-48. Pour toute partition A = (A1,..., \,)
de longueur < n, rappelons que les polynomes de Hall-Littlewood peuvent
s’écrire :

P(X,q9)=]] 1<_q Zw( . Hiﬁl__qg>

i>1 i weSh i<j
Remarquons que pour ¢ = 0, Py\(X,0) = s\(X).

Pour a parametre, définissons la fonction auxiliaire suivante

1 1 —qx;xy
v, (X;a):= I
o(X; ) 1:[ (1—z:)(1 — ax;) g 1 —zjmy,




8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Alors il est bien connu [48, p. 230] que les sommes des Py (X, ¢) sur toutes les
partitions et sur les partitions paires sont données par les formules suivantes :

Y P(Xq) = Ty(X;0), (1.7)
A
> Pa(X.q) = Wy(X;-1). (1.8)
A
Pour toute suite & € {£1}", soit de méme X¢ := {25',..., 2%} et notons

a nouveau |¢|_; le nombre de —1 dans . Alors, en sommant les Py sur les
partitions a parts bornées, Macdonald [48, p. 232] et Stembridge [61] ont
respectivement généralisé (1.7) et (1.8) comme suit :

Z P\(X,q) = Z T, (X¢;0) fo(l_&w, (Macdonald)
A<k ge{£1}n i
Z P\(X,q) = Z U, (X5 —1) H 2F178) - (Stembridge)
ccty i

Stembridge, dans [61], a exploité ces deux formules en spécialisant 1'alphabet
par ; = 2¢' "1, et a obtenu par cette méthode seize multianalogues d’identités
de type Rogers-Ramanujan, dont deux extensions des identités de Rogers-
Ramanujan (1.1) et (1.2) elles-mémes. Ce travail constituait donc une preuve
originale de ces identités qui sont parmi les plus connues et classiques en
combinatoire et g-séries.

Au vu de l'intérét des formules de Macdonald et Stembridge, et des résultats
déduits par Stembridge, nous nous sommes intéressés a d’autres identités de
sommations de polynomes de Hall-Littlewood.

Pour «, # deux parametres, définissons la fonction suivante

B, (X: a, 6) 3:H 1 —ax; Hl—qxjxk.

1— Bz, 1 —z;x
sz<k Lk

i

Alors nous avons les formules de sommations de polynomes de Hall-Littlewood
suivantes [48, p.232] :

S @) Pu(X.0) = B,(X:0,0), (1.9)
M paire



ou

eax@) = [[(@ e dlo=]] )i

1 o1 (@ @)y

Remarquons que (1.7) et (1.8) sont des extensions de (1.3) et (1.4) respec-
tivement, alors que (1.9) généralise quant a elle (1.5). Il était donc naturel
de s’interroger sur l'existence d'une extension de (1.9) du méme type que
les formules de Macdonald et Stembridge ci-dessus. Mais comme le fit re-
marquer Stembridge dans [61], la présence du coefficient ¢, (q) (et de dy(q)
pour (1.10)) engendre des problemes rendant douteuse l'existence d’exten-
sions explicites de (1.9) et (1.10). Cependant, en nous inspirant du travail
de Stembridge [61], et grace a nos résultats précédents sur les fonctions de
Schur et a I'outil informatique [62], nous avons pu découvrir et démontrer les
deux extensions suivantes de (1.9) et (1.10) :

Théoreme 1.6 Pour k > 1,

S oen@P(X.g) = S @, (X50,0) T,

psk ge{x1}n i
N paire |€|_1 pair
k(1—&;)/2
Z dai(@)PA(X,q) = Z <I>q(X£;q,1)Hxi( /2
A<k ge{+1)n i
: 2 (@
m; (A
CAJf(q) = (q; q2)m¢()\)/2, d)\7k(q) = B ANV —
211 E (4% ) pmi(n)/2)

La difficulté ici résidait dans la recherche de ces deux coefficients ¢, x(q) et
dxx(q), car nous ne connaissions que les cas particuliers ¢ = 0 correspondant
aux fonctions de Schur, et les cas limites £ — oo ci-dessus.

Ces identités ont inspiré par spécialisations de I’alphabet X la découverte
de nouvelles identités sur les ¢-séries, dont I'une nous a permis de trouver six
nouveaux multianalogues de type Rogers-Ramanujan (voir théoremes 4.4 et
4.5 pages 60-62). Ces multianalogues sont bien sur des extensions de six iden-
tités de type Rogers-Ramanujan, que nous donnons page 63. Quatre d’entre
elles se sont révélées étre dans la liste de 130 identités de Slater [57], I'une
des deux autres peut se déduire de l'identité de g-Kummer [24, p. 236], alors
que la derniere semble étre nouvelle.

Les identités de polynomes de Hall-Littlewood apparaissent donc, a travers
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les travaux de Stembridge et le prolongement que nous en avons fait, comme
une maniere originale d’obtenir des identités de type Rogers-Ramanujan. La
technique la plus classique est 1'utilisation du lemme de Bailey [6, 63], qu’ex-
ploite Slater dans [56] et [57]. Les extensions par itérations du lemme de
Bailey, dues en particulier & Andrews [5, 6] permettent d’obtenir des mul-
tianalogues, et nous avons étudié cette approche en la liant aux identités de
Stembridge et aux notres (voir pages 72-76).

Enfin, nous nous intéressons dans cette partie a 'interprétation combinatoire
éventuelle en termes de partitions des identités que nous avons obtenues.

Remarque. Nos différents travaux ont fait ’objet de deux publications [34,
35] et d'un troisieme article qui sera publié prochainement [36].



Chapitre 2

Fonctions symétriques

2.1 Définitions et premieres propriétés

Les définitions et notations adoptées sont celles de [48, Chapitre .

2.1.1 Partitions

Soit n € N fixé. Une partition A de n est une suite décroissante finie
d’entiers naturels de somme n :

A=, Ag, .. N) €NY
ou

M>A>o> N >0 et in:n.

n est le poids de A et on le note n = |A|. On notera aussi A - n le fait que A
est une partition de poids n.

[ est la longueur de A et on la note | = I(\) = max{i € N|\; > 0}.

Les entiers \;, pour i € {1,...,l} sont les parts de A. On dira que A est paire
lorsque toutes ses parts le sont.

Il est souvent pratique de décrire une partition par ses ordres de multiplicité :
on note m; = m;(A) := #{j|\; = i} la multiplicité de i dans A, qui donne
le nombre de parts de X\ égales a 7. Ainsi la partition A s’écrit aussi A =
(1rmamz ).

La partition X' conjuguée de X est définie par A, := #{j|\; > i}. On a ainsi
IN| = |A] et L(N) = Ay

11
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Le diagramme de Ferrers de A est le sous-ensemble {(i, j)[j > 1,7 < \;} de
N2, qu'on identifiera souvent & A. Pour obtenir le diagramme de Ferrers de
N, il suffit donc d’inverser les lignes et les colonnes de celui de .

Exemple. Le dessin suivant donne le diagramme de Ferrers de la partition
A =(10,9,8,6,1) de 34 et celui de sa conjuguée X' = (5,4,4,4,4,4,3,3,2,1) :

| |
A= N =

2.1.2 Algebre des fonctions symétriques

Soient n € N et un alphabet X = {1, ..., 2,} de n variables indépendan-
tes. Soit Q[z1, . .., x,] I'ensemble des polynoémes de n variables a coefficients
dans Q. Un polynéme P € Q[zy,...,x,] est symétrique si P est invariant
sous l'action du groupe des permutations .S,,, ¢’est-a-dire si

Vo € Sn, P(o1), - Tom)) = P(o1, ..., 20).

On note A, cet ensemble de polynomes, qui forme une algebre, appelée
l’algebre des polynomes symétriques de n variables.

Exemple. Le polynome P(X) =3"" z; est un élément de A,,.

2.1.3 Bases élémentaires

Nous rappelons ici les bases élémentaires naturelles de A,,, et quelques
propriétés les reliant, notamment concernant leurs fonctions génératrices.

Fonctions monomiales : Soit A une partition de longueur inférieure
ou égale a n (si | < n, on pose \jj1 = --- = A, =0 ). On note S, ()
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I’ensemble des permutations distinctes des n parts de A et on définit

ma(X) = ma(z1,...,2,) = Z 3;‘1’(’\1) Al
0ESn(N)

my(X) est en fait la somme des monomes distincts de la forme X?*.

Exemple. Pour n =3 et A =(2,1), on a

2 2 2 2 2 2
ma(21, T, T3) = T1T2 + TIT3 + T3T3 + T3 + 3T + T3T0.

Alors de maniere évidente (my(X))in)<n est une Z-base de A,,.

On peut préciser que pour k < n, la famille (7, (X))|x=x est une base
du sous-anneau A¥ de A,,, constitué des polynomes symétriques de n
variables et homogenes de degré k. Comme il est souvent plus pratique
de travailler avec un nombre infini de variables, on pose A* comme
étant la limite projective des A* (voir [48, p. 18] pour les détails). On
peut alors étendre la définition de A,, & un nombre infini de variables, en
posant A := @, -, AF comme étant I’algébre engendrée par les (my (X))
sans restriction sur la longueur de X et ott X est un alphabet infini. A
est l'algebre des fonctions symétriques, et ses éléments ne sont plus des
polynomes, mais des sommes infinies formelles de monomiales.

On travaillera dans ce qui suit avec un alphabet X infini, la
restriction au cas fini des polyndémes se faisant de maniere
évidente.

Fonctions symétriques élémentaires : Soit r € N.
On définit la r-ieme fonction symétrique élémentaire par

eo(X) = 1,
et pour r > 1
e (X) = Z Ty - xy, = mry(X).
1<y <oy
La fonction génératrice des e,(X) est donnée par

E(t):=)Y e (X)t" = [[(1 +ait), (2.1)

r>0 i>1
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ce qui se démontre en développant le membre de droite.
On pose pour toute partition A = (A1, Ag, ..., \;) de longueur [,

l

ex(X) == JJex (X).

=1

Alors (e)(X))a est une Z-base de A.

Fonctions symétriques completes : Soit » € N.
On définit la r-ieme fonction symétrique compléte par

ho(X) =1,
et pour r > 1
h(X) = Z Ty Xy, = ZmA(X).
1<iy <--<iy Al=r

La fonction génératrice des h,.(X) est donnée par

1= Y (00 =] 1%“ (2.2)

ce qui se démontre de méme en développant le membre de droite.
On pose pour toute partition A = (A1, Ag, ..., \;) de longueur [,

!
ha(X) = [ (X).
i=1
Alors (hy(X))x est une Z-base de A.

Fonctions puissances : Soit r € N*.
On définit la r-ieme fonction puissance par

pr(X) = al = my(X).
i>1
La fonction génératrice des p,(X) est donnée par

P(t) = ZPT(X)tT_l — ilétt)) — g((:tt; (2.3)

r>1
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Démonstration. On a par définition

puis on déduit la deuxieme égalité de (2.1) et (2.2). 0
On pose pour toute partition A = (A1, Aa, ..., \;) de longueur [,

X) = Hp&(X

Alors (pA(X))a est une Q-base de A, mais pas une Z-base.

Etant en présence de plusieurs bases d'une méme algebre, on s’intéresse
au développement des n-iemes fonctions symétriques élémentaires et
completes dans cette derniere base.

Proposition 2.1 Soit pour \ partition

i>1
On a alors pour tout n > 1 :
h(x) = U (2.5)
AFn
X
en(X) = Z(_l)ul(xﬂ%_ (2.6)
AFn

Démonstration. Pour prouver (2.5) et (2.6), on utilise (2.3) :

H(t) = exp <Zpr(X)§> = HGXP <pr(X)§)

tr my

D s

r>1m>0
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car pour A = (1™2™...), on a [A\[ = > . rm,. Ceci démontre (2.5)
et le calcul est identique concernant (2.6). O

Les développements inverses sont donnés par les formules de Waring [50].
Proposition 2.2 (Waring) Pour tout n > 1,

m(X) = S ), 27)

p0) = YOO . e

Fonctions de Schur : Soit n € N* et on revient a un alphabet fini X =

{z1,...,2,}. Pour toute partition A = (A > Ao > -+ >\, > 0)
de longueur < n, la fonction de Schur s (X) est usuellement définie
comme suit :

sy(X) = Z w (xi‘lxi;"Hxlil%>

wESh i<j

= det (x%‘j tnJ

7

On montre assez facilement que s)(X) € A, et que (sx(X))in<n st
une Z-base de A,, (voir par exemple [48 pp. 40-41]). On peut étendre
de maniere formelle cette définition a un alphabet infini, pour obtenir
cette fois une Z-base (s5(X))x de A, ou X est infini. Ainsi les fonctions
de Schur se développent dans les bases de A vues précédemment :

Proposition 2.3 (Jacobi-Trudi)

sx(X) = det(hy,—i5(X))1<ij<n, (2.9)
s\(X) = det(ex—i;(X))i<ij<m, (2.10)

ou l(A\) <n etl(N) <m.
Remarque. On déduit de cette proposition que s,y = hy, et 5(1n) = €y,.

La principale conséquence de cette proposition est donnée par l'in-
terprétation combinatoire des fonctions de Schur en termes de tableaux
de Young.
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Définition 2.4 Soit A une partition. Un tableau de Young (ou tableau
semi-standard) T de forme X\ est constitué du diagramme de Ferrers
de X\ que l'on a rempli a l'aide d’entiers strictement positifs de fagon
croissante sur les lignes et strictement croissante sur les colonnes.

Le poids de T' est défini par w(T) := (my(T"), ma(T),...), ot m;(T) est
la multiplicité de v dans T'.

Exemple. Pour A = (10,9,8,6,1), on a par exemple le tableau T
suivant de forme A et de poids w(7T') = (5,8,7,6,8) :

2[2[3[5]

31415
415

T =

NSV NI
OYWIDNO|—
GYWIDO|—
Y DOf—
[S2{ENIUN] V]

| o] co]ro]=

On a alors 'interprétation suivante [48, pp. 41-42] :
Théoréme 2.5 Soient X = {x1,...,x,} un alphabet fini et A une
partition de longueur < n. Alors

Z X1 = Z g L gmn ), (2.11)

A(T)= AT)=

ot la somme porte sur tous les tableauzr de Young de forme \ et remplis
d’entiers pris dans {1,2,...,n}.

Exemple. Pour X = {x1,29,23} et A = (2,1), on obtient par cette
interprétation les tableaux de Young suivants :

1] [af2) [[3] [ala) [af2) [13] [2[2] [2]3]

et donc

2 2 2 2 2 2
Sx(X) = xiwg + 1125 + 1102%3 + XT3 + T1T2x3 + T1T5 + T3X3 + TaTs.

La démonstration de ce théoréme peut se faire en utilisant (2.9), et
pour montrer que _, py_y XM = det(hy,—i1;(X))1<ij<n, on utilise la
méthode des chemins non-intersectants, due a Gessel et Viennot [25].
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2.1.4 Bases avec parametres

Polynémes de Hall-Littlewood : Soit A est une partition et X un al-
phabet fini ou infini ayant plus d’éléments que [(\). Les polynomes de
Hall-Littlewood Py(X,q) sont définis par [48, p.208] :

. (L—g™ Mg T B
P(X.q) =]] 10 - PR (a:l o) HH) ,

weSy 1<j

ol le facteur est ajouté pour assurer que le terme en x%l -o-a) dans
P\(X, q) soit égal a 1.

On montre alors que les P\(X,q) sont symétriques, et qu’ils forment
une Z|[g]-base de A[q] [48, Chapitre III].

Remarque. On a les cas particuliers suivants :
1. Pour ¢ =0, Py\(X,0) = sx(X).
2. Pour ¢ =1, P\(X,1) = m\(X).
3. Pour A = (1"), P (X, q) = e, (X).

On peut définir sur Afg] un produit scalaire a I’aide des fonctions puis-

sances :
LN

< Px;Dp Zqi= 2 H
=1

1
T g | O
ol dy, est le symbole de Kronecker, valant 1 si A = et 0 sinon.
Alors les polynomes de Hall-Littlewood sont caractérisés par le fait
qu'ils forment une base orthogonale de (Afg]; <,>,) et qu'on a :

PA<X7 Q) = Z uAu<q>mu<X)7

uSA

ol p < A signifie que pg + -+ -+ py < A+ -+ A\ Vi,

et ur,(q) € Z[g] avec uy\(q) = 1.

C’est cette derniere caractérisation des polynomes de Hall-Littlewood
qui inspire la construction des polynoémes symétriques a deux parametres
suivants.
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Polynémes de Macdonald : On peut définir de méme sur Afg, ] un
produit scalaire a ’aide des fonctions puissances :
G Y

< Px;s Pp Zqti= 2 H 1_7(1& 5}4;-
i=1

Alors on démontre [48, Chapitre VI| qu’il existe une unique base or-
thogonale (P (X, ¢,t))x de (Alg, t]; <, >,) vérifiant :

X Q7 ZUAM Q7 mu )

n<A

ol uy,(q,t) € Zlg,t] avec uyy(q,t) = 1. Ces polynomes P5(X, ¢,t) sont
les polynomes de Macdonald, et on ne leur connait pas d’expression
littérale.

Remarque. On a les cas particuliers suivants :

1. Pour ¢t = 0, on retrouve les polynomes de Hall-Littlewood précédents.

2. Pour a € R™, t = ¢® et ¢ — 1, on retrouve les polynomes de Jack
[48, p. 376].

2.2 Généralisation de formules de type Wa-
ring

2.2.1 Introduction

L’un des problemes fondamentaux dans I’étude de fonctions symétriques
est le développement d’une fonction symétrique sur certaines bases linéaires
de l'algebre des fonctions symétriques. Les résultats classiques (2.7) et (2.8)
de Waring explicitent le développement des n-iemes fonctions symétriques
puissances p,, dans les bases (e))x et (hy)a.

Dans ce paragraphe (voir [34]), nous généralisons les formules de Waring
en développant les n-iemes fonctions symétriques puissances p,, évaluées sur
l'alphabet Y = {z1/(1 — txy), x3/(1 — txs),...} dans les bases linéaires des
fonctions symétriques élémentaires ey et completes hy évaluées sur 'alphabet
X = {z1,z2,...}. De méme nous considérons le probleme inverse, c¢’est-a-dire
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le développement des n-iemes fonctions symétriques h,, et e, évaluées sur l’al-
phabet Y dans la base des fonctions puissances p, évaluées sur 'alphabet X.
Dans ce dernier cas nous aurons besoin d’un coefficient binomial généralisé
introduit par Lassalle [44]. Nous en déduisons ensuite, comme applications,
des développements intéressants, qui conduisent en particulier a de nouvelles
preuves des ex-conjectures de Lassalle [44, 45]. D’autres preuves de ces conjec-
tures ont été tout récemment données par Lascoux et Lassalle [42] dans le
cadre des A\-anneaux. Notre approche repose essentiellement sur l'opérateur
différentiel de l'algebre des séries formelles. Il est remarquable que 1’étude
d’un probleme si élémentaire puisse conduire a une preuve tres simple des
identités de Lascoux et Lassalle.

Nous terminons cette introduction par un rappel des formules qui seront
utilisées dans la suite. Observons d’abord que

n—1 th=1 k-1
A W70 2.12
(e - gt (Seet) e
n>1 n>1

Comme les fonctions puissances satisfont

S (O =Y "a, /(1 - ),

n>1 r>1

k—1 k-1
d I AT A
dt \1—uxt (1 —at)x

nous en déduisons donc

dF1 (k? — ]_)' try tTo
(X)) = R 2.13

Pour toute partition p et pour tout entier n positif on définit le coefficient bi-
nomial généralisé (") comme étant le nombre de facons de choisir n éléments
dans le diagramme de Ferrers de p, dont au moins un par ligne.

et pour tout £ > 1

2.2.2 Résultats principaux

Soient X = {z1,2,...} un ensemble fini ou infini d’indéterminées et

T i)
I’alphabet ce g
aphabe {1—t$171—t$27 }

1—-tX
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Théoréme 2.6 Pour tout k > 1 on a

X _ al—k (111 ul—tgn k() — 1)!
pk<1_tX) = I%kt (k)(—n (k) () e, (X),(2.14)

X K w1k (1(p) = 1)!
n () = S () om0, @

Démonstration. Les formules (2.12) et (2.13) impliquent directement

w (i) = S (oo

Nous déduisons donc (2.14) et (2.15) respectivement de (2.7) et (2.8). 0

Par la méme méthode nous obtenons le résultat suivant.

Théoreme 2.7 Pour tout entier k> 1 on a

() - ;kt'“'—k%mxx (2.16)
o(25) - ;t'ﬂ'%—l)“(“)%pu(m. (217)

Démonstration. Notons d’abord que

ou [ = I(u). Comme chaque partition p de j correspond & I(u)!/ [];; mi(p)!
compositions (ki, ..., k;) de j telles que (kq,. .., k;) soit une permutation des
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parts de i, nous avons pour tout € € R, en tenant compte de (2.12) et (2.13),

Sy (M0

Jjzk pj a
k—l,—k !
€ t ,Ur - 1
— - X)tHr
Z l!k1~-~leZ (/{;r_l)p“*( )
Kyt -tk =k r=1pr>1
1>1
bl L ger—1
_ N X tnfl
2 eyl Jef 1= | 22 pa)
ky+-+k=k r=1 n>1
1>1
Z ekl ( T T )
— 7]) 5 P .
T ZM ’ 1-— t[L‘l 1-— tl‘g

En posant € = 1 (resp. —1), nous en déduisons (2.16) (resp. (2.17)) en appli-
quant (2.5) (resp. (2.6)). O

Remarque. 1) Lorsque ¢ = 0 nous retrouvons les formules classiques de
type Waring.

2) Dans les théoremes 2.6 et 2.7, t n’est qu'un parametre d’homogénéité,
mais vu le role important qu’il joue dans notre démonstration, nous préférons
garder cette forme.

Nous nous intéressons maintenant aux fonctions génératrices correspon-
dant aux identités précédentes :

Théoréme 2.8 Soient z et X = {x1, 2, ...} des indéterminées indépendantes.
Alors la série formelle

F(t,u)::(1+u)ZH<1+ vt )

et 1+ul-—tx,

admet les trois développements suivants

Flt,u) = Zuitﬂ‘ 3 ‘(Zf _lw)))mM(X), (2.18)

G20 pg ()< =l
min(%,5)
F - w S (P, x 2.1
) = Y Y (TS0, 2.19)
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Démonstration. Tout d’abord, par définition nous avons

FP(tou) = Y uf@+w)™ > ()™ (ta,)™

]4;20 1<ri<rg<---<rg
my,...,mp>1

i4j —k
= Z“t]Z(j—k) Z X,
i,j>0 k>0 pg, () <i

d’out (2.18). Ensuite, dans le membre de droite de (2.19) en remplagant i
par i + k, nous obtenons en appliquant la formule du binome (1 — x)~™* =

ano z"(a)n/n!
SUD WIRRIRTD DR NES
. ¢z,
k>0 j=0 pEj
qui s’écrit, en posant s =t/(1 + u) et en appliquant (2.16) et (2.2),

-1
ST STo USTy

1 : *h L )=q z 1— .

(1 +u) Zu k(l—sxl’l—sm’ ) (1+u) H( 1—3:@)

k>0 r>1

Ceci est clairement égal a F(¢,u). Enfin nous déduisons (2.20) de fagon ana-
logue en appliquant (2.17) et (2.1). O

Corollaire 2.9 Soient z et X = {x1,x9,...} des indéterminées indépendantes.
Pour tous entiers 1,5 > 1 on a

> (N - Y () B

pEg, W) <i k=0 pkj H
min(z,5)
z—k _i0 (%)
=Y (o) S eyt o,
k=0 ukj K

Comme (p,,), forme une Q-base linéaire de I’algebre des fonctions symétriques,
nous déduisons du corollaire 2.9 le résultat suivant.

Corollaire 2.10 Soit z une variable. Pour des entiers 1,5 > 1 et toute par-
tition pt=j on a

RS CRIAVIANEE - SN EE W7
(z’—k)<k:>: 2 (- (Z—k><’€>

k=0 k=0
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Enfin le corollaire 2.9 implique aussi le résultat suivant, di a Lascoux-Lassalle [42,
Lemme 2].

Corollaire 2.11 Pour tous entiers k,j7 > 1 on a
i Sk
S m(X) = S, (x),
ph=3, () =k k=g K

Remarque. On trouvera d’autres formules sur la somme )
dans Macdonald [48, p. 33 et 68].

(4, 1()=k m,.(X)

2.2.3 Applications
Identifions chaque partition A avec son diagramme de Ferrers et posons
(@hi=[] @+i-1-G-1)/a),
(4,9)EX

ol o € R™ est la constante des polynomes de Jack.

Lorsque A = (n) est une partition-ligne nous retrouvons la définition habi-
tuelle de factorielle montante (x), = z(z +1)---(x +n —1). Par un calcul
direct et en posant Z :={j — 1 — (i — 1)/« (i,j) € A}, nous obtenons :

(y—a)n _afy
(y)r H<1 1+Z/y)
@- 1 1
- Z(—x/y) Zzzl+z1/ym1+zi/y

= (e

pkg, (p)<i

Nous déduisons donc du corollaire 2.9 une courte preuve d’un résultat de
Lascoux et Lassalle [42, Théoreme 4], qui fut conjecturé par Lassalle [44,
Conjecture 2] :

Théoreme 2.12 Soient x, y deux indéterminées indépendantes. Pour toute
partition X soit X ={j—1— (i —1)/a|(i,7) € A}, alors

= IAl +o0 g min(i,5) . .
=S s s (1) Hhen
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En fait Lascoux et Lassalle [42, Théoreme 1] ont déduit le théoreme 2.12 d’un
résultat plus général, qui fit aussi conjecturé par Lassalle [45, Conjecture 2].
Nous en donnons aussi une nouvelle preuve.

Théoréme 2.13 Soient z, u et X = {x1,x9,...} des indéterminées indépen-
dantes. Pour tous entiersn, r > 1 on a

> G OO (++ 2 i)
s S () e

§>0 i>1

m;(u)

Démonstration. Soit Y = {yi1,ys,...} une famille infinie d’indéterminées.
Comme les fonctions puissances p;(Y') sont algébriquement indépendantes
dans ce cas, nous pouvons supposer que z; = p;(Y’) pour ¢ > 1. En multipliant
le membre de gauche par t"¢" et sommant sur n, » > 1 nous pouvons écrire
sa fonction génératrice comme suit :

Tq Tuz;
F(tu,Tq) = (1+ T[] (1 J 2.21
(. Tq) = (1+ Q)E< e vl B

ouT =t/(1—1t)et z; =y;/t pour j > 1. Afin de rendre la lecture autonome
nous incluons ici une preuve classique de (2.21). Remarquons d’abord que
pour toute partition p

AN i q\ymalw)
S (e =TI +a -n™.
r>1 i>1
et que la formule du binome (1 —x)™* =3 . 2"(a),/n! permet d’écrire
S ) - 35 e - -,
n=>1 Jj21 n21 j=21

En multipliant le membre de gauche par t"¢" et sommant sur n, r > 1 nous
obtenons sa fonction génératrice

Z H[l—l—q <z+zuﬂ )

i>1 j>1

HZmﬂ,’Z;[ (1= )+ S (1= gy Z‘—l))] |

1>1 m; >0 j>1

f;'“' mi(u)
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Mais le dernier terme peut s’écrire

z - —1
lq tq tq
= ([14+—2 1+ —= 1+ — )
<+1—t) H<+1—t—yju><+1—t>
Jj>1

Par 'application du théoreme 2.8, nous déduisons de (2.21) que

F(tu,Tq) = Z T g u (j:i)z%pu(Z)

r,7,k>0 ukg
g (2 ()
= S S “Tp . (Y).
Z (1—t)"+7(7’—k:)2 zup“( )
r,5,k>0 pEj

En écrivant .
t" n—+j—
— = t"
(1—t)+i Z( n—r ) ’
n>r

nous remarquons que 'expression plus haut est aussi la fonction génératrice
du membre de droite. O

On pourrait trouver des calculs similaires aux précédents dans [42] ou
dans [44] en termes de A-anneaux.



Chapitre 3

Sommes de fonctions de Schur

3.1 Introduction

3.1.1 Fonctions de Schur et partitions planes

Une des motivations principales a la sommation des fonctions de Schur
sur des ensembles de partitions est la détermination de fonctions génératrices
de partitions planes [17, 18]. On peut aussi citer le travail de Stanley sur la
théorie des partitions planes [59].

Définition 3.1 Une partition plane PP est un réseau fini de points de R3
tels que

((rys,t) ePPetl1 <i<r 1<j<s 1<k<t)=(i,j,k) € PP.

La représentation graphique des partitions planes est donnée par un empile-
ment de cubes, et le poids d’une partition plane PP est donné par le nombre
de cubes, noté |PP|. Gordon a montré dans [28] comment utiliser les fonc-
tions de Schur dans la théorie des partitions planes. En effet, dans le plan, on
peut représenter une partition plane par un diagramme de Ferrers ou chaque
cellule est munie d’un entier représentant le nombre de cubes correspondants
dans I'axe vertical, ¢’est-a-dire qu’on a un tableau constitué d’'un diagramme
de Ferrers rempli d’entiers de maniere décroissante (mais pas nécessairement
strictement) sur les lignes et les colonnes (ce n’est pas tout a fait un tableau
de Young).

27



28 CHAPITRE 3. SOMMES DE FONCTIONS DE SCHUR

Exemple. Les dessins suivants représentent une partition plane PP de 14,
et le tableau T correspondant :

.37

|HC,0>4>
[\

Ainsi, le théoreme 2.5 implique :

Proposition 3.2 La fonction génémtrice F(q) des partitions planes est donnée
par F(q) = ppd™" =3 a0, 4% ).
En utilisant I'interprétation des fonctions de Schur par les tableaux de Young,
on montre (voir par exemple [18]) que la fonction génératrice des partitions
planes symétriques ((r,s,t) € PP = (s,r,t) € PP) incluses dans la boite
B(n,n,m) est

G(q) = Z s (@ L3 ).

AC(m™)

Il est alors nécessaire d’évaluer ce type de sommes de fonctions de Schur.
MacMahon [50] a conjecturé I'identité suivante, prouvée ensuite par Andrews
[2] et indépendemment par Macdonald [48, p. 85] en utilisant les polynomes
de Hall-Littlewood et les formules de Weyl, puis plus récemment par Bressoud
[16] par récurrence :

1+22+k 2 2+2(z+j+k 2)

:HH _q22+k 2 H H 1_q (i+j+k-2) (3'1)

=1 k=1 1<i<j<n k=1

Nous nous intéressons donc dans ce chapitre a I’évaluation de certaines
sommes de fonctions de Schur.

3.1.2 Identités d’Ishikawa et Wakayama

Soit X = {z1,...,x,} un alphabet fini.
Pour toute partition A notons ¢; := ¢;(\) le nombres de colonnes de longueur
j dans A, c’est-a-dire ¢; = A\; — \j 41 et définissons

Cj-f-l ij+1

_ _ Cj+1
f(a,b) == H - a—>b H - 1<iLbC)Lb .

j impair J pair
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Comme fy(a,0) = a“¥, ot ¢(A) est le nombre de colonnes de longueur im-
paire dans A, nous pouvons écrire comme suit une identité classique de Lit-
tlewood [48] :

> Ala,0)sy(X) =[] = az) " ] = zjz) ™" (3.2)

% i<k

Soit
O(X;a,b) = [ J(1 = az;) ™" (1= bay) ' J](1 — aja) "
i j<k
Dans un article récent [33], Ishikawa et Wakayama ont donné l'extension
suivante de (3.2) :

> Alab) sy(X) = ®(X;a,b). (3.3)

A

Comme 1'a remarqué Bressoud dans [17], pour (a,b) = (1,0), (1,—1) et
(0,0), I'identité (3.3) se réduit respectivement aux trois identités intéressantes
suivantes, déja connues :

n

D (X)) = H1_1;,; 11 ﬁ (3.4)
1

A i=1 i <i<j<n
- 1
doosX) = ] — I1 T (3.5)
A paire i=1 v 1<i<j<n v
1
doosx) = J] —— (3.6)
N paire 1<i<j<n 1 - Tyl j

Dans ce chapite, nous donnons deux généralisations de la formule d’Ishi-
kawa et Wakayama (3.3), travail qui a fait 'objet d’un article [35].

3.1.3 Formules de Pieri

Nous aurons besoin dans la suite des définitions et notations suivantes,
ainsi que des formules classiques de Pieri.

Définition 3.3 Soient \ et p deuz partitions. Si le diagramme de Ferrers
de p est inclus dans celui de X\ on note p C X et le diagamme tronqué \/pu
est appelé r bande horizontale (ou r-b.h. pour simplifier) s’il y a au plus une
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cellule dans chaque colonne de N/ et |\/p| =r.
De méme, N/ est appelé r bande verticale (ou r-b.v. pour simplifier) s’il y
a au plus une cellule dans chaque ligne de A/ et |\/p| = r.

Proposition 3.4 (Formules de Pieri) Soient p une partition et r € N*.
Alors

s (X)he(X) = > sa(X), (3.7)
snt-b.h.

su(X)e(X) = Y sy(X). (3.8)
A/M”ib.v.

Démonstration. 11 suffit de prouver (3.8), puis (3.7) se déduit a l'aide des
relations entre e, et h, données par (2.1) et (2.2). Posons pour p partition et
X ={xy,..., 2.}, au(X) = det(2}) 1< j<n. Alors s,(X) = a,6(X)/as(X),

oud = (n—1,...,1,0). De plus nous avons
aurs(Xe (X) = Z e(U)X”(“M) ZXO‘
0ESn «a

= Z a’;H—&—I—a (X)a

ou les sommes sont sur les suites o € N" telles que a; =0oulet ) .a; =r.
Or nous remarquons que @, 15+ 7 0 < p+0+a n’a que des parts distinctes.
Ainsi il ne reste que les suites a pour lesquelles \ := u + « est une partition,
c’est-a-dire que nous devons avoir A/ r-b.v. O

Exemple. Pour p = (3,2) et r =3, (3.7) donne :

53,213 = S(6,2) T 8(5,3) + 5(5,2,1) T S43,1) T 54,2,2) + 5(3,3,2)5

ces termes correspondants aux partitions A suivantes :

[OlCI0] @e] CI0] Ol [®)

O @) O

O) O 0)[@ OO

ol nous avons mis des cercles (o) dans les cases des bandes horizontales A/ p.
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3.2 Conjecture d’Ishikawa et Wakayama

3.2.1 Enoncé de la conjecture

Pour r > 0, soient

T oghtl — pRtl g (ab)rfkdrl
P.(a,b,c) = Z — T c*,
k=0

T

Qr(a,b,c) = Zh" r(a, b, c)(abe)”.
k=0

Pour toute suite d’entiers positifs & = (§1,...,&,...), ou & # 0 pour seule-
ment un nombre fini d’entiers r, soit

Fﬁ(av b, C) = h’ﬁl <a7 b, C) H PE% <a7 b, C>Q£2k+1 <a7 b, C)'
k>1
Pour tout entier ¢ > 1, soit ¢; le M yecteur de la base canonique de
Z° et introduisons 'opérateur §; : 6;§ := £ — g; — €;41 pour £ € N>, Soit
0;Fe(a,b,c) == Fse(a,b,c), o P, = Q) = 0si k <0 par convention. Alors, a
chaque partition A de longueur < n nous pouvons associer le polynome

n

frla,b,c) = Z (—abc)* Z 0i, -+ 05, Frony (a, b, ¢),

k=0 11 <<l

ouI'(A) = (¢, ¢, . . .) est la suite des multiplicités des parts de A, c’est-a-dire
que ¢; est le nombre de colonnes de longueur j dans A.

Nous pouvons maintenant donner notre premiere généralisation de (3.3),
qui donne en fait une réponse positive a une conjecture d’Ishikawa et Wa-
kayama [33].

Théoréme 3.5 On a

> flabo)sa(X) = (X;a,b) [(1 = ca) ™.
A 7
3.2.2 Démonstration du théoreme 3.5

Soit P l'ensemble des partitions de longueur < n. Etant donnée une
partition A € P, notons H (A) 'ensemble des partitions p € P telles que A/
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soit une bande horizontale. Comme il est remarqué a la fin de [33], I'identité
(3.3) peut-étre déduite de la formule de Littlewood (3.2) et de la formule de
Pieri (3.7).

De la méme maniere, nous allons déduire le théoreme 3.5 de (3.3) et (3.7).
Revoyons d’abord cette preuve de (3.3). D’apres (3.2) et (3.7), I'identité (3.3)
est équivalente a :

fala,b)y = Y oMt (3.9)

neH(X)
Soit A;(A) le sous-diagramme de A constitué des ¢; colonnes de longueur j
pour j > 1. Ainsi choisir une partition p dans H(\) est équivalent & choisir
pour p les r colonnes les plus a gauche dans A;(\) (resp. les ¢; —r restantes),
de longueur j (resp. j—1), ceci Vj > 1. Le poids correspondant est clairement

( € aCj+1 _ ijJrl
Zacﬂ'*rbr e — si J est impair,
r=0 a=
) 1 — (ab)et!
Z(ab)r - si j est pair.
| = 1—ab

En multipliant les poids sur tous les j > 1, nous obtenons (3.9).

Chaque paire (A, ) avec 1 € H(X) peut étre représentée en mettant une
croix (x) dans chaque cellule de A\/p.
Exemple. Pour A = (10,9,8,6,1) et u = (9,8,7,3,1) € H(A), nous
représentons comme suit leurs diagrammes de Ferrers et le bloc A4()\) :

A= As(A) =

De méme, par (3.3) et (3.7), nous voyons que le théoreme 3.5 est équivalent
a:
fla,b,c) = Z a“@)plu/vl A i (3.10)
(1, v)EC(N)
oit C(\) = {(, )| p € HO),v € H(p)}.
Nous allons obtenir le membre de droite de (3.10) en utilisant le principe
d’inclusion-exclusion. Pour cela, nous allons d’abord énumérer une famille
plus grande d’objets dont la fonction génératrice est Fry(a, b, c).
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Rappelons que toute partition A est identifiée a son diagramme de Ferrers.
Nous dirons qu’un sous-ensemble S de N? est un diagramme de partition si
{(z — k,y)|(x,y) € S} est un diagramme de Ferrers pour un entier k£ > 0.
Soit H'(A) I'ensemble de tous les sous-ensembles o de A tels que p N Aj(N)
soit un diagramme de partition ¥j > 1 et A/ soit une bande horizontale.
Définissons

BO = {(,v) | 5 € HO),v € H'(w)}.
Remarquons que dans cette définition, le sous-diagramme v de A n’est pas
nécessairement un diagramme de partition. Finalement, 'ensemble C'(\) peut
étre décrit de la facon suivante :

CA) ={(n,v) € BAA) |v € H(p)}-
Etant donnée v € H'(u), la ligne j de v sera dite compatible si
Ve>1, (x+1;j) ev= (2;7) € 1.
Pour p > 0 soit B,(\) 'ensemble des (p,v) € B()) tels que v a au moins p
lignes non compatibles. Clairement By(\) = B(A) et B(A) \ C(A) = By()\),
c’est-a-dire qu'une paire (i, v) € B(\) est dans C'(A) si et seulement si toutes
les lignes de v sont compatibles. Par le principe d’inclusion-exclusion nous

obtenons
1(A)

ST N =N ST el (3.11)

(n)eC(N) p=0 (nv)€Bp(N)

Chaque triplet (A, i, v) avec (u,v) € B(\) peut étre visualisé en mettant
un cercle o (resp. une croix x) dans chaque cellule de pu/v (resp. \/p).
Exemple. Les diagrammes suivants représentent deux triplets (A, y, v/) :

O O
@) O
O

0|00 0|00

(a) (b)
Clairement A = (10,9,8,6,1) et = (9,8,7,3) dans les deux cas. Pour (a),
la paire (u, v) est dans By () car la troisieme ligne de v n’est pas compatible,
donc v € H'(p) \ H(p) et v n’est pas une partition. Pour (b), la paire (u,v)
est dans C'(\) car toutes les lignes de v sont compatibles, donc v = (8,7,7)
est une partition de H(u).
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Lemme 3.6 On a

Z a“pM Ml = By (a, b, e).
(1.v)EB(N)

Démonstration. Comme dans la démonstration de (3.9), nous divisons le
diagramme de X en blocs rectangulaires A;(\), j > 1, et nous déterminons
le poids correspondant a chaque bloc A;()). Choisir une paire (4, r) dans
B(\) est équivalent, pour tout j > 1, a, d’abord choisir pour p dans A;(\)
les p colonnes les plus a gauche (resp. les ¢ = ¢; — p restantes), de longueur
j (resp. j — 1), et ensuite choisir pour v les s (resp. p — s) colonnes les plus
a gauche, de longueur j (resp. j — 1), parmi les p colonnes de p de longueur
J, et enfin choisir, toujours pour v, les r colonnes les plus a gauche (resp. les
q — r restantes), de longueur j — 1 (resp. j — 2) parmi les g colonnes de \/u
de longueur j — 1. Alors le poids correspondant est h., (a,b,c) si j = 1 et,
pour j > 2,

Z c? (Z(ab)s> (Z arbqr> = P, (a,b,c) sij pair;

p+g=c; s=0

Z c? <Z bs> (Z(ab)’) = Q¢,(a,b,c) si j impair.

\ pt+g=cj r=0

En multipliant sur tous les j > 1 nous obtenons la formule souhaitée. 0

Lascoux a obtenu une expression équivalente au lemme 3.6 en termes de
A-anneaux dans [40].
Exemple. Considerons le cas (a) de 'exemple précédent. Les sous-diagrammes
correspondants au bloc A4 () sont :

1N Ag(A) =

Ay(N) = —
OO

vn A4()\) =

Remarquons que ¢; =5, p=2,s=0et r = 2.
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Pour tout ensemble d’entiers J
I’ensemble de toutes les paires (u, V)

= { 7j27"'7.jp} (p > 1), soit BJ()\)
S
pas compatible pour j € J. Ainsi B;(A

J1
B(\) telles que la ligne j de v ne soit
) C Bp(A).

Lemme 3.7 On a

> aW N < (abe)?sy, -+ 65, Fry (a, b, ).

(M?V)EBJ()‘)

Démonstration. Rappellons que X' = (1122 . ..). Supposons qu’il existe une
paire (p, v) dans By(\), alors il existe un entier z; € N tel que (z;+1,j) € v
et (zj,7) € p/v pour tout j € J. Par la définition de B;(\) nous devons avoir
T; = ¢+ -+ cjp et (x5, 5+ 1) € A/ p, car A/p est une bande horizontale.
Nous déduisons que ¢; > 1 et ¢j1; > 1. De plus, si j+1 est aussi dans J, nous
devons avoir ¢j1; > 2. En résumé, nous avons les équivalences suivantes :

BJ()\) 7é®<:)>CjCj+1 %OVJ € Jet Cj+1 > 2si (],]+1) S JQ.

Nous voyons facilement que cette derniere condition est équivalente a
dj, -+ 0;,'(N) € N*® ou §j, - - -5, Frny (a, b, ¢) # 0.

Dans ce qui suit, nous alons supposer que By(\) # (. Ainsi nous pou-
vons définir une unique partition d;(A) telle que I'(65(\)) = 05, ---9;,T'(A).
Graphiquement, le diagramme d;(\) peut étre obtenu en effacant successi-
vement pour j € J, les colonnes z; et (x; + 1) et en décalant a gauche de
deux unités toutes les cellules situées a la doite de la colonne x; de A\. Pour
(u,v) € By()N), si nous appliquons la méme opération graphique a u et v,
nous obtenons une paire (6;(u),d;(v)) € B(d5(N)).

Exemple. Dans l'exemple précédent, si J = {3,4}, alors §;(\) = (6, 5,4, 3).
Les triplets correspondants (A, u, v) avec (i, v) € B(A) et (65(A), 05(1),05(v))
avec (07(p),d;5(v)) € B(6;(X)) sont représentés comme suit :

effacées  effacées
~ = ~ =

O O

O _—
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Comme le poids correspondant aux colonnes effacées x; et z;,1 de A, p
et v est abc pour tout 5 € J, nous avons

ORI N ()P eOr WD) o0/ 07 o5 )/85 0

D’ou
Z a“Wpl/vI M El = (ghe)P Z acW@plu/vl M pl
(Awv)eBs(N) (Av)eB(85(N)
Le lemme se déduit ensuite immédiatement du lemme 3.6. 0

Nous déduisons du lemme 3.7 que pour p > 1

Z a“WplI il = (ghe)P Z 0, -+ 05, Fron (@, b, ¢).

(1v)EBp(N) 1<g1 <+ <gp<I(N)
En combinant ceci avec (3.11) et le lemme 3.6 nous obtenons le théoreme 3.5.

Remarque. De maniere similaire, en utilisant une autre identité de Little-

wood [48] :
Za’"()‘)s,\(X) = H L+ ax; H(l —xm) 7Y (3.12)
A i

11— -
i<k

ou () est le nombre de lignes de A de longueurs impaires, nous obtenons :

Z Fu(@.b) 52(X) = H (1 + az;)(1 + bx;) H(l )t

1 — a2 ]
i<k

)

et

Z Fu(a.b.c) sy(X) = H (14 ax;)(1+ b:?)(l + cx;) H(l — am)
)

7 i<k

Dans ce cas ¢;(\') = m;(\) est la multiplicité de j dans .

3.3 Résolution du probleme de Bressoud

3.3.1 Versions bornées

Macdonald [48, p. 83-84], Désarménien-Stembridge [23, 61] et Okada [52]
ont donné des versions bornées des identités (3.4)-(3.6), respectivement :
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Théoréme 3.8 (Macdonald) Pour des entiers strictement positifs m et n,

_ det (¢] 7' —2"""7)
Z S\X) = I, (1 =) Hz‘<j($i — xj)(wizy — 1)

A1<m

Théoréme 3.9 (Désarménien-Stembridge) Pour des entiers strictement
positifs m et n,

Z

D L@y = V(@i — ;)

det (x_] 1 . 2m+2n+1—j)
i
— I;

2 =y

A1<2m
\ paire

Remarque. On pourrait aussi déduire ce résultat de la formule de Macdo-
nald et de la formule de Pieri (3.8) :

n

deaX) Y saX)= D sa(X).

k=0 A1<2m A1 <2m+1
A paire

Comme >} _ex(X) = [ (1 + z;), la formule de Macdonald nous donne
immediatement le théoreme 3.9.

Théoréme 3.10 (Okada) Pour des entiers strictement positifs m et n,
avec n pair,

1 det (a1 = 1) 4 det (571 + a7 1)

S)\<X) = — !
A;w 2 [Licj(ziz; — 1) (2 — ;)
N paire

Apres avoir donné des démonstrations élémentaires de (3.3) et de ces
trois dernieres identités [16, 17], Bressoud [17] a formulé le probleme consis-
tant a trouver une extension de (3.3) aux partitions bornées. Notre seconde
généralisation de (3.3) donne une réponse positive a cette question.

Pour toute suite £ € {+1}", notons |£|_; le nombre de —1 dans la suite
¢. Soient X¢ := {a5, ... 2%} et

D(,z)=1—- Zsz(fi—l)/Q
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Théoreme 3.11 Pour des entiers strictement positifs m et n,

Z fala,b)sx(X) = Z ﬁ(&,a,b)<I>(X§;a,b)1_'[:[:’24"“(1*51’)/2

AC(m™) ge{£1}n

ot le coefficient $(&,a,b) est égal a

si |€] -1 impair,

( ar )D<f,a>D<f,b>
D(f,l/a) D(f,l/b) a—>
( 1 (ab)™+ )D(é,l)D({,ab)
D

€,1)  D(E,1/ab) 1—ab

si|&| -1 pair.

Remarque. Supposons que |a| < 1, [b] < 1 et |z;| < 1 (1 < i < n) et
m — o0, alors tous les sommants tendent vers 0 excepté celui correspondant
a [£|-1 = 0, qui tend vers ®(X;a,b). Ainsi le théoreme 3.11 donne (3.3)
lorsque m — oo.

D’autre part, le cas particulier b = 0 du théoreme 3.11 a été prouvé par
Goulden [29].

Enfin Krattenthaler, dans [37, 38], a évalué des sommes de fonctions de
Schur sur des partitions ayant un nombre de colonnes impaires spécifié, ce
qui affine les formules de Macdonald et Désarménien-Stembridge. Cependant,
le résultat ne s’exprime comme un produit que lorsque 'alphabet X est
spécialisé, ce qui donne des interprétations en terme de partitions planes et
de tableaux.

3.3.2 Démonstration

Considerons la fonction génératrice

S(u) =Y fila,b) sx(X) u

Ao
ou la somme est sur tous les \g > Ay > -+ > X\, >0, et A = (A1,...,\,).

Supposons que A soit de la forme (pi', p5?, ..., k), ol g > pg > -+ >
i > 0 et les r; sont des entiers strictement positifs de somme n. Soit S,AL =
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Sy, X -+ x S, le groupe des permutations laissant A invariante. Alors

s(X) = Zw(:c§l-~-x2nﬂxf%)

)

wESy i<j
T
= E w xi‘l e xi‘bn H ,
Xr; — SL’]'

olt la permutation w agit sur les indices des indéterminées. Chaque w € S,,/S2
correspond a une application surjective f : X — {1,2,...,k} telle que
|f~4(i)| = r;. Pour tout sous-ensemble Y de X, soit p(Y) le produit des
éléments de Y (en particulier, p(()) = 1). Nous pouvons récrire les fonctions
de Schur comme suit :

S0 =S (e Ry [
f

Tr; — SL’]'
fxi)<f(z;)

la somme étant sur toutes les applications surjectives f: X — {1,2,...,k}
telles que |f~1(i)| = r;. De plus, chaque f détermine une filtration de X :

fﬁ Q):FOgFlgng:X7

selon la regle z; € F} <= f(x;) < | pour 1 < [ < k. Réciproquement,

une telle filtration F = (Fy, Fi,. .., Fy) détermine une surjection f: X —
{1,2,...,k} de fagon unique. Ainsi nous pouvons écrire :
(X)) =) mr [ p(Fi\ Fo)™, (3.13)
F 1<i<k

la somme étant sur toutes les filtrations F telles que |F;| =71 +ro+-- -+ 1

pour 1 <i <k, et
ZI/‘.
= Il ——

fa)<fay T
ou f est la fonction définie par F.
Maintenant, soient v; = p;—p;r1 811 <1 < k—1et vy = g, ainsi v; > 0si
i < ket v, > 0. Comme les colonnes de A sont de longueur |F;| =71+ -+7;
avec les multiplicités v; pour 1 < j < £, nous avons

al/j-i-l _ bVJ+1

fat)y= I ——— 1l % (3.14)

F;|impair F;| pair
J p ilp
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De plus, soient g = A\g et vy = pp — p1 dans la définition de S(u), avec donc
vy > 0et g =19+ vy + -+ v Nous obtenons alors par (3.13) et (3.14) :

Uj-f-l bvj+1

v a — v; vj
S0 = Trrye T 20 ey
F v |Fj| impair
1 — (ab)vt!
uwp(F;)Y 3.15
< IL g, )
pair

ou la somme extérieure est sur toutes les filtrations F de X et la somme

intérieure est sur tous les entiers vy, 1, ..., tels que vy > 0, v, > 0 et
v; > 0 pour 1 < i <k — 1. Pour toute filtration F de X soit
a(a —b)~1 b(a —b)~!
X = - —Xx(F; #X
Ar(X, u) H [1 —ap(Fj)u 1 —"bp(Fj)u X 7 X)

|Fj| impair

" (1—ab)™! _ab(l — ab)™1
11 ll —p(Ej)u 1 —abp(Fj)u

—n&#xﬂ,

|F'j| pair>0

ou x(A) = 1si Aestvrai, et x(A) = 0si A est faux. Alors la somme intérieure
de (3.15) vaut

(1 - U)_lA]:(X, u)7
ce qui implique

S(u) = (L—u)™ > mrAr(X,u),
F

ou la somme est sur toutes les filtrations de X comme précédemment.

La formule ci-dessus montre que S(u) est une fonction rationnelle en
u dont le dénominateur est un produit de termes de la forme 1 — p(Y)u,
1 —ap(Y)u, 1 — bp(Y)u ou 1 — abp(Y)u, ou Y C X. Ainsi nous avons le
résultat suivant.

Lemme 3.12 La fonction génératrice S(u) est de la forme :

- b(Y')
S(u) = 1—u+ Z (l—ap )u_l—bp(Y)u)

YCX
\Y\zmpazr
diy')
* ;{ < u_l—abp(Y)u>'

|Y'| pair>0
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Il reste a déterminer les résidus a(Y), b(Y), c(Y) et d(Y), ou Y C X.
Commencgons avec ¢(()). En écrivant \g = A\; + k avec k > 0, nous voyons par
définition que

Su) = > uf> " fala,b) sy(X)uM

k>0 A

= (1=w)™" ) Ala,b)si(X)u™,

ce qui implique par (3.3)
c(@) = (S(u)(1 = u)) [u=1 = ©(X;a,b).

Pour déterminer les autres résidus, introduisons quelques notations. Pour
tout Y C X, soient Y/ = X \Y et =Y = {z;' : 2, € Y}. Pour tout
sous-ensemble Z de X ou —X soit

A =ap(Z)u)(1 —bp(Z)u)  si|Z| impair,
(2, u) = { (1 —=p(Z)u)(1 —abp(Z)u)  si|Z| pair.

Comme la détermination des différents résidus est similaire, nous donnons
simplement les détails pour ¢(Y). Soit Y C X tel que |Y| soit pair. Alors
nous avons

oY) =

(1= u)™ ) mrAr(X;u)(1 — p(Y)u) : (3.16)
F

u=p(=Y)

SiY ¢ F, le sommant correspondant vaut 0. Donc nous n’avons besoin de
considérer que les filtrations F de la forme :

®:Fo§---§Ft=Y§---§Fk=X 1<t <k.

Nous pouvons alors décomposer F en deux filtrations F; et Fy, de —Y et
Y’ = X \ Y respectivement, comme suit :

Fi o 0Cc-(Y\F) S =Y\ R)C-Y,

=

Fo  DCFEL\YC---CF,\Y QY.
Ainsi, en posant v = p(Y)u, nous avons

(1= u) A (G u)(1 = p(V)) = (1= p(=Y)0) Vs (—Y50) Ay (V' 0)
xa(=Y,v) [(1 —ab)™t — B(v)(1 — v)} ,
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ou B(v) = ab/(1 — abv)(1 — ab) + x(Y # X), et

T (X) =75 (-V)rn(Y) [ (—a'z)™,

:L‘iEY,ijY/

Comme u = p(=Y’) équivaut a v = 1, il s’ensuit grace a (3.16)

oY) = (1—ab)'1-p(=Y)'a(-Y,1) [ Q-ai'zy)"!

Z 7T.7:1 A]'—l )
En utilisant le résultat de ¢()), qui peut s’écrire :

O(X;a,b) = > (wr(X)Ar(X;u),_,

]:

F2 v=1

nous obtenons :

_ (=Y, 1)®(—Y;a,b)®(Y";a,b) B
e T R § SO U

Chaque sous-ensemble Y de X peut étre codé par une suite £ € {£1}" selon
laregle: & =1six; ¢ Y et §=—1siz; €Y. Alors

d(25, ... b a,b)

) n

(1 —ab)(1—p(=Y))

z;€Y,x;€Y’

cY) =

<_Y7 1)7
Remarquons aussi que

Y) = H 82y = H%@Hw

De la méme maniere, nous trouvons pour tout ensemble de cardinal pair
YCX
ab®(5, ... b a,b)

dly) = L n a(=Y, 1),
(1 —ab)(1 = (ab)~'p(=Y))
et pour tout ensemble de cardinal impair ¥ C X
a® (2, ... xbra,b)
a(Y) = L a(=Y,1),
W= amna—a Y
) ook
b(Y) — b ('rl ’ y Iy @, b) a(—Y,l).

(@ =0)(1 = b1p(=Y))
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Par le lemme 3.12, en extrayant le coefficient de u™ dans S(u), nous
obtenons

Y. Alab)si(X)=(X5a,0) + Y [a(Y)a™ = b(Y)O"] p(Y)"

AC(m™) YEX
|Y'| impalr

) oY) —dY)(ab)"p(Y)™

YCX
|Y| pair>0

Finalement, en substituant les valeurs de a(Y),b(Y),c(Y) et d(Y) dans la
formule ci-dessus, nous obtenons le théoreme 3.11.

3.3.3 Trois cas particuliers

Nous montrons dans ce paragraphe que pour (a,b) = (1,0), (1,—1) et
(0,0), le théoreme 3.11 implique bien les théoremes 3.8, 3.9 et 3.10 de Mac-
donald, Désarménien-Stembridge et Okada respectivement.

Notons d’abord que f\(1,0) =1,

0 si I'un des ¢; est impair,

A1 -1) = { 1 sinon;

et

0 si I'un des ¢; est strictement positif pour un j impair,

J2(0,0) = { 1 sinon.

D’autre part, nous avons

B(€,1,0) =1,
1 si m est pair,
1,-1) = _
Bl&,1,-1) { IL xz(gl /2 sinon;
et
0  si|€|-1 est impair,

sinon.

sc.0.0-{ |

Donc le théoreme 3.11 implique immédiatement le résultat suivant :
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Corollaire 3.13 Les sommes de fonctions de Schur de formes incluses dans
un rectangle donné sont :

dYoosX) = ) oX51,0) meﬂ—sm (3.17)

AC (m)n ge{21)n
SoosnX) = Y exG1,-1 me“ &), (3.18)
gyl se{En

STosX) = Y e(x50,0) a2 (3.19)
N e T o i

paire —1 par

ot m et n sont dans N* et n est pair dans la derniere identité.

Pour voir que le corollaire précédent est équivalent aux théoremes 3.8, 3.9
et 3.10, nous n’avons besoin que de la formule du déterminant de Vander-

monde :
> €0 Hx;(;—det = [ @—=) (3.20)

o€Sn 1<i<j<n

Notons que pour £ € {£1}" et 1 <i < j < n,

% & i &5 i—1 5
(a5~ a9) a2 — 1) = (@) — )iz, — a5

ainsi
i &j i .S n—1)( 1—1
H(:pf — xj])(:pf iy —1) = H(xl —x;) (v — Hx( e (3.21)
i<j 1<J

Notons aussi que
[T -2%) = (0T -z [] =2 (3.22)
Le cas (a,b) = (1,0) : Soit

Hi<j(xj — ;)
Ap = TH(XL0) H(l — ;) g(ﬂfz — ;) (@iz; — 1).

D’apres (3.20), (3.21) et (3.22), nous avons
|§| 1

®(X¢;1,0) = Hl“l &)(n—1/2) Z H gm)(z o)

oESy
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Donc le membre de droite de (3.17) vaut

€| (m+2n—1)(1=E€4(3)) /2453y (i—1)
A Z Z (=1) IH%@)

oeSy EE{:H}” i
_m+2n—1
a2 3 TL b I (-e)
0€Sn ge{£1}n &,y =1 Eo(=—1
1 i —j
= 5 det (al" =2l ).

Donc le théoreme 3.8 équivaut a (3.17).
Le cas (a,b) = (1,—1) : Soit

Hi<j(xj — ;) 9
Ac = BC1-T) = 1:[(1 —z7) H(:cl —xj)(xix; — 1).

i<j
D’apres (3.20), (3.21) et (3.22), nous avons

—1)lE 1-¢; €o (i) (i=1)
d Xi; 1,-1) = <7 :L’?( &i) (o Q) 7
I | CAR b S )

7 UESn 7

et le membre de droite de (3.18) vaut

. Z Z (—1)lél H ngzgm)(lfsa(i))+(z71>£om

UGSn ceft1}n i
A Soeto) o T =) I (=)
TESn EE{il}“ Eoi)=1 €oiy=—1
_ —1_ 2m42n+1—j
= Ao det ( x; ) )

Donc le théoreme 3.9 équivaut a (3.18).
Le cas (a,b) = (0,0) : Soit

Hz‘<j(xj — ;) .

i<j
D’apres (3.20), (3.21) et (3.22) nous avons

<I>(X£ 0,0) H (n—1)(1-&) Z Hx%;)(i—n

gESy

AD =

45
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et le membre de droite de (3.19) vaut

PILCID VI T | It

O’ESn ce{£1}n fa(i):l go(i):_l
l€l_1even

[det (277" — 22" 1) 4 det (27! 4 2.

NS

Donc le théoreme 3.10 équivaut a (3.19).
Lorsque m = 0, comme les membres de gauche de (3.17), (3.18) et (3.19)
valent 1, nous déduisons le résultat suivant.

Corollaire 3.14 Pour tout entier strictement positif n, nous avons

det (:1:{71 — x?"ij) = H(l —x;) H(l’z — xj)(wizy — 1),

i i<j

det (ngl . x?n*jJrl) _ H<1 —z?) H@Z —zj)(xiz; — 1),
i i<y

det (z] '+ 27" 1) = 2 H(SUz — x;)(ziz; — 1).
i<j

Ce sont en fait les formules de Weyl pour les systemes de racine de type
By, Cy, et D, ([18], p. 68-69) respectivement, que nous obtenons ici comme
conséquences du corollaire 3.13, alors que Macdonald les utilise pour prouver
le théoreme 3.8.



Chapitre 4

Polynémes P)(X,q) et g-séries

4.1 Introduction et notations

4.1.1 Notations des ¢-séries et formule de Pieri

Nous utilisons dans ce chapitre les notations standard des g-séries (voir
par exemple [24]). Soient (x)y := (x;¢)o = 1 et pour n > 1

n

(@ = (2590 = [J(1 —2¢"),
k=1

(@)oo = (30)00 = [J(1 —2¢").

k=1
Pour n > 0 et r > 1, soient

s s

(@, sar; @ni= [J(@)n s (01,0 4 @)oo = [ [(@0)eer

i=1 i=1

Soient n > 1 un entier fixé et S, le groupe des permutations de ’ensemble
{1, 2,...,n}. Soit X = {x1,...,2,} un alphabet fini. Pour toute partition
A = (A,...,\,) de longueur < n, rappelons que les polynomes de Hall-
Littlewood peuvent s’écrire :

PXg =T 2" S (fc?“H%>

i>1 (Q)m wESh,

47
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Enfin, il sera pratique d’adopter les notations suivantes :

(@)x = (25 Or = (@)a; 20 (T)rg-2s

et d’introduire le coefficient g-binomial généralisé

-t
A (@n-r (@)’
avec la convention [}] = 0si A\; > n.Si A = (A) nous retrouvons le coefficient

g-binomial classique. Enfin notons n(\) := )", (’\21)

Il existe une formule de Pieri pour les polynémes de Hall-Littlewood [48,
p. 205], que nous donnons ici sans démonstration :

Proposition 4.1 Soient p une partition et r € N*. Alors

Y
recae - X TN 5 ace.
Au rA-b.v. =t

Nous aurons besoin aussi de I'identité fondamentale suivante, appelée triple
produit de Jacobi [4, p.21] :

T ) =1+ (-2 dD A+ ¢ /a¥) = (¢, z, gf2)w. (42)

Le travail présenté ici a fait 'objet d’un article, qui a été récemment accepté
pour publication [36].

4.1.2 Les identités de Rogers-Ramanujan

Les identités de Rogers-Ramanujan (voir par exemple [4, 6]) :

Y an = 1 -1

%(1_(1)(1—(12)“-(1—(]") - H (I1-¢"™, (43
n=+1 (mod 5)

Z q" +n — H (1 o qn)717 <4.4)

1-q¢)(1—¢*---(1—q) =

n=1
n=£2 (mod 5)

S
Il
o

sont parmi les g¢-identités les plus remarquables en théorie des partitions
et en combinatoire. Depuis leur découverte ces identités ont été prouvées
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et généralisées de nombreuses fagons (voir [4, 6, 20, 61] et les références
citées). Dans [61], en adaptant la méthode de Macdonald pour calculer les
développements en fractions de séries formelles symétriques que nous avons
vue au chapitre précédent, Stembridge a donné une preuve originale des iden-
tités de Rogers-Ramanujan ainsi que quatorze autres g-identités non triviales
de type Rogers-Ramanujan et leur multianalogues. Bien qu’il soit possible de
décrire sa démonstration directement par le biais des g-séries, deux formules
de sommation de polynomes de Hall-Littlewood flirent une source cruciale
d’inspiration pour ce genre d’identité. Une de nos motivations de départ
était de chercher de nouvelles ¢-identités de type Rogers-Ramanujan et leurs
multianalogues par cette approche, mais nous pensons que les nouvelles for-
mules de sommation de polynoémes de Hall-Littlewood sont intéressantes en
elles-mémes.

4.2 Sommes de polynémes de Hall-Littlewood

4.2.1 Formules de Macdonald et Stembridge

Pour a parametre, définissons la fonction auxiliaire suivante

_ _ 1 —qx;xi
V. (X;«a):= 1—2) Y1 —ax)™t — 7
(i) =TT =) (0 =) [T =42
i i<k
Alors il est bien connu [48, p. 230] que les sommes des Py (X, ¢) sur toutes les
partitions et sur les partitions paires sont données par les formules suivantes :

Y B(Xq) = W, (X;0), (4.5)
X
ZPQ)\(Xa q) = Vu(X;-1). (4.6)
A
Pour toute suite & € {£1}" soit de méme X¢ := {z8',... 2%} et notons

a nouveau |¢|_; le nombre de —1 dans . Alors, en sommant les Py sur les
partitions a parts bornées, Macdonald [48, p. 232] et Stembridge [61] ont
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respectivement généralisé (4.5) et (4.6) comme suit :

Y P(X.q) = D T(X50) [Jaf" (4.7)

A<k gef{£1}n i
D B = Y (xS [ (48)
e S i

Remarque. La formule de Stembridge (4.8) peut se déduire de celle de
Macdonald (4.7) et de la formule de Pieri (4.1). Nous avons en effet d’apres

(4.1)
Z PH<X7Q)Z€m<X>: Z P)\<X7Q)7

<2k m>0 A1 <2k+1

n paire

en notant que A\ détermine de manieére unique pu paire en effacant une cellule

dans chaque part impaire de A, et ainsi [X)\/_:jl] = 1. Finalement, nous
obtenons le résultat, en utilisant le fait que JT,(1 +25)~" = [[,(1 + ;)" x
x(l—fi)/ 2
Maintenant, pour « et 3 deux parametres, définissons une autre fonction
auxiliaire ) |
— aw; — qr;xy
d,(X5a,3) = - I,
o 8) 1:[1—5% 11 1 —z;xp
j

Alors nous avons les formules de sommations de polynomes de Hall-Littlewood
suivantes similaires a (4.5) et (4.6) [48, p.232] :

Z CA(Q)PA(Xaq) = (PQ(X;OaO)a (49)
D diq) PA(X,q) = P4(X;q,1), (4.10)

ou

(@) = [ [(6 @ mp dalg) ::H( (@mix)

2. 42 )
i>1 i>1 q-54 )[mi(k)/2]

Au vu des nombreuses applications de (4.7) et (4.8), il est naturel de cher-
cher de telles extensions pour (4.9) et (4.10). Pourtant, comme 1’a remarqué
Stembridge [61, p. 475], dans ces autres cas apparaissent des complications
qui rendent douteuse I'existence de développements aussi explicites que (4.7)
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et (4.8). Nous avons remarqué que ces complications apparaissent si 1’on
cherche a garder les mémes coefficients c)(q) et dx(q) de (4.9) et (4.10) pour
les sommes sur les partitions bornées. En fait, il s’est avéré qu'une petite
modification fit nécessaire concernant ces coefficients.

4.2.2 Versions finies de (4.9) et (4.10)

Théoreme 4.2 Pour k > 1,

Yo aw@P(X,q) = Y B(X50,0) [T (@)

A<k ge{£1}n
N paire €] 1 pair
Yo drl@P(X,q) = Y o(XSq, 1) [ (412)
A<k ge{£1}n i
ol
T o (Q) (\)
k(@) = (@ Pmoyz: dawla) = || 5———— (4.13)
H w/ i1 (q2;q2)[mi()\)/2}

Remarque. Nous avons été amenés a découvrir de telles extensions en
commencant a étudier le membre de droite au lieu du membre de gauche
et en nous inspirant des formules similaires correspondant au cas ¢ = 0 des
polynomes de Hall-Littlewood [35], c’est-a-dire les fonctions de Schur. Au
départ, nous avons aussi effectué des tests avec Maple, en utilisant le package
ACE [62]. Dans le cas ¢ = 0, les membres de droite de (4.7), (4.8), (4.11) et
(4.12) peuvent s’écrire comme un quotient de déterminants et les formules
deviennent les identités connues sur les fonctions de Schur [35], vues dans le
chapitre précédent.

On peut bien sur se poser la question de savoir s’il n’existe pas des for-
mules de sommations de ce type pour les polynomes de Macdonald, ce qui
généraliserait ces identités. Mais ce n’est pas le cas a ce jour, le probleme
majeur étant qu’il n’existe pas d’expression connue pour les polynomes de
Macdonald, alors que ce serait nécesssaire pour utiliser les techniques vues
pour les fonctions de Schur, et celles qui suivent pour les polynomes de Hall-
Littlewood.
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4.2.3 Démonstration de (4.11)

Rappelons que pour toute affirmation A on utilise la fonction vrai ou faux
X(A), qui vaut 1 si A est vraie et 0 si A est fausse. Considérons la fonction
génératrice

S(u) = Z (N even) cxx, () PA(X, q) u™
Ao\
ou la somme est sur toutes les partitions A = (Ay,..., \,) et les entiers
Ao > A1. Supposons que A = (pf py® .. pk), ot pg > pg > oo > g > 0 et
(r1,...,7)) est une composition de n.

Rappellons que tout w € S, /S correspond & une application surjective
f:X — {1,2,...,k} telle que |f~*(7)] = r;. Pour tout sous-ensemble Y
de X, soit p(Y) le produit des éléments de Y (avec en particulier p(0)) = 1).
Nous pouvons alors récrire les polynomes de Hall-Littlewood comme suit :

P(X,q) =Y p(f @y p(f oy [ S,
f

€Ty — Ty
f(@a)<f(z;)
sommé sur toutes les applications surjectives f : X — {1,2,... k} telles
que |f71(i)] = r;. De plus, nous rappelons que chaque f détermine une

filtration de X :
F: 0=FKCHC--CF =X, (4.14)
avec x; € F} < f(z;) <l pour 1 < < k. Nous pouvons donc écrire :
P)\(XaQ) :Zﬂ-]‘— H p(F’i\F’i—l)Ma (415)
F 1<i<k
sommé sur toutes les filtrations F telles que |F;| = r + 79 + -+ 4+ 1; pour
1<i<k, et
_ Li —qr;
TF = H T — x] )
f@i)<f(z;)
ou f la fonction définie par F.
Soient v; = p; — pip1 sil <1< k—1et vy = g, alors v; >0si1 <k et

v, > 0. Comme les longueurs des colonnes de A sont |Fj| =r; +---+r; avec
les multiplicités v; pour 1 < 7 < k, nous avons

X(N paire) = | [ x(|Fpair). (4.16)

j=1
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Une filtration F sera dite paire si |Fj| est pair pour tout j > 1. Soient de
plus pg = Mg et vy = po — p1 dans la définition de S(u), de sorte que vy > 0 et
fo = Vo + vy + -+ -+ 1. Définissons o, (q) == (1—q)(1—=¢®)--- (1 —¢*" 1) et
cr(q) == Hle ©|F\F,_,|(q) pour toutes les filtrations paires F. Ainsi, comme
rj = my,; (\) pour j > 1, nous avons

(@) = er(@) (X = 0)@mam_ (@) + x(v £ 0))

X (x(v0 = 0)pim)(q) + x(1o #0))

Soit F'(X) 'ensemble des filtrations de X. Nous obtenons en résumé

S) = Y erlq) mrx(Foaiee) > (up(F)" -+ > (up(Fpoy))

.,'FEF(X) v1>0 vi_1>0

-1

u*o
) Z X0 = 0) @ipy (q) + x(vo # 0)

1/0>0

X Z P . (4.17)

=0 X = 0) s (9) + x (v 7 0)

Pour toute filtration F de X soit

Ao sty T] [f2ER  ME=X (=0
|Fj| pair

L=p(Fyu  prpmale)  eimile
si F est paire, et 0 sinon. Nous déduisons de (4.17)

Su)= Y mrAr(X,u).

FEF(X)

Ainsi S(u) est une fonction rationnelle en u avec des poles simples en 1/p(Y),
ou Y est un sous-ensemble de X tel que |Y| > 0 soit pair. Il reste maintenant
a déterminer les résidus ¢(Y') en chaque pole u = 1/p(Y).

Commengons avec ¢(f)). En écrivant Ay = A\; + k pour k£ > 0, nous voyons
que

uk

= 0)om,, (q) + x(k # 0)

S(u) = D x(N paire) ex(@) PA(X, q)u™ Y (k

A k>0 X

= ZX(XPaire)CA(Q)PA(XA)UM( — + : )
A

L—u  om, ()
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Nous en déduisons a l'aide de (4.9)
c(0) = [S(w)(1 = u),—y = P4(X;0,0).

Pour déterminer les autres résidus, nous avons besoin d’autres notations, que
nous rappelons ici. Pour tout Y C X, soient Y/ = X \ Y et —Y = {a;' :
z; € Y}. Soit Y C X tel que |Y| soit pair. Alors

(V)= | mrAr(X, u)(1 - p(Y)u) . (4.18)

u=p(=Y)

SiY ¢ F,le sommand correspondant vaut 0, donc nous n’avons a considérer
que les filtrations JF suivantes :

)=FKC---CEH=YC---CF=X 1<t<k.
Décomposons alors F en deux filtrations F; et Fy :

Fi t 0C-Y\FE)S--C—-Y\FR)C-Y,
Fo - 0DCFEL\YC---CF,\YCY"

Alors, en écrivant v = p(Y)u et cx(q) = ¢ (q) X ¢x,(q), nous avons

1 —qz;'w;
7T]-'<X> =Tr <_Y)7Tf2 (YI) H 1 1 ! )
) ) ’ _'Ii $]

€Y,z ;€Y

et Ar(X, u)(1 —p(Y)u) est égal a

Az (=Y, 0) Agr (Y, 0)(1 = ) ( v XY =X) )

l—wv 90|Y\Ft71|(Q)

—1 -1
y < v N 1 ) < v N 1 )
I—w S0|Y\Ft71|(CJ) I—w 80|Ft+1\Y|(Q) '

Donc lorsque u = p(=Y), c’est-a-dire v = 1,

[77-}'<X>“4F<X7 u)<1 - p<Y)u)]u=p(*Y) -
[7T.7"1(_Y)A.7:1(_Y> U)(l - ,U)ﬂ-]'—Q (Y/)A.7:2(Y/7 U)(l - 'U)]vzl

-1

o H 1—qz; x;
—1 .

1 —x;

$iEY7$jEY’ .TZ .T]




4.2. SOMMES DE POLYNOMES DE HALL-LITTLEWOOD 25

En utilisant (4.18) et le résultat de ¢(()), qui peut s’écrire

Y mrAr(X u)(1-u)| = Py(X;0,0),

u=1

nous obtenons

1 — qz; 'z,
C<Y) = q)q<_Y7070>q)q(YI7070) H 1 — —1 ]
$i€Y71‘j€Y’ xi xj

Chaque sous-ensemble Y de X peut étre codé par une suite £ € {£1}" selon
laregle: & =1six; ¢ Y et § =—1siz; €Y. Ainsi

c(Y) = ®,(X%0,0).
Remarquons aussi que

p(Y) = Hl,(l—fi)/Q p(=Y) = Hx(ﬁi—l)/?
Alors, en extrayant le coefficient de u* dans 'identité :

oY)
S(u) = § )
o 1-p(YV)u
|Y| pair
nous obtenons

Y. anl@bh(X,g)= Y c(Y)p(YV)-.

A <k YCX
) paire |Y | pair

Finallement, en substituant la valeur de ¢(Y) dans la formule précédente
nous obtenons (4.11).

Remarque. Il serait intéressant de donner une démonstration de (4.11) en
utilisant (4.7) et une autre formule de Pieri [48, p. 218].

4.2.4 Démonstration de (4.12)

Comme dans la démonstration de (4.11), calculons la fonction génératrice

F(u) = dy(q)Pr(X;q) u

Ao\
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ou la somme est sur toutes les partitions A = (Ay,...,\,) et les entiers
Ao > A1. Pour toute filtration F de X (voir (4.14)), soit

k (/2]
dr(q) = [[trran (@), ot nle) = (@ [T -a*)7"

Ainsi, comme 7; = my; (), j > 1, nous avons

dA’ AO(q) - d}‘(Q) (X<Vk = 0)w|Fk\Fk—l‘<q) + X(Vk 7£ 0))71
x (x(vo = 0)em () + x(v0 #0) .

D’apres (4.15) nous avons
F(u)= Y 7Br(X,u),
FeF(X)
ol
Fu  x(F=X)  x(F;=
p(Fi)u  Yirpr (@) Y (e

Br(x) = dslo) I [ 12 2

Nous en déduisons que F'(u) est une fonction rationnelle en u et peut étre
écrite comme suit :

c(0 c(Y
F(u) = ) + ;71_;0)/)“
[YT>0

En extrayant le coefficient de u* dans 'identité précédente, nous obtenons

Y dul@P(X,q) = ) e(V)p(Y)*. (4.19)

A<k YCX

Il reste a déterminer les résidus. En écrivant \y = Ay + r ou r > 0, nous
voyons que :

Flu) = ;dx(q)PA(XV ay ; X(r = 0)Ym, (q) + x(r #0)

T

u 1
_ ;dxq)g(x, q)u <1 “u G <q>> ’
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et nous déduisons de (4.10)
c(0) = (Fu)(1 = u)) fu=1 = @4(X; ¢, 1). (4.20)

Pour déterminer les autres résidus, soient Y’ = X \ Y et pour Y = F}, les
deux filtrations :

Fi 0 -Y\F) & C-(Y\R) &S -Y,
Fo  DCFEL\YC---CF,\Y QY.
Alors en écrivant v = p(Y)u et dx(q) = dg, (q) X dx,(q), nous avons
, 1-— qxi_lxj
Tr(X) = 7x (=Y)ms (Y) H v -1

11—z "2
:L‘iEY,ijY/ ¢ J

et Bx(X, u)(1 — p(Y)u) peut s’écrire

By (=Y, 0)Br (Y, 0)(1 — v) ( v XY= X))

lL—v  Ypry

x(“+ ! )1<v+ ! )1
L—v  Yy\r_y(9) L—v " dpvi() '

En récrivant (4.20) comme suit :

[Z mrBr(X, u)(1 — u)] = d,(X;q,1),

u=1

nous obtenons

oY) = [wa3f<x;u><1—p<y>u>

u=p(=Y)

1 —qz; 'z,
= O,(-Y;q1)P,(Y";q,1) H — 7.
z,€Y,z; €Y’ Ti Ty
Finalement, la démonstraiton est compleéte en substituant les valeurs de ¢(Y)
dans (4.19).
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4.2.5 Premieres conséquences

Le corollaire suivant du théoreme 4.2 sera utile dans la suite, et il montre
en lui-méme le lien direct entre les polynomes de Hall-Littlewood et les ¢-
identités.

Théoreme 4.3 Pour k > 1,

(4:4°)a Al n@x) [ T L2 kr (k+1)( 2
Z o 44 [2)\}:(279%22 q (5

(N <k (5 %), >0
ny 1—zq¢"
—_— 4.21
[27’] (zq~ 1)n+1 (4.21)
Z H Q) —Aig1 wq n(\) [ } Z kr r+(k‘+1
l(>\)<kl 1 (>‘ >\1+1)/2] T>0
rl (1- qu‘l)(l —2q")(2°¢" " nt1

Démonstration. Nous savons [48, p. 213] que si z; = 2/2¢""! (1 < i < n)

alors n
Py (X, q) = 2/2gn™ [ A} . (4.23)

D’apres (4.13) nous avons

(q) _ (q; q2>)\

fenyk (q:4%)x
) k

En remplagant A par 2\ et en prenant les partitions conjuguées dans le
membre de gauche de (4.11), nous obtenons le membre de gauche de (4.21).
D’autre part, pour tout & € {+1}" tel que le nombre de & = —1 soit 7,
0 <r < n, nous avons

0,(X60,0) = W, (X —1) [(1 — ), (4.24)
ce qui, d’apres la définition de ¥, vaut manifestement 0 sauf si £ € {—1}" x
{1}"~". Maintenant, dans ce dernier cas, nous avons [ [, gF=E02 zkr/qu<g),

n

[T0 -2 = =z, (4.25)
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et [61, p. 476] :

1

1 — 2r—
n} 4 (4.26)

\I’q(X§§ -1) = (—1)TZTC]3(;) [ m

,
En substituant ceci dans le membre de droite de (4.11) et en remplacant r

par 2r nous obtenons le membre de droite de (4.21).
Puis, par (4.13) nous avons

k-1

dy 1(q) = H (@)ri-xits

T (@5 @) a2

De méme, dans (4.12), en remplagant x; par z¢"~! (1 <1i < n) et en évoquant
(4.23) nous voyons que le membre de gauche de (4.12) devient celui de (4.22).
De plus, comme

n

0y(X%5q,1) = 0,(X50,0) [ ]

i=1

1—qa
&’

i

11—z

par (4.24), ceci vaut 0 saufsi £ € {—1}"x{1}""" pour un certainr, 0 < r < n.
Dans ce dernier cas, nous avons

n

1— 52 1— -1 1— n
H ql; :qr <q - <q ’ (427>
et en faisant appel a (4.24), (4.25) et (4.26) avec z remplacé par 22,
2. 2
@,(X50,0) =gl ["] (1 - 22! Cat 'y 4.28
Q( ) Y ) q r ( < q )(ZQQT_l)n—l—l ( )

En plongeant ceci dans le membre de droite de (4.12), nous obtenons celui

Lorsque n — +oo, comme [}] — (qﬁ, les équations (4.21) et (4.22)
deviennent respectivement :

5 S gn(@y) i) gD (%)
= %4 ) g

2. 42 . q2 omr—1

l()\)gk (q ﬂq ))\(Q’ q ))\k >0 (q)Qr(Zq )OO

(1—z¢"1), (4.29)
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IAl gn(X)
—! (4.30)
I(N)<k (@), Hl 1 <q q )[(Af}\iﬂ)/?]
Z br g+ (k+1)( 1—2zq7! 1 — 22¢* !
(q)r(l — 20 (1= 2¢")(2%¢ s

r>0

De plus, en posant z = ¢ dans (4.29) et (4.30) nous déduisons respectivement
apres utilisation du triple produit de Jacobi (4.2) les deux multianalogues de
type Rogers-Ramanujan suivants :

2n2(N)

q ny—1
2 @ L= 30

I0)<k

oun = =+(2k+ 1), £(2k + 3), £2, £4, ..., +4k (mod 8k + 8) et

g o

= 4.32)
] : (
1N)<k (@) Tz (¢ q2>[()\i—)\i+1)/2} (4%

Le paragraphe suivant a pour but de donner d’autres identités de ce type. En
fait, nous sommes parvenus a retrouver (4.31) ainsi que 5 autres identités du
meéme type, a partir d’'une méme identité générale sur les ¢-séries, inspirée
par (4.11).

4.3 Multianalogues de type Rogers-Ramanujan

4.3.1 Une identité générale

L’identité suivante est la g-identité clé qui permettra de déduire les iden-
tités de type Rogers-Ramanujan.

Théoreme 4.4 Pour k > 1,

S g (0, 057 _ (500 (4.33)
et (@ @M@ @) (ab2¢;¢%)s
2r+1 2r+1 .. 2
% qu(k—I—l)( )(a b q ) ( i Z bq * Zq )00 (1 —Z(]4T_1).

>0 (Q)2r(zq2r 1)oo
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Cette identité se démontre indépendemment de lidentité (4.11), méme si
celle-ci fiit une source d’inspiration primordiale pour obtenir (4.33). De plus,
sa démonstration, reportée au paragraphe suivant, méme si elle se fait uni-
quement par I’approche élémentaire des ¢-séries, fait appel a la technique de
décomposition en éléments simples de fonctions génératrices vue déja plu-
sieurs fois pour les polynomes de Hall-Littlewood.

Nous verrons par la suite, lors de la démonstraion de (4.33), qu’il est
aussi possible de démontrer le théoréeme 4.3 de maniere directe par l'ap-
proche élémentaire des g-séries, et sans utiliser le théoreme 4.2.

Mais nous donnons d’abord les identités obtenues a partir de (4.33), ainsi
que leurs versions élémentaires correspondant au cas ou k = 1, qui nous
donnent six identités de type Rogers-Ramanujan.

Remarque. Nous avons tenté d’obtenir une identité de type (4.33) en nous
inspirant de (4.12), mais nous ne sommes pas parvenu a contourner les diffi-
cultés rencontrées.

4.3.2 Applications

Pour toute partition A, soit na(\) := >, A?. Le théoréme 4.4 a pour
conséquences les identités suivantes (remarquons que (4.34) n’est autre que

(4.31)) :

Théoreme 4.5 Pour k > 1,

2n2(N)

q — . n\—1
Z (@ D) () H(1 q") (4.34)

I(N<k n

oun==+(2k+1), £(2k + 3),£2,+4, ..., +4k (mod 8k +38) ;

Z q

ooz (6 Pn (¢ 6%

2n(N\)—2A; 2%k—1  6k+9.

(l_q%):(q , " q

IL.(1—q")

8k+8)oo

(4.35)

oun==+(2k +5),+2, ..., +4k, £(4k + 2) (mod 8k +8) ;
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q2n2(>\)7)\% ( 2)
—q;q9 )
ooz (6 Pn (a2 6% 1
e 2
= 7(((]5,;2))00( W2 = ) (4.36)

q2n2(,\)f>\§41

¢ )n (2 ) (—1; 92)A1(1 - q2>\1)
) k )

IN<k (
_ (%)
(4% 4% oo

2n2 ()\)—2)\%4—)\1 ) )
(=150 )0 (=4 ¢ ),

<q4k+2 _q2k71 _q2k+3; q4k+2)oo; (437>

Y )

q
(: ) (@% )

IN)<k
—(q)x
= ((q)) (", =, =" ¢") o0 (4.38)
2”2(>\)*)\%+)\1
q 2
(—1;q ))\
1N<k (q7 q2))\k (qQa q2))\ !
(oo ke oknt ki1, skt
_W< = =TT T ) (4239)

Démonstration. Pour z = ¢, nous pouvons récrire (4.33) comme suit :

-1 —1 2
2n2()\)—2)\%+2)\1 (a’ ) b Y )Al b A1 4.40
q a .
Z (% ¢®)a(¢; q%k( ) (4.40)

(aqzbq ) N (N )
1+ q"" a ab)"(1+¢*") | .
(e abqq ; aq?bq q)()( )

Pour (4.34), faisons tendre a et b vers 0 dans (4.40), ce qui donne

2n2(A)

q
Z (@5 6*) 2 (@25 ¢%)a = (@50

I(N<k

J( 2k+1’ q4k+4)'

Nous déduisons ensuite le membre de droite de (4.34) a I'aide de (4.2) apres
quelques manipulations simples.
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Pour (4.35), soit @ — 0 dans (4.40) et multiplions des deux cotés par
1 — ¢~2. En identifiant les coefficients en b nous obtenons :

>

- n2 2. 42
ooz (@6 (a7 4%

2n2(A\)—2\1

(1 =) = (%)) J(=¢ 7, g™

Le résultat se déduit ensuite de (4.2) apres de simples manipulations.

L’identité (4.36) se déduit de (4.40) en posant a = —q ' et b — 0 et
ensuite en appliquant (4.2) avec ¢ remplacé par ¢**2 et x = —¢* .

Pour (4.37), choisissons a = —1 dans (4.40) et multiplions les deux c6tés
par 1 — ¢ 2, puis identifions le coefficient en b. L’identité se déduit alors en
appliquant (4.2) avec ¢ remplacé par ¢***2 et z = —¢?*~1.

L’identité (4.38) se déduit de (4.40) en prenant a = —qg~' et b = —1 et en
appliquant ensuite (4.2) avec ¢ remplacé par ¢** et x = —¢?. Pour (4.39),
choisissons a = —1 et b — 0 dans (4.40). L’identité se déduit en appliquant
(4.2) avec q remplacé par ¢***2 et x = —¢* L. O

Lorsque £ = 1 les six identités ci-dessus deviennent respectivement les
identités de type Rogers-Ramanujan suivantes :

[ele] q2n2 o0 1
= — ., (441)
n=%42,%+3,+4,+5 (mod 16)
0 9n249n 0 1
> = I = 6w
= (@)2n+1 e L—gq
n=+1,4+4,46,£7 (mod 16)
iqm e _ (%65 0% 0P)x (4.43)
n—=0 <q>2n (Q)oo ’
iqn2+n(—q2; @ _ (@0 4% 0% (4.44)
n=0 (q)2n+1 (q)oo
(=@)2n1 (7", =@, —¢*; ¢")s
14+2) 22— : (4.45)
; (@)2n (@)oo (45 4*)oo
1+ QanQ-l-n(_qQ;qQ)nl _ <q67 _q37 _q37 qG)OO (446)
e (9)2n (@)oo (=43 ¢%) 0

Remarquons que (4.41), (4.42), (4.43) et (4.44) sont déja connues, elles
correspondent respectivement aux équations (39), (38), (29) et (28) dans
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la liste de Slater [57]. L’identité (4.45) peut se déduire de l'identité de g-
Kummer [24, p. 236] avec la substitution ¢ < ¢?, a = —1 et b = —¢q, mais
(4.46) semble étre nouvelle.

4.4 Approche élémentaire des g-identités

4.4.1 Préliminaires

Rappelons que la formule binomiale a le g-analogue suivant [4, pp. 36-37] :

(2), = mio m (—1)mzmgmm=1/2, (4.47)

Comme d’apres (2.1) les fonctions symétriques élémentaires e, (X) (0 < r <
n) ont pour fonction génératrice

n

(I+x2)(L+x92) - (1 +2) = Z er(X)z",

nous déduisons de (4.47) que pour tous les entiers i > 0 et j > 1 :

i i i+j— ir — ir+(3) |
e(d, ¢ T =q¢"e(1,q, ..., ¢ ") =¢q +(2)M' (4.48)

Le lemme suivant peut se déduire de la formule de Pieri (4.1) pour les po-
lynomes de Hall-Littlewood, mais notre démonstration est élémentaire.

Lemme 4.6 Pour toute partition u telle que gy < n on a
g (3)+n) [”} {”} =3 g {”} 11 |:)‘i — Ai-i—l} ’ (4.49)
mj L \ A i>1 i — i

ot la somme est sur toutes les partitions X telles que \/p soit une m bande
horizontale.

Démonstration. Soient [ := (1) et pi9 = n. Partitionnons 'ensemble {1, 2, ..., n}
en [ + 1 sous-ensembles :

Xi={jl1<j<nety;=i} ={j| pir1+1<j < pu}, 0<i<l
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En utilisant (4.48) pour extraire les coefficients de 2™ dans I'identité suivante :

(1+2)(1+2q) - (14 2" HH (1+ 2",

1=0 jeX;

nous obtenons

) m S e {Mi —Tﬂﬂ , (4.50)

)

r =0
our = (rg, r1, ..., 1) est une composition de m. Pour toute composition r
de ce type, nous définissons une partition A = (A, Ao, ..., A\jyq) par

)\Z-::,ui+ri,1, 1§’l§l—|—1

Alors A\/p est une m bande horizontale. Donc (4.50) peut s’écrire

l
[ } ZH im0 “Z“)l‘“ “Z“} (4.51)

- )\H—l

ou la somme est sur toutes les partitions A telles que A\/p soit une m bande
horizontale. Maintenant, comme

i1 — M i Ai .
(Nig1 — fig1) i1 + ( - 5 MH) + <M2+1) = ( 2+1>7 0<i<,

!
i~ M Ai — A , .
et comme [n} H [M K +1} et KL] H [ +1} sont égaux car ils valent

i—0 i — )\H—l >\z —
tous les deux

(Dn

(q)n*)\l <q>>\1ﬁu1 <q>m*>\2 e (q)m

Y

en multipliant (4.51) par ¢"(*) m nous obtenons (4.49). 0
Lemme 4.7 On a les identités suivantes :
1 1
A 2n) [T 459
2 [A_ O (4.52)
SRl nl_ (2 (4.53)
A (22),’
A -
1 2
2 ey [ 7] Z (# 4.54
> (a0 Mg {%_ o (4.54)

A
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Démonstration. L’identité (4.52) est due a Hall [30] et peut se prouver en
utilisant identité g-binomiale [49]. Stembridge [61] a démontré (4.53) en
utilisant aussi I'identité g-binomiale. Maintenant, en écrivant

(223 q2)n (=2)n

(2%)n (2%)n

et en appliquant successivement (4.47), (4.53) et (4.49) nous obtenons

G _ Z(_l)mzm+|u|q(’;)+n<u>l”] m

= (2)n

(2%)n et m] [p
- Z( ym mtlul Z H { )\__ 2+1} n(\) m
H,m >\/Hm b.h. i>1
= 3 P [ ] 1> (-1 [A - )‘z+1:|
A i>1r;>0

L’identité (4.54) se déduit alors de
SSCapfr] Zf @ s omem,
= Jj 0 sinon,

qui se démontre par exemple en utilisant encore identité g-binomiale [4,
p.36]. O

Remarque. Lorsque n — oo les identités précédentes deviennent respecti-
vement les suivantes :

Mg
S N (459)
R
2 T o (459
Mgy 1
(%) (2667 (457)

Remarquons aussi que (4.55) et (4.57) sont en réalité équivalentes puisque
cette derniere peut étre déduite de (4.55) en remplacant ¢ par ¢* et z par zq.
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L’identité suivante est la g-somme de Gauss [24, p.10] due & Heine :

201 (a;b;q; %) = 2 % (%)n - % 4%

Lemme 4.8 On a

(a, b; azq, b2q; ¢*) o

Zzw n(2)) ¢ )n _ (azg, bag ‘12) . (4.59)
(%) (2¢, abzg; ¢°)oo

Démonstration. En remplacant z par z/q et g par ¢'/2, I'identité est équivalente

a

1
Zzp\\ 2n(\) CL, bvq ))xl _ ((IZ, bz)OO (460)
(q)a (z, abz) oo

Maintenant, en écrlvant k= A et p= (A2, As,...), et en utilisant (4.52) nous
obtenons

1
Al 2n()\) a,b,q) _ kk(klabq il 2t {}
Ez = Ez E
<Q)A

k>0
= Z(abz)kim_l’b_l)k.
= (@)r(2)k
L’identité (4.60) se déduit alors de (4.58). 0O

Remarque. La formule (4.60) a été déduite dans [61] d'une formule plus
générale pour les polynomes de Hall-Littlewood.

4.4.2 Démonstration élémentaire du théoréme 4.3

Nous allons simplement démontrer (4.21) pour n pair et nous laisserons
au lecteur intéressé le cas ou n est impair et (4.22) car les démonstrations
sont vraiment similaires. Considérons la fonction génératrice du membre de
gauche de (4.21) pour n = 2r :

S el

2r uk
o L) A ,n(2N) (. 2
= u' V2N g™ (g3 07)a [ } —_—

el UL JVENAY

2r U 1
_ L) LA n2A) (. 2
= E u'Mz ; + .(4.61
S TGO, [2)\] (1 —u ' Q)Am)) (461)

(¢:q
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Mais chaque partition A dont les parts sont majorées par r peut étre codée
par une paire de suites v = (vg,14,...,1) et m = (my,...,my) telles que
A= (y°,..., "), our =vy>wv >--- > >0 et y; a pour multiplicité
m; > 1 pour 1 <i <[ et vy =r a pour multiplicité my > 0. En utilisant la
notation :

a , = 2¢"® Y pour i >0,
11—«

nous pouvons récrire (4.61) comme suit :

plu) = D (@), BZ} (< u> *@)

v

X ; ((uru)mo mo =0) ) ]i! (0

<a>=

r 1
(q)Zr
—=—B,, 4.62
; (¢% %), " (4.62)
ou la somme est sur toutes les partitions strictes v = (v, v1,...,1) et

l

1 1
B, = (< u > +7> << UpU > +7) < Uyu > .
(462, (¢ ¢%)r—n 11

7

Donc ¢(u) est une fraction rationnelle dont les poles simples sont situés en
u, ! pour 0 < p < 7. Soit by(z,7) le résidu correspondant de o(u) en u,* pour
0 < p < r. Alors nous déduisons de (4.62)

by(z,1) = Z (Q)22r - (B,(1— upu)]u:u;1 . (4.63)

Nous allons d’abord considérer les cas ou p = 0 ou r. En utilisant (4.61) et
(4.54) nous avons

bolzr) = [plu)(1 - w)],_, = G (4.64)

Maintenant, par (4.62) et (4.63) nous avons

bo(z,7) = Z (2q)227~ << up >+

(@ ¢).




4.4. APPROCHE ELEMENTAIRE DES Q-IDENTITES 69

et

(4% 4%y

by(z,1) = Z (2(])2; << 1 u, > + ) H < Uy, Uy >, (4.66)

qui, en posant p; =7 — v pour 1 <1 <[ et ug =r, peut s’écrire

br(z,r):Z% <1/ur>+ H<ur wi/ur > . (4.67)
( r I

7% q%),

Nous comparons (4.67) et (4.65) et nous voyons que b,.(z,7) est égal & by(z, 1)
avec z remplacé par z~'¢~2? =D Nous déduisons de (4.64)

—1_—2(2r—1) 2 -1y 1 — 2q" !

b-(z,7) = by g Vr)=(2,q%)q"TY ——. 4.68

7”( ) ( ) ( ) r (Zq2r_1)2r+1 ( )
Considérons maintenant le cas ou 0 < p < r. Clairement, pour chaque par-
tition v, le sommant correspondant dans (4.63) est non nul seulement si
v; = p pour un certain j, 0 < j < r. De plus, chacune de ces partitions
v peut étre décomposée en deux partitions strictes p = (po, p1, ..., pj-1) et
o = (0g,...,01_;) telles que p; =v; —p pour 0 <i < j—1et o, = vy, pour
0 < s <1 —j. Donc nous pouvons écrire (4.63) comme suit :

b(err) = [”]Z”ﬁ?ﬁmwwi}f V¢ (1),

2p (%42, 7% 4%)o

ol pour p = (100>P1>--->Pl) avec po =T — P,

(p)
1
Fp(p) = (< ur/up > +27) H < upiﬂ,/up >
(Qa q )r—p—m

i=1

et pour o = (0y, ..., 0;) avec oy = p,

Go(p) = (< 1/u, > + ) ﬁ < U, [Up >

En comparant avec (4.65) et (4.67) et en utilisant (4.64) et (4.68) nous ob-
tenons

bp(z,1) = B;] bo(2¢", 7 — p) by(2, p)

4p—1
— {27} (z;q2)2rq(§;) 1—2q*

2p (2¢?PV)opy1
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Finalement, en extrayant les coefficients de u* dans 1’équation

" bz,
ol = 30 2T
p=0 P

et en utilisant les valeurs de b,(z, ) nous obtenons (4.21).

4.4.3 Démonstration du théoreme 4.4
Considérons la fonction génératrice du membre de gauche de (4.33) :

—2
Al () (a, b3~ %)x
pav(u Zu Z 2 B (0

k>0 (M<K (q 4 )A<Q7q ))\k

n (av b7 qu))\
= D) uHOPlg N

A k‘>0 (q 7q ))\(q7 q ))‘l(k)-l»k

_ Zul()\ |)\\qn(2>\)(a’ by q %) u T ; (4.69)
\ ) I—u ; ))\L(,\)

(¢%q (¢4

ou la somme porte sur toutes les partitions A. Comme dans la démonstration
précédente, nous pouvons remplacer toute partition A par une paire (v, m),
ou v est une partition stricte constituée des parts distinctes vq,..., 1 de A,
tellesque vy > +-- > 1, > 0, et m = (my,...,my) est la suite des multiplicités
de v; pour 1 < i <[. Ainsi

l

Pan(u) = Z . l;;.qj)yl <1 ﬁ L 12 ) H(uy,.u)mi

o (@) (46w ) -7
(a; b;47%)u,

ou la somme porte sur toutes les partitions strictes v, et n’est donc pas cette
fois une somme finie. Mais chaque terme de cette somme, en tant que fonc-
tion rationnelle en u, a un ensemble fini de poles, qui sont nécessairement de
la forme u ! pour r > 0. Donc chaque terme est une combinaison linéaire
finie de fractions décomposées en éléments simples. De plus, la somme de
leurs développements converge coefficient par coefficient. Donc ¢, a un
développement

Cr
a - s 4.71
alt) = (@.11)
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ol ¢, représente la somme formelle des coefficients de la fraction provenant
des termes de (4.70). Il reste a déterminer ces résidus ¢, (r > 0). En utilisant
(4.59) et (4.69), nous obtenons immédiatement

(azq, bzq; ¢*)o
(zq, abzq; ¢%)oo

co = [pap(u)(1 —u)],_; =

D’apres (4.70), ceci donne l'identité

l

b: 72V bza: 2C>O
Z(aa ;4 )1H<uyi >— (aZQ7 Zg?Q) (472>

(@ a®)y ] (2q, abzq; ¢*)o0’

v

Clairement la contribution d’un sommant de (4.70) dans ¢, (r > 0) ne sera
pas nulle seulement si la partition correspondante v a une part égale a r.
Pour toute partition v telle que 3j | v; =, solent p; = v; —r pour 1 <i < j
et 0; = v;4; pour 0 < ¢ < [ — j, nous obtenons donc deux partitions p et
o, avec o; majorée par r. En multipliant (4.70) par (1 — w,u) et en posant
u = 1/u, nous obtenons

— j—1
o 2 : (a, b; q 2)p1+r ]
Cr = —H<ur+p¢/ur >
i=1

P (a%d%),
1 1 ~
S J <1/ur>+7) < Uy, Juy > .
XU: (4% d%)s ( (4 ¢%)s,, 11

D’apres (4.66) la somme sur o vaut b.(z,7)/(q)2r, et en appliquant (4.68),
nous avons

Yy 1 — 2 4r—1 a, b, -2 ,
Cr = (Z, q2)2rq< 2 27,76‘1[ ( d )
(2q Jor41 (@)2r

—2r.

« Z (aqﬁr,bq 7q72)P1 ﬁ <u /U =
r4p; r .
. (4%, o ’

Maintenant la somme sur p peut étre évaluée en utilisant (4.72) avec a, b et z
remplacés respectivement par aqg=2", bg~?" et z¢*". Apres simplification, nous
obtenons

() (207 o (a,bq72)r(a2g* ™, b2g*™* T %) oo
Cr = (q
(26> "o (¢)2r(abzq; ¢*)oo

ce qui acheve la démonstration en remplagant ces valeurs dans (4.71).

(1—2¢""")

)
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4.5 Meéthode de Bailey

4.5.1 Lemme de Bailey et extension d’Andrews

Une approche classique des identités de type Rogers-Ramanujan est basée
sur la méthode de Bailey (voir [6, 63]).

Définition 4.9 Une paire de suites (o, [5,) est une paire de Bailey si il
existe deux parametres x et q tels que

- o
B = — VYn > 0. (4.73)
; <Q)n77’<xq>n+r
On rappelle le lemme de Bailey dans sa forme la plus générale [6, p. 25-26].

Lemme 4.10 (Lemme de Bailey) Si(«,, (3,) est une paire de Bailey, alors
(o, Bl) en est une aussi, ot

o — (pl)n(pQ)n(xQ/ppo)n
(zq/p1)n(xq/p2)n

n

et

5; _ Z ( (Pl)j(/)z)j(37Q/Plp2)

j>0 q>"*j<xQ/p1)n(xq/p2)n 3

L’idée est donc de partir d’une paire de Bailey (a,, 3,) simple (c’est-a-
dire que (4.73) est prouvée facilement) pour obtenir une paire (o), ;) par
le lemme de Bailey, a laquelle on applique (4.73), puis lorsque c’est pos-
sible I'identité de Jacobi (4.2) afin d’obtenir une identité de type Rogers-
Ramanujan. Slater, dans [56] et [57], a obtenu une liste de 130 identités en
utilisant cette technique.

A titre d’exemple, nous donnons ici une démonstration des identités de
Rogers-Ramanujan (voir par exemple [6],[8], [19]) par cette méthode. Soient

(_l)nqn(nfl)/2(x)n(1 _ xq2n)
alors le fait que (v, (,) est une paire de Bailey se démontre simplement en

inversant la relation (4.73), ou en utilisant une formule due & Agarwal, qui se
démontre elle-méme par récurrence [11, p.586]. Alors appliquons deux fois le

ay =

Bn = On.0, (4.74)
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lemme de Bailey, avec dans les deux cas les constantes p; — oo et py — 00,
pour obtenir une paire (o!/, 5) telle que

(_l)nqn(5n71)/2x2n(x)n(1 _:L,an) quI‘j

= (1—2)(@)n A=) (@ns(@);

J=0

Appliquons alors (4.73) a (!, B), et nous obtenons en multipliant par (¢).o
et en prenant la limite n — oo :

= (@n (0)x & 1—2)(q)n

2
n,n 1 —1)" n(bn—1)/2 ,.2n A (1= 2n

Alors posons a = 1 (resp. a = q), puis appliquons le triple produit de Jacobi
(4.2) pour obtenir (4.3) (resp. (4.4)).

Cet exemple montre la puissance de cette technique, qui permet en fait
d’obtenir une infinité de paires de Bailey a partir d’une seule paire, comme I’a
remarqué Andrews [5, 6]. Il est donc possible d’obtenir des multianalogues de
type Rogers-Ramanujan a partir d’'une paire de Bailey. Andrews a formalisé
ceci dans une identité tres générale (théoreme 3.4 dans [6]) itérant k fois le
lemme de Bailey ci-dessus. Nous récrivons ici ce résultat.

Théoréme 4.11 (Andrews) Si(a,, (,) est une paire de Bailey, alors pour
tout k> 1

Z (b1, 1y .oy by, Ci)n (Q_N)n ( xquN )n (=1)" a
q

n
e 19 z9 ('quJrl)n blCl oo bkck n(n—1)/2
nzo bl’cl’...’bk’ck .

xq y

_ M Z g A=A (bi, € )ay - -+ (b1, c1), (q )A1
(%Za %Z) I\ <k (bk—1ck-1)72 -+ - (bicy )M (bm>

N N

N
xq > ( *q >
X (b’“*lckfl A1—Xo P1e1 ) =M <Q)>‘k

zg  _2q \ ... (z4 zq )
b1 ck—1 A b1’ c1 Aot

xq
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4.5.2 Applications a nos identités

Dans ce qui suit, nous allons démontrer par cette méthode notre identité
(4.40), de laquelle proviennent nos six multianalogues (4.34)-(4.39).

Le point de départ est donc le théoreme 4.11 d’Andrews. En effet, soit
N —ooetpouri=1,...,k—1, soient b; — 00, ¢; — 00 et soient by = a~!
et ¢ = b~! dans (4.76), nous obtenons alors

xq, abrq)so (3 L
W Z q 2(A) >\%+)\1;p|>\\(aj 1’ b 1))\1 (ab)h %ﬁ)\k (477)
’ ® 1(N)<k

_ Z q(kfl)nQJrnxkn (ail? bil)n(ab)n
(azxq, bxq),

ns
n>0

ou (ay, (3,) est une paire de Bailey.

Nous évoquons alors la paire de Bailey (v, 3,) suivante [56, F(1)] :
g =0y =1et pourn>1

an =g ("¢, B = (4.78)

et nous la plongeons dans (4.77) avec x = 1, ce qui donne (4.40) apres avoir
remplacé ¢ par ¢>.

Il est intéressant de noter que (4.45) et (4.46) sont des conséquences du
lemme de Bailey avec la paire de Slater (4.78), mais elles n’apparaissent pas
dans [56, 57].

Remarquons que Stembridge a déduit ses seize multianalogues de type
Rogers-Ramanujan des spécialisations suivantes de son théoréme 3.4 dans [61] :
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1 31
q,abq 00 Z 2(N)=AT+ ab)AlM (4.79)
( aq,b 10k (@)
2 (a0 Y,
n>0 4% )n
(¢, abg?) oo SN2 o (@ DT
(2.0 = DAY O I VY 4.80
(aq2,bq2)aalg§;k O g o
-1
. (kJr 2+(k+ ( b ) 2n+1
q 1-— q 9
3 " g,
t‘“li’qgoo >, g2 MHANATRA) (g )M (@), (4.81)
(—q,a0?) oo e (2)x
—1
_ Zq%(n%rn)an (a’ 2)n<1 _ q2n+1)7
n>0 (ag®)a
(—aq"?, q)o L (s (\)— A2+ A1) M (@)
% 54)oc q2 na( 1 ( CL) (482)
(—¢"/2,ag) EE;;k )
k+1
=> 0" 't —(1+4").
n>0

De la méme maniere, nous pouvons déduire les quatre identités précédentes
de (4.76). Par exemple, pour (4.79) prenons x = 1 dans (4.77) et utilisons
la paire de Bailey B(1) de [56], et pour (4.80) prenons x = ¢ dans (4.77) et
utilisons la paire de Bailey B(3) de [56]. Pour (4.81) et (4.82), nous avons
besoin d’une autre spécialisation de (4.76). Soient N — oo, b; — oo pour
i=1,...,k—1letby =a'et ¢ =—/zqpour i =1,...,k dans (4.76).
Alors

(zq, —CL\/_ 00 L(na(\)=A2+A1) 2|>\\ o
(azq, —/Tq) Z<kq (@™ (—a) (4.83)

( \/_ 4, 9) )‘k L((k—=1)n2+n) 1kn( “Dn(=a)"
Zq (

7 5 Qn,
(@) = azq)n

ou (ay, ,) est une paire de Bailey.



76 CHAPITRE 4. POLYNOMES Py\(X,Q) ET Q-SERIES

En prenant x = ¢ dans (4.83) et en utilisant la paire de Bailey E(3) de
Slater [56], nous déduisons (4.81). Pour (4.82), prenons « = 1 dans (4.83) et
utilisons la paire de Bailey suivante [56, p. 468] : ag = fp = 1 et pour n > 1

1
(—¢*2,q)n

Récemment, Bressoud, Ismail et Stanton [20] ont remarqué que les seizes
multianalogues de Stembridge [61], mais pas les quatre identités plus générales
précédentes, peuvent étre démontrées par le biais de changements de bases
dans les paires de Bailey.

Qn = (_l)nqn2 (qn/Q + q_n/Q), ﬁn = (484)

4.6 Interprétations en termes de partitions

Le but de ce paragraphe est d’analyser les interprétations combinatoires
possibles en termes de partitions des identités (4.41)-(4.44) que nous avons
obtenues.

4.6.1 L’approche d’Hirschhorn

Hirschhorn [32] a donné les interprétations combinatoires suivantes de
(4.41) et (4.42), et Andrews et Santos [10] ont donné des extensions de ces
interprétations :

Théoréme 4.12 (Hirschhorn) Le nombre de partitions X = (A1,...,\)
de n vérifiant \j_1 — N > 2, \i3 — N1 > 2,... est égal au nombre de
partitions de n en parts congrues a 1, 4, 6, 7, 9, 10, 12 ou 15 modulo 16.
Le nombre de partitions A\ = (A1, ..., N) den vérifiant \; > 2, \j_o — N1 >
2,... est égal au mnombre de partitions de n en parts congrues a 2, 3, 4, 5,
11, 12, 13 ou 14 modulo 16.

Comme souvent concernant les identités de type Rogers-Ramanujan, la dif-
ficulté réside dans l'interprétation de la somme (ici au membre de gauche),
car le produit est dans beaucoup de cas une fonction génératrice évidente de
partitions. Notre but était de donner une interprétation en termes de par-
titions des identités (4.43) et (4.44). Pour cela, nous nous sommes intéressé
au travail d’Hirschhorn, qui donne, toujours dans [32], le théoreme suivant,
permettant d’interpréter combinatoirement les identités (79) et (94) de la
liste de Slater [57].
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Théoréme 4.13 (Hirschhorn) Soient

Alors f (resp. g) est la fonction génératrice des partitions Ay > Ay > Az >
)\42 (TES]). )\1 2)\2 >)\32)\4> )

Démonstration. Supposons que A soit une partition de la forme |[A\| = n =
A+ Ay + -+ 4+ Ags_q vérifiant les conditions souhaitées dans la premiere
assertion. Alors en enlevant 1 a \gs_1, 2 & A\gs_o, ..., S & A1, nous obtenons
une partition de n — s? en au plus 2s — 1 parts. De méme, si |A\| = n =
AL+ Ao+ -+ Agg, enlevons 1 a Ao, 2 2 Ags_1, ..., s+ 1 a A\ pour obtenir
une partition de n — (s? + 2s) en au plus 2s parts. Donc nous en déduisons
que la fonction génératrice cherchée est de la forme

1+ (q()12

s>1

s242s

q _
+) o = f(q),

s>1

2

s—1
ce qui prouve la premiere assertion.
Pour la deuxieme, on utilise la méme méthode, en écrivant cette fois que

o 9(q).

O

Concernant les membres de gauche de (4.43) et (4.44), nous pouvons
écrire de meéme les égalités suivantes :

— (). 2 (4 )s
ZC] B 1+Zq (Q)Qs—1

n=0 (Q)Qn s>1
2
212 (4 @)s
+ ) T (4.85)
szzl <Q)2s
an2+n(_q2;q2)n _ 1+Zq52+5+1(_q2;q2)5—1
s (@)2n+1 1 (@)25-1

2 (=% ¢%)s
LN s g6
szzlq e (4.86)
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Ainsi, nous pouvons interpréter les membres de gauche de (4.43) et (4.44) a
I’aide de couples de partitions. En effet, nous savons que (4.85) donne la fonc-
tion génératrice des couples de partitions (A, p1) telles que u soit constituée de
parts impaires distinctes, A\; > Ao > A3 > Ay > -+ et puy < I(A). De méme,
(4.86) donne la fonction génératrice des couples de partitions (A, p) telles
que g soit constituée de parts paires distinctes, Ay > Ao > A3 > Ay > --- et
w1 < I(A). Mais comme le membre de droite de (4.44) a une interprétation
évidente en termes de partitions, il faudrait trouver une bijection entre ce
dernier ensemble de paires de partitions et un sous ensemble de partitions.

4.6.2 Les identités de Gollnitz-Gordon

Gollnitz [26] et Gordon [27] ont démontré indépendemment et combina-
toirement les deux identités suivantes, qui sont les analogues en modulo 8
des identités de Rogers-Ramanujan :

i G 1 (4.87)

— (%) (¢:¢* 4" ¢%) o0’
o 2
Zq +2 ( 2. 2> - 3 44 5. 48) ° (4-88)
n=0 (Q7Q)n (Q7Q7Q7Q)Oo

Les membres de droite de (4.87) et (4.88) ayant une interprétation évidente,
nous nous intéressons ici simplement au théoreme suivant.

Théoréme 4.14 (Go6llnitz-Gordon) Soient

= e e nzion (G P
?0) '_nz:%q @n o) '_;q (6% ¢)n

Alors ¢ (resp. 1) est la fonction génératrice des partitions X telles que \; —
N1 > 2 et A\j — Njy1 > 3 si A; est pair (resp. des partitions A telles que
)‘j — )\j+1 Z 2 et )\j — )\j+1 Z 3 st )\j est paz’r, et )‘j Z 2 VJ)

Pour démontrer ce théoreme, Gollnitz [26] a utilisé le lemme suivant :

2
Lemme 4.15 (Gollnitz) fy(q) := % = Z In(n)g™ est la fonction
749 n>0
génératrice des partitions X telles que [(A\) < N et A\j — N\jp1 > 1 si \j est
mmpair.
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Démonstration. Par récurrence sur N, partons de 1’égalité

(1= ") fysala) = (1 + ¢ ) (),

qui équivaut a

fnri(n) = fn(n) + > (fn(n— k) + fx(n—k—1)).

k=2N+1 (mod 2N+2)

Il faut donc vérifier que la famille des partitions du lemme vérifie bien cette
relation. Pour cela, considerons A une partition vérifiant les conditions du
lemme au rang N + 1. Alors ou bien A vérifie ces conditions au rang N, ou
bien [(A) = N + 1. Nous étudions donc ce dernier cas. Si Ay41 = 2p+ 1, nous
enlevons 2p + 1 a Ayy1 et Ay et 2p + 2 aux autres parts, pour obtenir une
partition de longueur < N, de poids n — (2N +1) — (2p + 1)(2N + 2), dont
la parité des parts est inchangée. Si Ay1 = 2p, nous enlevons 2p a toutes les
parts, pour obtenir une partition de longueur < N, de poids n — (2N + 2)p,
dont la parité des parts est inchangée. 0O

Pour prouver le cas de ¢ du théoreme 4.14, il suffit de considérer une
partition A = Ay > Ay > --- > A\, > 0 vérifiant les conditions voulues. Nous
posons alors y; = A\; — (2(s — i) + 1) Vi, et la partition p de poids n — s* est
dans la famille du lemme.

Nous ne ppouvons prouver un lemme du méme type pour (4.43) et (4.44),

—a a2 2.2
car ( q;q )N ot ( q;q )N
. (q)an (@)2n41 ‘
tions. Il suffit en effet de considérer le cas N = 1, par exemple avec Maple.

ne sont pas des fonctions génératrices de parti-

4.6.3 L’approche de Bressoud

Alladi [1] a mis en évidence une dualité entre les identités (4.41) et (4.42)
et celles de Gollnitz-Gordon, grace a la transformation suivante, qui permet
de passer des unes aux autres :

Lemme 4.16 (Alladi)

(a% ¢%)n = (4% ¢*)n

3 a"q" (=bg; ¢*)n _ 3 (a)" ¢ (=4*"1: ¢%)oc. (4.89)

n>0
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Les substitutions considérées sont a =b =1, et a = ¢, b = 1.

Nous pouvons nous demander si de méme il existe des identités duales de
(4.43) et (4.44) qui seraient plus faciles a prouver combinatoirement.

Bressoud [15] a lui aussi fait le rapprochement entre les identités (4.41)
et (4.42) et celles de Gollnitz-Gordon, grace cette fois a la transformation
sulvante :

Théoréme 4.17 (Bressoud)

ST U e o s P

(@00, () (¢, aBq)n

Cette identité est une conséquence du g-analogue de Whipple, prouvé par
Watson [24].
En remplacant g par ¢ puis en posant 3 = —1/q, et en multipliant par
(—aq; ¢%)se, Bressoud obtient avec @ = 1 et o = ¢? respectivement :

Voo (0%0)(d’, 0%, 6% 0)

S (
Z:O (q)
2n+3. (

—¢*"* g
(4% 4*)n
Zq2n+zn( (iq ;]) U )oo(qq),:,q,Q). (4.92)

En substituant ¢ par —q, nous nous apercevons que (4.91) et (4.92) sont en
fait (4.41) et (4.42). Pourtant, l'interprétation combinatoire faite par Bres-
soud de (4.91) et (4.92) correspond a celle de Gollnitz-Gordon.

En effet, par exemple pour (4.91), ¢**/(q), est la fonction génératrice des
partitions en n parts de différence minimale 2, et donc ¢** /(¢2; ¢%), est la
fonction génératrice des partitions en n parts paires de différence minimale 4.
(— —¢* g )OO étant la fonction génératrice des partitions en parts impaires
distinctes supérieures a 2n + 1, le membre de gauche de (4.91) est la fonction
génératrice des partitions en parts distinctes de différence minimale 4 entre
les parts paires, et la plus petite part impaire est > 2 fois le nombre de parts
paires.

Puis Bressoud donne une bijection avec la famille de partitions correspondant
a ®(q) dans le théoreme 4.14.

2n+1.

= . (491)

8

9
I

n=0



Chapitre 5

Conclusion

Nous rappellons tout d’abord ici un classique résultat de Littlewood [48]
évaluant les fonctions de Schur sur I'alphabet {1,¢,...,t""'}. Pour chaque
partition A rappellons que

n(\) =Y (AQ) => (i—-1)\.

i>1 i>1
La longeur d’équerre de A en x = (i,j) € \ est définie par
h(z) :=h(i,j) =X+ Nj —i—j+ 1.

Le contenu de x est ¢(x) := j — 1.

Théoréme 5.1 (Littlewood)

1_tn+cm
sx(1,t,..., ") = A>H1 e (5.1)

TEA

Lassalle, dans [46], donne une expression des fonctions monomiales m) évaluées
sur ce méme alphabet. Nous rappelons ce résultat ci-dessous.

Etant donnée une partition p, notons C), I'ensemble des multi-entiers dis-
tincts obtenus par permutation des parts de p. ¢ € C), est aussi appelé
un dérangement de p. Pour tout multi-entier ¢ = (ci,...,¢yu), notons
[ci] == > <, ck la somme partielle d’ordre i.

81
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Théoréme 5.2 (Lassalle) Pour toute partition pn on a

{(p) tlei]
n—1 .
mu(l,t7...,t ) = Zcqm
ceCy 1=
B L) (i) =i)e:
Z H 1 — ¢leil
ceCy i=1

Il serait intéressant d’évaluer les polynomes de Hall-Littlewood sur ce méme
alphabet, ce qui permettrait de généraliser les théoremes ci-dessus a 'aide
d’une méme expression. Lassalle a prouvé le théoreme 5.2 en trouvant une re-
lation de récurrence satisfaite par les membres de droite, donc cette méthode
nécessite de conjecturer I'expression cherchée. La difficulté réside dans le fait
qu’il est impossible d’affirmer 'existence d’une telle formule pour les po-
lynomes de Hall-Littlewood, mais les formules de sommations de polynomes
de Hall-Littlewood évaluées au chapitre 4 peuvent étre une source d’inspira-
tion.

Durant notre travail sur le lemme de Bailey, nous avons été amené a
étudier certaines extensions ayant des applications intéressantes.
La notion de paire de Bailey peut étre généralisée par la notion plus fine de
WP-paire de Bailey [9, 15]. Une paire (ay,(a, k), Bn(a, k)) est une WP-paire
de Bailey si elle vérifie :

Bala k) =Y kfanyKhnss (o 1) (5.2)

=0 <Q>n*j (CLQ)nJrJ'

Il est montré dans [8] que si (a,(a, k), n(a, k)) est une WP-paire de Balley,
alors il en est de méme pour (o, (a, k), 8, (a,k)) et (ali(a, k), Bl(a, k)), ot

! = (P1, p2)n ) "oy, (a, c
Ozn((l, k) - (GQ/pl,a/CJ/pQ)n(k:/ ) n( ) )7 (53)
)

, _ (kpi/a,kpa/a)n
Pula. k) = (aq/p1, aq/p2)n

DY (o1, 02) R/ gL = 4) @i (5.0

kp1/a, kp2/a)j(@)n-;(qc)n+;(1 —c)
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avec ko
aq ’
et
oo, k) = TR 02 ) (0,0 ) 55)
e t) = ¥ S gy, (60

Ces deux expressions généralisent donc de deux fagons différentes le lemme
de Bailey 4.10 page 72. Bressoud [13] a donné trois WP-paires de Bailey,
conduisant par applications de (5.3)-(5.6) a de nouvelles identités de fonctions
hypergéométriques, et a des versions polynomiales doublement bornées des
identités de Rogers-Ramanujan [9].

Nous rappelons la conjecture de Borwein, toujours ouverte a ce jour, qui
s’exprime d’une maniere remarquablement simple (voir par exemple [7, 14]) :

Conjecture 5.3 (Borwein) Si on pose
(04" ¢*)n = An(q®) — aBu(q®) — ¢°Cula®),

alors A, B, et C, sont des polynomes a coefficients positifs ou nuls.

Bressoud a donné dans [14] une extension de cette conjecture, la conjecture
généralisée de Borwein. La notion de transformation de Burge (]9, 21, 64])
a permis & Warnaar [64] de prouver des cas particuliers de positivité de la
conjecture généralisée de Borwein. Andrews et Berkovich, dans [9], définissent
la notion de WP-paire de Burge a partir de celle de WP-paires de Bailey, qui
permet de retrouver certains résultats de Warnaar.
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