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M. Pierre LEROUX, Université du Québec à Montréal
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4.1.1 Notations des q-séries et formule de Pieri . . . . . . . . 47
4.1.2 Les identités de Rogers-Ramanujan . . . . . . . . . . . 48

4.2 Sommes de polynômes de Hall-Littlewood . . . . . . . . . . . 49
4.2.1 Formules de Macdonald et Stembridge . . . . . . . . . 49
4.2.2 Versions finies de (4.9) et (4.10) . . . . . . . . . . . . . 51
4.2.3 Démonstration de (4.11) . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
4.2.4 Démonstration de (4.12) . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.2.5 Premières conséquences . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.3 Multianalogues de type Rogers-Ramanujan . . . . . . . . . . . 60
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Chapitre 1

Introduction

Cette thèse est située dans le domaine des fonctions symétriques, de la
combinatoire et des q-séries. L’algèbre des fonctions symétriques sur l’alpha-
bet fini X = {x1, . . . , xn} est constituée de ces fonctions invariantes par per-
mutation des variables. Ces fonctions sont au coeur de nombreux problèmes
combinatoires (voir par exemple les livres de Bressoud [18], Comtet [22], Mac-
donald [48] ou Stanley [58]) et indissociables de la théorie des partitions. Les
fonctions de Schur sλ(X), grâce à leur interprétation combinatoire en termes
de tableaux de Young, permettent par exemple de déterminer les fonctions
génératrices de nombreuses familles de partitions planes (voir [18, 50, 59]).
Les partitions planes, quant à elles, sont liées à l’ex-conjecture des matrices
à signes alternants, résolue par Zeilberger (voir [12, 18, 39, 51, 55, 65]),
leur nombre étant le même que le nombre de partitions planes totalement
symétriques auto-complémentaires situées dans une boite de la forme (2m×
2m×2m). La bijection entre ces deux familles reste un problème ouvert à ce
jour. Les polynômes de Hall-Littlewood Pλ(X, q), par l’ajout du paramètre q
(t dans le livre de Macdonald [48]), sont une extension des fonctions de Schur
et ont une expression explicite. L’ajout d’un deuxième paramètre t a conduit
Macdonald [48, chapitre VI] à découvrir des fonctions symétriques à deux
paramètres, les polynômes de Macdonald Pλ(X, q, t), qui n’ont en revanche
pas d’expression explicite mais qui généralisent les fonctions symétriques
précédentes. Les polynômes de Jack Jλ(X,α), qui sont une spécialisation des
polynômes de Macdonald, n’ont pas d’expression explicite et ont été étudiés
par de nombreux auteurs (voir par exemple [43, 48, 60]).
La conjecture de Macdonald, exprimant le fait que les polynômes de Macdo-
nald se développent selon des coefficients Kλµ(q, t) (coefficients de Kostka-
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Foulkes) dans la base des fonctions de Schur modifiées, et que ces coefficients
sont des polynômes de deux variables à coefficients entiers positifs, a été
démontrée récemment par Haiman [31]. Cependant, on ne connait toujours
pas d’interprétation combinatoire de ces coefficients. Dans le cas particulier
t = 0 des polynômes de Hall-Littlewood, les coefficients ont une interprétation
combinatoire due à Lascoux et Schützenberger [41], en termes de statistique
de charges.
La spécialisation de l’alphabet X des fonctions symétriques fourni un lien
avec les q-séries. Par exemple, les r-ièmes fonctions symétriques élémentaires
er et complètes hr sont liées aux coefficients q-binomiaux comme suit :

er(1, q, . . . , q
n−1) = qn(n−1)/2

[n

r

]

et hr(1, q, . . . , q
n−1) =

[
n + r − 1

r

]

.

Il est d’autre part connu que ces expressions ont une interprétation combi-
natoire en termes de partitions bornées, provenant de l’interprétation com-
binatoire du coefficient q-binomial [4]. Les fonctions de Schur se spécialisent
sur ce même alphabet sous forme d’un produit, dû à Littlewood ([47], [48,
p. 44]), faisant appel à la notion de longueur d’équerre pour une partition.
Macdonald [48, p. 83-85], Désarménien [23] et Stembridge [61] ont obtenu des
expressions, sous forme de déterminants, de fonctions génératrices de parti-
tions planes, en sommant des fonctions de Schur sur des partitions vérifiant
certaines conditions, puis en spécialisant l’alphabet à l’aide du paramètre q.
Lassalle [46] a tout récemment donné une expression des fonctions mono-
miales mλ sur l’alphabet {1, q, . . . , qn−1}.
Stembridge [61] a donné un autre lien entre fonctions symétriques et q-séries
en spécialisant l’alphabet dans une identité de sommation de polynômes de
Hall-Littlewood, démontrant ainsi de façon originale les célèbres identités de
Rogers-Ramanujan (voir par exemple [4, 6]) :

∞∑

n=0

qn2

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

∞∏

n=1
n≡±1 (mod 5)

(1− qn)−1, (1.1)

∞∑

n=0

qn2+n

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

∞∏

n=1
n≡±2 (mod 5)

(1− qn)−1. (1.2)

Il est à noter que Schur a démontré ces identités de manière élégante à l’aide
d’une involution, et cette preuve est rappelée par exemple dans [53].
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La première partie de cette thèse présente les partitions d’entiers et
l’algèbre des polynômes symétriques et ses principales bases indexées par
ces partitions d’entiers. Un des problèmes essentiels dans ce cadre est le
développement d’une fonction symétrique sur ces différentes bases.
Par exemple, les formules de Waring développent la n-ième fonction symétri-
que puissance pn dans la base des fonctions symétriques élémentaires (eλ)λ

et dans celle des fonctions symétriques complètes (hλ)λ. Nous généralisons
d’abord les formules de Waring en développant les fonctions symétriques puis-
sances évaluées sur l’alphabetX/(1−tX) := {x1/(1− tx1) , x2/(1− tx2), . . .}
dans la base linéaire des fonctions symétriques élémentaires et complètes
évaluées sur l’alphabet (fini ou infini) X = {x1, x2, . . .} :

Théorème 1.1 Pour tout k ≥ 1 on a

pk

(
X

1− tX

)

=
∑

|µ|≥k

t|µ|−k

(|µ|
k

)

(−1)|µ|−l(µ)k (l(µ)− 1)!
∏

imi(µ)!
eµ(X),

pk

(
X

1− tX

)

=
∑

|µ|≥k

t|µ|−k

(|µ|
k

)

(−1)l(µ)−1 k (l(µ)− 1)!
∏

imi(µ)!
hµ(X).

Les formules de Waring sont obtenues par la spécialisation t = 0 dans ces
identités.
De même nous considérons le problème inverse, c’est-à-dire, le développement
des n-ièmes fonctions symétriques hn et en évaluées sur l’alphabet X/(1−tX)
dans la base des fonctions puissances (pµ)µ évaluées sur l’alphabet X. Dans
ce cas nous aurons besoin d’un coefficient binomial généralisé 〈µ

n
〉 introduit

par Lassalle [44], définit pour toute partition µ et pour tout entier n positif
comme étant le nombre de façons de choisir n éléments dans le diagramme
de Ferrers de µ, dont au moins un par ligne.

Théorème 1.2 Pour tout entier k ≥ 1 on a

hk

(
X

1− tX

)

=
∑

|µ|≥k

t|µ|−k 〈µk 〉
zµ

pµ(X),

ek

(
X

1− tX

)

=
∑

|µ|≥k

t|µ|−k(−1)k−l(µ) 〈µk 〉
zµ
pµ(X).

Lassalle, dans ses travaux sur les polynômes de Jack ([43, 44]), a été amené
à conjecturer certaines identités remarquables. Celles-ci furent prouvées par
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Lascoux et Lassalle [42] en utilisant le formalisme des λ-anneaux. Notre but
était d’utiliser les développements précédents pour donner une démonstration
simple et élémentaire de leurs identités. Pour cela, nous avons eu besoin
d’exprimer les identités du théorème 1.2 en termes de fonctions génératrices :

Théorème 1.3 Soient z et X = {x1, x2, . . .} des indéterminées indépendantes.
Alors la série formelle

F (t, u) := (1 + u)z
∏

r≥1

(

1 +
u

1 + u

txr

1− txr

)

admet les trois développements suivants

F (t, u) =
∑

i,j≥0

uitj
∑

µ`j, l(µ)≤i

(
z − l(µ)

i− l(µ)

)

mµ(X),

F (t, u) =
∑

i,j≥0

uitj
min(i,j)
∑

k=0

(
z − j
i− k

)
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ
pµ(X),

F (t, u) =
∑

i,j≥0

uitj
min(i,j)
∑

k=0

(
z − k
i− k

)
∑

µ`j

(−1)k−l(µ) 〈µk 〉
zµ

pµ(X).

Nous en déduisons ensuite de manière évidente le corollaire suivant :

Corollaire 1.4 Soient z et X = {x1, x2 . . .} des indéterminées indépendantes.
Pour tous entiers i, j ≥ 1 on a

∑

µ`j, l(µ)≤i

(
z − l(µ)

i− l(µ)

)

mµ(X) =

min(i,j)
∑

k=0

(
z − j
i− k

)
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ

pµ(X)

=

min(i,j)
∑

k=0

(
z − k
i− k

)
∑

µ`j

(−1)k−l(µ) 〈µk 〉
zµ

pµ(X).

Ce corollaire a lui même deux conséquences intéressantes, obtenues en identi-
fiant les différents termes selon les bases de l’algèbre des fonctions symétriques
(corollaires 2.10 et 2.11 pages 23-24).
Enfin, le corollaire 1.4 et le théorème 1.3 nous ont permis de démontrer
de manière élémentaire deux identités remarquables (théorèmes 2.12 et 2.13
pages 24-25), conjecturées par Lassalle ([44, Conjecture 2] et [45, Conjec-
ture 2]), puis prouvées par Lascoux et Lassalle [42, Théorème 4 et Théorème 1].
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Notre approche repose cependant essentiellement sur l’opérateur différentiel
de l’algèbre des séries formelles, alors que Lascoux et Lassalle utilisent le
formalisme des λ-anneaux.

La deuxième partie de cette thèse concerne plus particulièrement la base
des fonctions de Schur, définies usuellement pour toute partition λ = (λ1 ≥
λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0) de longueur ≤ n par :

sλ(X) :=
∑

w∈Sn

w

(

xλ1
1 · · ·xλn

n

∏

i<j

xi

xi − xj

)

= det
(

x
λj+n−j
i

)

1≤i,j≤n
/ det

(
xn−j

i

)

1≤i,j≤n
,

où Sn est le groupe des permutations de l’ensemble {1, 2, . . . , n} et X =
{x1, . . . , xn} est un alphabet fini de n variables.
On a les trois identités classiques de sommation suivantes [48, pp. 76-77] :

∑

λ

sλ(X) =

n∏

i=1

1

1− xi

∏

1≤i<j≤n

1

1− xixj
, (1.3)

∑

λ paire

sλ(X) =

n∏

i=1

1

1− x2
i

∏

1≤i<j≤n

1

1− xixj
, (1.4)

∑

λ′ paire

sλ(X) =
∏

1≤i<j≤n

1

1− xixj
. (1.5)

Ces identités furent généralisées par Ishikawa et Wakayama, dans [33], en
utilisant une méthode de calcul de pfaffiens. Pour toute partition λ on note
cj := cj(λ) le nombres de colonnes de longueur j dans λ, c’est-à-dire cj =
λj − λj+1 et on définit pour a et b deux paramètres

fλ(a, b) :=
∏

j impair

acj+1 − bcj+1

a− b
∏

j pair

1− (ab)cj+1

1− ab .

Alors Ishikawa et Wakayama ont trouvé et démontré l’identité suivante :

∑

λ

fλ(a, b) sλ(X) = Φ(X; a, b), (Ishikawa-Wakayama) (1.6)
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où
Φ(X; a, b) :=

∏

i

(1− axi)
−1(1− bxi)

−1
∏

j<k

(1− xjxk)
−1.

Ishikawa et Wakayama se sont posés la question d’une extension de (1.6), qui
consistait à développer Φ(X; a, b)

∏

i(1 − cxi)
−1 dans la base des fonctions

de Schur. Ils ont conjecturé cette expression, mais leur méthode utilisant les
pfaffiens ne leur a pas permis de la démontrer.

Nous démontrons cette conjecture à l’aide de la formule de Pieri et du
principe d’inclusion-exclusion (théorème 3.5 pages 31-36), ce qui donne l’ex-
pression de la fonction fλ(a, b, c) dans le développement :

∑

λ

fλ(a, b, c)sλ(X) = Φ(X; a, b)
∏

i

(1− cxi)
−1.

D’autre part, comme l’a remarqué Bressoud [17], pour (a, b) = (1, 0), (1,−1)
et (0, 0), l’identité (1.6) se réduit respectivement à (1.3), (1.4) et (1.5).
Les extensions de ces trois identités consistant à sommer sur des parti-
tions bornées ont été données par Macdonald [48, p. 83-84], Désarménien-
Stembridge [23, 61] et Okada [52] respectivement. Ces identités, dont les
membres de droite s’expriment sous forme de quotients de déterminants, per-
mettent par spécialisation d’obtenir des fonctions génératrices de partitions
planes particulières, grâce à l’interprétation des fonctions de Schur en termes
de tableaux de Young. Krattenthaler [37, 38] a obtenu des raffinements de
cas particuliers des identités de Macdonald et Désarménien-Stembridge, en
précisant le nombre de parts impaires dans les sommations, mais pour l’al-
phabet particulier {q2n−1, q2n−3, . . . , q}. Ses résultats ont des interprétations
en termes de tableaux de Young et de partitions planes.

Bressoud a aussi formulé dans [17] le problème consistant à trouver une
extension de (1.6) aux partitions bornées, afin de généraliser en une même
expression les identités de Macdonald, Désarménien-Stembridge et Okada.
Notre seconde généralisation de (1.6) donne une réponse positive à cette
question. En effet, nous avons trouvé puis démontré une telle identité en
exploitant une méthode due à Macdonald [48].
Pour toute suite ξ ∈ {±1}n, on note |ξ|−1 le nombre de −1 dans la suite ξ.
Soient Xξ := {xξ1

1 , . . . , x
ξn
n } et

D(ξ, z) := 1− z
∏

i

x
(ξi−1)/2
i .
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Théorème 1.5 Pour des entiers strictement positifs m et n,

∑

λ⊆(mn)

fλ(a, b)sλ(X) =
∑

ξ∈{±1}n

β(ξ, a, b)Φ(Xξ; a, b)
∏

i

x
m(1−ξi)/2
i

où le coefficient β(ξ, a, b) est égal à







(
am+1

D(ξ, 1/a)
− bm+1

D(ξ, 1/b)

)
D(ξ, a)D(ξ, b)

a− b si |ξ|−1 impair,

(
1

D(ξ, 1)
− (ab)m+1

D(ξ, 1/ab)

)
D(ξ, 1)D(ξ, ab)

1− ab si |ξ|−1 pair.

Nous obtenons comme conséquences de ce théorème les identités de Mac-
donald, Désarménien-Stembridge et Okada respectivement, en spécialisant
(a, b) = (1, 0), (1,−1) et (0, 0) (voir pages 43-46). Dans ces cas, les membres
de droite s’expriment comme quotients de déterminants. Lorsque m = 0, ces
trois cas particuliers donnent les formules de Weyl pour les systèmes de ra-
cine de type Bn, Cn et Dn respectivement ([18], p. 68-69).

L’extension de cette méthode de sommations aux polynômes de Hall-
Littlewood fait l’objet de la troisième partie de cette thèse, le but étant ici
d’exploiter le paramètre q supplémentaire dans la définition de ces polynômes
symétriques.
Nous utilisons dans cette partie les notations standards des q-séries (voir par
exemple [24]), rappelées pages 47-48. Pour toute partition λ = (λ1, . . . , λn)
de longueur ≤ n, rappelons que les polynômes de Hall-Littlewood peuvent
s’écrire :

Pλ(X, q) =
∏

i≥1

(1− q)mi

(q)mi

∑

w∈Sn

w

(

xλ1
1 · · ·xλn

n

∏

i<j

xi − qxj

xi − xj

)

.

Remarquons que pour q = 0, Pλ(X, 0) = sλ(X).

Pour α paramètre, définissons la fonction auxiliaire suivante

Ψq(X;α) :=
∏

i

1

(1− xi)(1− αxi)

∏

j<k

1− qxjxk

1− xjxk
.
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Alors il est bien connu [48, p. 230] que les sommes des Pλ(X, q) sur toutes les
partitions et sur les partitions paires sont données par les formules suivantes :

∑

λ

Pλ(X, q) = Ψq(X; 0), (1.7)

∑

λ

P2λ(X, q) = Ψq(X;−1). (1.8)

Pour toute suite ξ ∈ {±1}n, soit de même Xξ := {xξ1
1 , . . . , x

ξn
n } et notons

à nouveau |ξ|−1 le nombre de −1 dans ξ. Alors, en sommant les Pλ sur les
partitions à parts bornées, Macdonald [48, p. 232] et Stembridge [61] ont
respectivement généralisé (1.7) et (1.8) comme suit :

∑

λ1≤k

Pλ(X, q) =
∑

ξ∈{±1}n

Ψq(X
ξ; 0)

∏

i

x
k(1−ξi)/2
i , (Macdonald)

∑

λ1≤2k
λ paire

Pλ(X, q) =
∑

ξ∈{±1}n

Ψq(X
ξ;−1)

∏

i

x
k(1−ξi)
i . (Stembridge)

Stembridge, dans [61], a exploité ces deux formules en spécialisant l’alphabet
par xi = zqi−1, et a obtenu par cette méthode seize multianalogues d’identités
de type Rogers-Ramanujan, dont deux extensions des identités de Rogers-
Ramanujan (1.1) et (1.2) elles-mêmes. Ce travail constituait donc une preuve
originale de ces identités qui sont parmi les plus connues et classiques en
combinatoire et q-séries.
Au vu de l’intérêt des formules de Macdonald et Stembridge, et des résultats
déduits par Stembridge, nous nous sommes intéressés à d’autres identités de
sommations de polynômes de Hall-Littlewood.
Pour α, β deux paramètres, définissons la fonction suivante

Φq(X;α, β) :=
∏

i

1− αxi

1− βxi

∏

j<k

1− qxjxk

1− xjxk

.

Alors nous avons les formules de sommations de polynômes de Hall-Littlewood
suivantes [48, p.232] :

∑

λ′ paire

cλ(q)Pλ(X, q) = Φq(X; 0, 0), (1.9)

∑

λ

dλ(q)Pλ(X, q) = Φq(X; q, 1), (1.10)
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où

cλ(q) =
∏

i≥1

(q; q2)mi(λ)/2, dλ(q) =
∏

i≥1

(q)mi(λ)

(q2; q2)[mi(λ)/2]

.

Remarquons que (1.7) et (1.8) sont des extensions de (1.3) et (1.4) respec-
tivement, alors que (1.9) généralise quant à elle (1.5). Il était donc naturel
de s’interroger sur l’existence d’une extension de (1.9) du même type que
les formules de Macdonald et Stembridge ci-dessus. Mais comme le f̂ıt re-
marquer Stembridge dans [61], la présence du coefficient cλ(q) (et de dλ(q)
pour (1.10)) engendre des problèmes rendant douteuse l’existence d’exten-
sions explicites de (1.9) et (1.10). Cependant, en nous inspirant du travail
de Stembridge [61], et grâce à nos résultats précédents sur les fonctions de
Schur et à l’outil informatique [62], nous avons pu découvrir et démontrer les
deux extensions suivantes de (1.9) et (1.10) :

Théorème 1.6 Pour k ≥ 1,

∑

λ1≤k

λ′ paire

cλ,k(q)Pλ(X, q) =
∑

ξ∈{±1}n

|ξ|−1 pair

Φq(X
ξ; 0, 0)

∏

i

x
k(1−ξi)/2
i ,

∑

λ1≤k

dλ,k(q)Pλ(X, q) =
∑

ξ∈{±1}n

Φq(X
ξ; q, 1)

∏

i

x
k(1−ξi)/2
i ,

où

cλ,k(q) =

k−1∏

i=1

(q; q2)mi(λ)/2, dλ,k(q) =

k−1∏

i=1

(q)mi(λ)

(q2; q2)[mi(λ)/2]

.

La difficulté ici résidait dans la recherche de ces deux coefficients cλ,k(q) et
dλ,k(q), car nous ne connaissions que les cas particuliers q = 0 correspondant
aux fonctions de Schur, et les cas limites k →∞ ci-dessus.

Ces identités ont inspiré par spécialisations de l’alphabet X la découverte
de nouvelles identités sur les q-séries, dont l’une nous a permis de trouver six
nouveaux multianalogues de type Rogers-Ramanujan (voir théorèmes 4.4 et
4.5 pages 60-62). Ces multianalogues sont bien sûr des extensions de six iden-
tités de type Rogers-Ramanujan, que nous donnons page 63. Quatre d’entre
elles se sont révélées être dans la liste de 130 identités de Slater [57], l’une
des deux autres peut se déduire de l’identité de q-Kummer [24, p. 236], alors
que la dernière semble être nouvelle.
Les identités de polynômes de Hall-Littlewood apparaissent donc, à travers
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les travaux de Stembridge et le prolongement que nous en avons fait, comme
une manière originale d’obtenir des identités de type Rogers-Ramanujan. La
technique la plus classique est l’utilisation du lemme de Bailey [6, 63], qu’ex-
ploite Slater dans [56] et [57]. Les extensions par itérations du lemme de
Bailey, dues en particulier à Andrews [5, 6] permettent d’obtenir des mul-
tianalogues, et nous avons étudié cette approche en la liant aux identités de
Stembridge et aux notres (voir pages 72-76).
Enfin, nous nous intéressons dans cette partie à l’interprétation combinatoire
éventuelle en termes de partitions des identités que nous avons obtenues.

Remarque. Nos différents travaux ont fait l’objet de deux publications [34,
35] et d’un troisième article qui sera publié prochainement [36].



Chapitre 2

Fonctions symétriques

2.1 Définitions et premières propriétés

Les définitions et notations adoptées sont celles de [48, Chapitre I].

2.1.1 Partitions

Soit n ∈ N fixé. Une partition λ de n est une suite décroissante finie
d’entiers naturels de somme n :

λ = (λ1, λ2, . . . , λl) ∈ Nl,

où

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λl > 0 et
l∑

i=1

λi = n.

n est le poids de λ et on le note n = |λ|. On notera aussi λ ` n le fait que λ
est une partition de poids n.
l est la longueur de λ et on la note l = l(λ) = max{i ∈ N|λi > 0}.
Les entiers λi, pour i ∈ {1, . . . , l} sont les parts de λ. On dira que λ est paire
lorsque toutes ses parts le sont.
Il est souvent pratique de décrire une partition par ses ordres de multiplicité :
on note mi = mi(λ) := #{j|λj = i} la multiplicité de i dans λ, qui donne
le nombre de parts de λ égales à i. Ainsi la partition λ s’écrit aussi λ =
(1m12m2 . . .).
La partition λ′ conjuguée de λ est définie par λ′i := #{j|λj ≥ i}. On a ainsi
|λ′| = |λ| et l(λ′) = λ1.

11
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Le diagramme de Ferrers de λ est le sous-ensemble {(i, j)|j ≥ 1, i ≤ λj} de
N2, qu’on identifiera souvent à λ. Pour obtenir le diagramme de Ferrers de
λ′, il suffit donc d’inverser les lignes et les colonnes de celui de λ.
Exemple. Le dessin suivant donne le diagramme de Ferrers de la partition
λ = (10, 9, 8, 6, 1) de 34 et celui de sa conjuguée λ′ = (5, 4, 4, 4, 4, 4, 3, 3, 2, 1) :

λ = λ′ =

2.1.2 Algèbre des fonctions symétriques

Soient n ∈ N et un alphabet X = {x1, . . . , xn} de n variables indépendan-
tes. Soit Q[x1, . . . , xn] l’ensemble des polynômes de n variables à coefficients
dans Q. Un polynôme P ∈ Q[x1, . . . , xn] est symétrique si P est invariant
sous l’action du groupe des permutations Sn, c’est-à-dire si

∀σ ∈ Sn, P (xσ(1), . . . , xσ(n)) = P (x1, . . . , xn).

On note Λn cet ensemble de polynômes, qui forme une algèbre, appelée
l’algèbre des polynômes symétriques de n variables.

Exemple. Le polynôme P (X) =
∑n

i=1 xi est un élément de Λn.

2.1.3 Bases élémentaires

Nous rappelons ici les bases élémentaires naturelles de Λn, et quelques
propriétés les reliant, notamment concernant leurs fonctions génératrices.

Fonctions monomiales : Soit λ une partition de longueur inférieure
ou égale à n (si l < n, on pose λl+1 = · · · = λn = 0 ). On note Sn(λ)
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l’ensemble des permutations distinctes des n parts de λ et on définit

mλ(X) = mλ(x1, . . . , xn) :=
∑

σ∈Sn(λ)

x
σ(λ1)
1 · · ·xσ(λn)

n .

mλ(X) est en fait la somme des monomes distincts de la forme Xλ.

Exemple. Pour n = 3 et λ = (2, 1), on a

mλ(x1, x2, x3) = x2
1x2 + x2

1x3 + x2
2x3 + x2

2x1 + x2
3x1 + x2

3x2.

Alors de manière évidente (mλ(X))l(λ)≤n est une Z-base de Λn.
On peut préciser que pour k ≤ n, la famille (mλ(X))|λ|=k est une base
du sous-anneau Λk

n de Λn, constitué des polynômes symétriques de n
variables et homogènes de degré k. Comme il est souvent plus pratique
de travailler avec un nombre infini de variables, on pose Λk comme
étant la limite projective des Λk

n (voir [48, p. 18] pour les détails). On
peut alors étendre la définition de Λn à un nombre infini de variables, en
posant Λ :=

⊕

k≥0 Λk comme étant l’algèbre engendrée par les (mλ(X))
sans restriction sur la longueur de λ et où X est un alphabet infini. Λ
est l’algèbre des fonctions symétriques, et ses éléments ne sont plus des
polynômes, mais des sommes infinies formelles de monomiales.
On travaillera dans ce qui suit avec un alphabet X infini, la
restriction au cas fini des polynômes se faisant de manière
évidente.

Fonctions symétriques élémentaires : Soit r ∈ N.
On définit la r-ième fonction symétrique élémentaire par

e0(X) = 1,

et pour r ≥ 1

er(X) :=
∑

1≤i1<···<ir

xi1 · · ·xir = m(1r)(X).

La fonction génératrice des er(X) est donnée par

E(t) :=
∑

r≥0

er(X)tr =
∏

i≥1

(1 + xit), (2.1)
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ce qui se démontre en développant le membre de droite.
On pose pour toute partition λ = (λ1, λ2, . . . , λl) de longueur l,

eλ(X) :=
l∏

i=1

eλi
(X).

Alors (eλ(X))λ est une Z-base de Λ.

Fonctions symétriques complètes : Soit r ∈ N.
On définit la r-ième fonction symétrique complète par

h0(X) = 1,

et pour r ≥ 1

hr(X) :=
∑

1≤i1≤···≤ir

xi1 · · ·xir =
∑

|λ|=r

mλ(X).

La fonction génératrice des hr(X) est donnée par

H(t) :=
∑

r≥0

hr(X)tr =
∏

i≥1

1

1− xit
, (2.2)

ce qui se démontre de même en développant le membre de droite.
On pose pour toute partition λ = (λ1, λ2, . . . , λl) de longueur l,

hλ(X) :=

l∏

i=1

hλi
(X).

Alors (hλ(X))λ est une Z-base de Λ.

Fonctions puissances : Soit r ∈ N∗.
On définit la r-ième fonction puissance par

pr(X) :=
∑

i≥1

xr
i = m(r)(X).

La fonction génératrice des pr(X) est donnée par

P (t) :=
∑

r≥1

pr(X)tr−1 =
H ′(t)

H(t)
=
E ′(−t)
E(−t) . (2.3)
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Démonstration. On a par définition

P (t) :=
∑

r≥1

pr(X)tr−1 =
∑

i≥1

∑

r≥1

xr
i t

r−1

=
∑

i≥1

xi

1− xit
=
∑

i≥1

(

ln
1

1− xit

)′

=

(

ln
∏

i≥1

1

1− xit

)′

=
H ′(t)

H(t)
,

puis on déduit la deuxième égalité de (2.1) et (2.2).

On pose pour toute partition λ = (λ1, λ2, . . . , λl) de longueur l,

pλ(X) :=
l∏

i=1

pλi
(X).

Alors (pλ(X))λ est une Q-base de Λ, mais pas une Z-base.
Etant en présence de plusieurs bases d’une même algèbre, on s’intéresse
au développement des n-ièmes fonctions symétriques élémentaires et
complètes dans cette dernière base.
Proposition 2.1 Soit pour λ partition

zλ :=
∏

i≥1

imimi! (2.4)

On a alors pour tout n ≥ 1 :

hn(X) =
∑

λ`n

pλ(X)

zλ
, (2.5)

en(X) =
∑

λ`n

(−1)|λ|−l(λ)pλ(X)

zλ
. (2.6)

Démonstration. Pour prouver (2.5) et (2.6), on utilise (2.3) :

H(t) = exp

(
∑

r≥1

pr(X)
tr

r

)

=
∏

r≥1

exp

(

pr(X)
tr

r

)

=
∏

r≥1

∑

mr≥0

(pr(X)tr)mr

rmrmr!
=
∑

λ

pλ(X)

zλ

t|λ|,
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car pour λ = (1m12m2 . . .), on a |λ| = ∑

r≥1 rmr. Ceci démontre (2.5)
et le calcul est identique concernant (2.6).

Les développements inverses sont donnés par les formules de Waring [50].
Proposition 2.2 (Waring) Pour tout n ≥ 1,

pn(X) =
∑

λ`n

(−1)n−l(λ)n(l(λ)− 1)!
∏

imi(λ)!
eλ(X), (2.7)

pn(X) =
∑

λ`n

(−1)l(λ)−1n(l(λ)− 1)!
∏

imi(λ)!
hλ(X). (2.8)

Fonctions de Schur : Soit n ∈ N∗ et on revient à un alphabet fini X =
{x1, . . . , xn}. Pour toute partition λ = (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0)
de longueur ≤ n, la fonction de Schur sλ(X) est usuellement définie
comme suit :

sλ(X) :=
∑

w∈Sn

w

(

xλ1
1 · · ·xλn

n

∏

i<j

xi

xi − xj

)

= det
(

x
λj+n−j
i

)

1≤i,j≤n
/ det

(
xn−j

i

)

1≤i,j≤n
.

On montre assez facilement que sλ(X) ∈ Λn et que (sλ(X))l(λ)≤n est
une Z-base de Λn (voir par exemple [48, pp. 40-41]). On peut étendre
de manière formelle cette définition à un alphabet infini, pour obtenir
cette fois une Z-base (sλ(X))λ de Λ, où X est infini. Ainsi les fonctions
de Schur se développent dans les bases de Λ vues précédemment :
Proposition 2.3 (Jacobi-Trudi)

sλ(X) = det(hλi−i+j(X))1≤i,j≤n, (2.9)

sλ(X) = det(eλ′
i−i+j(X))1≤i,j≤m, (2.10)

où l(λ) ≤ n et l(λ′) ≤ m.
Remarque. On déduit de cette proposition que s(n) = hn et s(1n) = en.

La principale conséquence de cette proposition est donnée par l’in-
terprétation combinatoire des fonctions de Schur en termes de tableaux
de Young.
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Définition 2.4 Soit λ une partition. Un tableau de Young (ou tableau
semi-standard) T de forme λ est constitué du diagramme de Ferrers
de λ que l’on a rempli à l’aide d’entiers strictement positifs de façon
croissante sur les lignes et strictement croissante sur les colonnes.
Le poids de T est défini par ω(T ) := (m1(T ), m2(T ), . . .), où mi(T ) est
la multiplicité de i dans T .
Exemple. Pour λ = (10, 9, 8, 6, 1), on a par exemple le tableau T
suivant de forme λ et de poids ω(T ) = (5, 8, 7, 6, 8) :

T =

1 1 1 1 1 2 2 2 3 5
2 2 2 2 2 3 3 4 5
3 3 3 3 4 4 4 5
4 4 5 5 5 5
5

On a alors l’interprétation suivante [48, pp. 41-42] :
Théorème 2.5 Soient X = {x1, . . . , xn} un alphabet fini et λ une
partition de longueur ≤ n. Alors

sλ(X) =
∑

λ(T )=λ

Xω(T ) =
∑

λ(T )=λ

x
m1(T )
1 · · ·xmn(T )

n , (2.11)

où la somme porte sur tous les tableaux de Young de forme λ et remplis
d’entiers pris dans {1, 2, . . . , n}.
Exemple. Pour X = {x1, x2, x3} et λ = (2, 1), on obtient par cette
interprétation les tableaux de Young suivants :

1 1
2

1 2
2

1 3
2

1 1
3

1 2
3

1 3
3

2 2
3

2 3
3

et donc

sλ(X) = x2
1x2 + x1x

2
2 + x1x2x3 + x2

1x3 + x1x2x3 + x1x
2
3 + x2

2x3 + x2x
2
3.

La démonstration de ce théorème peut se faire en utilisant (2.9), et
pour montrer que

∑

λ(T )=λ X
ω(T ) = det(hλi−i+j(X))1≤i,j≤n, on utilise la

méthode des chemins non-intersectants, due à Gessel et Viennot [25].
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2.1.4 Bases avec paramètres

Polynômes de Hall-Littlewood : Soit λ est une partition et X un al-
phabet fini ou infini ayant plus d’éléments que l(λ). Les polynômes de
Hall-Littlewood Pλ(X, q) sont définis par [48, p.208] :

Pλ(X, q) :=
∏

i≥1

(1− q)mi

(1− q) · · · (1− qmi−1)

∑

w∈Sn

w

(

xλ1
1 · · ·xλn

n

∏

i<j

xi − qxj

xi − xj

)

,

où le facteur est ajouté pour assurer que le terme en xλ1
1 · · ·xλn

n dans
Pλ(X, q) soit égal à 1.
On montre alors que les Pλ(X, q) sont symétriques, et qu’ils forment
une Z[q]-base de Λ[q] [48, Chapitre III].
Remarque. On a les cas particuliers suivants :

1. Pour q = 0, Pλ(X, 0) = sλ(X).

2. Pour q = 1, Pλ(X, 1) = mλ(X).

3. Pour λ = (1r), P(1r)(X, q) = er(X).

On peut définir sur Λ[q] un produit scalaire à l’aide des fonctions puis-
sances :

< pλ, pµ >q:= zλ





l(λ)
∏

i=1

1

1− qλi



 δλµ,

où δλµ est le symbole de Kronecker, valant 1 si λ = µ et 0 sinon.
Alors les polynômes de Hall-Littlewood sont caractérisés par le fait
qu’ils forment une base orthogonale de (Λ[q];<,>q) et qu’on a :

Pλ(X, q) =
∑

µ≤λ

uλµ(q)mµ(X),

où µ ≤ λ signifie que µ1 + · · ·+ µi ≤ λ1 + · · ·+ λi ∀i,
et uλµ(q) ∈ Z[q] avec uλλ(q) = 1.
C’est cette dernière caractérisation des polynômes de Hall-Littlewood
qui inspire la construction des polynômes symétriques à deux paramètres
suivants.
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Polynômes de Macdonald : On peut définir de même sur Λ[q, t] un
produit scalaire à l’aide des fonctions puissances :

< pλ, pµ >q,t:= zλ





l(λ)
∏

i=1

1− tλi

1− qλi



 δλµ.

Alors on démontre [48, Chapitre VI] qu’il existe une unique base or-
thogonale (Pλ(X, q, t))λ de (Λ[q, t];<,>q,t) vérifiant :

Pλ(X, q, t) =
∑

µ≤λ

uλµ(q, t)mµ(X),

où uλµ(q, t) ∈ Z[q, t] avec uλλ(q, t) = 1. Ces polynômes Pλ(X, q, t) sont
les polynômes de Macdonald, et on ne leur connait pas d’expression
littérale.
Remarque. On a les cas particuliers suivants :

1. Pour t = 0, on retrouve les polynômes de Hall-Littlewood précédents.

2. Pour α ∈ R+∗, t = qα et q → 1, on retrouve les polynômes de Jack
[48, p. 376].

2.2 Généralisation de formules de type Wa-

ring

2.2.1 Introduction

L’un des problèmes fondamentaux dans l’étude de fonctions symétriques
est le développement d’une fonction symétrique sur certaines bases linéaires
de l’algèbre des fonctions symétriques. Les résultats classiques (2.7) et (2.8)
de Waring explicitent le développement des n-ièmes fonctions symétriques
puissances pn dans les bases (eλ)λ et (hλ)λ.

Dans ce paragraphe (voir [34]), nous généralisons les formules de Waring
en développant les n-ièmes fonctions symétriques puissances pn évaluées sur
l’alphabet Y = {x1/(1− tx1) , x2/(1− tx2), . . .} dans les bases linéaires des
fonctions symétriques élémentaires eλ et complètes hλ évaluées sur l’alphabet
X = {x1, x2, . . .}. De même nous considérons le problème inverse, c’est-à-dire
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le développement des n-ièmes fonctions symétriques hn et en évaluées sur l’al-
phabet Y dans la base des fonctions puissances pµ évaluées sur l’alphabet X.
Dans ce dernier cas nous aurons besoin d’un coefficient binomial généralisé
introduit par Lassalle [44]. Nous en déduisons ensuite, comme applications,
des développements intéressants, qui conduisent en particulier à de nouvelles
preuves des ex-conjectures de Lassalle [44, 45]. D’autres preuves de ces conjec-
tures ont été tout récemment données par Lascoux et Lassalle [42] dans le
cadre des λ-anneaux. Notre approche repose essentiellement sur l’opérateur
différentiel de l’algèbre des séries formelles. Il est remarquable que l’étude
d’un problème si élémentaire puisse conduire à une preuve très simple des
identités de Lascoux et Lassalle.

Nous terminons cette introduction par un rappel des formules qui seront
utilisées dans la suite. Observons d’abord que

∑

n≥1

(
n− 1

k − 1

)

ant
n−1 =

tk−1

(k − 1)!

dk−1

dt

(
∑

n≥1

ant
n−1

)

. (2.12)

Comme les fonctions puissances satisfont
∑

n≥1

pn(X)tn−1 =
∑

r≥1

xr/(1− xrt),

et pour tout k ≥ 1

dk−1

dt

(
1

1− xt

)

= (k − 1)!
xk−1

(1− xt)k
,

nous en déduisons donc

dk−1

dt

(
∑

n≥1

pn(X)tn−1

)

=
(k − 1)!

tk
pk

(
tx1

1− tx1

,
tx2

1− tx2

, . . .

)

. (2.13)

Pour toute partition µ et pour tout entier n positif on définit le coefficient bi-
nomial généralisé 〈µ

n
〉 comme étant le nombre de façons de choisir n éléments

dans le diagramme de Ferrers de µ, dont au moins un par ligne.

2.2.2 Résultats principaux

Soient X = {x1, x2, . . .} un ensemble fini ou infini d’indéterminées et
X

1− tX l’alphabet

{
x1

1− tx1
,

x2

1− tx2
, . . .

}

.
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Théorème 2.6 Pour tout k ≥ 1 on a

pk

(
X

1− tX

)

=
∑

|µ|≥k

t|µ|−k

(|µ|
k

)

(−1)|µ|−l(µ)k (l(µ)− 1)!
∏

imi(µ)!
eµ(X),(2.14)

pk

(
X

1− tX

)

=
∑

|µ|≥k

t|µ|−k

(|µ|
k

)

(−1)l(µ)−1 k (l(µ)− 1)!
∏

imi(µ)!
hµ(X). (2.15)

Démonstration. Les formules (2.12) et (2.13) impliquent directement

pk

(
X

1− tX

)

=
∑

j≥k

tj−k

(
j − 1

k − 1

)

pj(X).

Nous déduisons donc (2.14) et (2.15) respectivement de (2.7) et (2.8).

Par la même méthode nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 2.7 Pour tout entier k ≥ 1 on a

hk

(
X

1− tX

)

=
∑

|µ|≥k

t|µ|−k 〈µk 〉
zµ
pµ(X), (2.16)

ek

(
X

1− tX

)

=
∑

|µ|≥k

t|µ|−k(−1)k−l(µ) 〈µk 〉
zµ
pµ(X). (2.17)

Démonstration. Notons d’abord que

〈µ

k

〉

=
∑

k1+···+kl=k
k1,...,kl≥1

l∏

i=1

(
µi

ki

)

,

où l = l(µ). Comme chaque partition µ de j correspond à l(µ)!/
∏

i≥1mi(µ)!
compositions (k1, . . . , kl) de j telles que (k1, . . . , kl) soit une permutation des
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parts de µ, nous avons pour tout ε ∈ R, en tenant compte de (2.12) et (2.13),

∑

j≥k

tj−k
∑

µ`j

εk−l(µ)

zµ

〈µ

k

〉

pµ(X)

=
∑

k1+···+kl=k
l≥1

εk−lt−k

l!k1 · · · kl

l∏

r=1

∑

µr≥1

(
µr − 1

kr − 1

)

pµr(X)tµr

=
∑

k1+···+kl=k
l≥1

εk−l

l!k1! · · ·kl!

l∏

r=1

dkr−1

dt

(
∑

n≥1

pn(X)tn−1

)

=
∑

µ`k

εk−l(µ)

zµ
pµ

(
x1

1− tx1
,

x2

1− tx2
, . . .

)

.

En posant ε = 1 (resp. −1), nous en déduisons (2.16) (resp. (2.17)) en appli-
quant (2.5) (resp. (2.6)).

Remarque. 1) Lorsque t = 0 nous retrouvons les formules classiques de
type Waring.
2) Dans les théorèmes 2.6 et 2.7, t n’est qu’un paramètre d’homogénéité,
mais vu le rôle important qu’il joue dans notre démonstration, nous préférons
garder cette forme.

Nous nous intéressons maintenant aux fonctions génératrices correspon-
dant aux identités précédentes :

Théorème 2.8 Soient z et X = {x1, x2, . . .} des indéterminées indépendantes.
Alors la série formelle

F (t, u) := (1 + u)z
∏

r≥1

(

1 +
u

1 + u

txr

1− txr

)

admet les trois développements suivants

F (t, u) =
∑

i,j≥0

uitj
∑

µ`j, l(µ)≤i

(
z − l(µ)

i− l(µ)

)

mµ(X), (2.18)

F (t, u) =
∑

i,j≥0

uitj
min(i,j)
∑

k=0

(
z − j
i− k

)
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ

pµ(X), (2.19)

F (t, u) =
∑

i,j≥0

uitj
min(i,j)
∑

k=0

(
z − k
i− k

)
∑

µ`j

(−1)k−l(µ) 〈
µ
k
〉

zµ
pµ(X). (2.20)
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Démonstration. Tout d’abord, par définition nous avons

F (t, u) =
∑

k≥0

uk(1 + u)z−k
∑

1≤r1<r2<···<rk
m1,...,mk≥1

(txr1)
m1 · · · (txrk

)mk

=
∑

i,j≥0

uitj
∑

k≥0

(
z − k
i− k

)
∑

µ`j, l(µ)≤i

mµ(X),

d’où (2.18). Ensuite, dans le membre de droite de (2.19) en remplaçant i
par i + k, nous obtenons en appliquant la formule du binome (1 − x)−α =
∑

n≥0 x
n(α)n/n! :

∑

k≥0

uk
∑

j≥0

(1 + u)z−jtj
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ
pµ(X),

qui s’écrit, en posant s = t/(1 + u) et en appliquant (2.16) et (2.2),

(1 + u)z
∑

k≥0

ukhk

(
sx1

1− sx1

,
sx2

1− sx2

, . . .

)

= (1 + u)z
∏

r≥1

(

1− usxr

1− sxr

)−1

.

Ceci est clairement égal à F (t, u). Enfin nous déduisons (2.20) de façon ana-
logue en appliquant (2.17) et (2.1).

Corollaire 2.9 Soient z et X = {x1, x2, . . .} des indéterminées indépendantes.
Pour tous entiers i, j ≥ 1 on a

∑

µ`j, l(µ)≤i

(
z − l(µ)

i− l(µ)

)

mµ(X) =

min(i,j)
∑

k=0

(
z − j
i− k

)
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ

pµ(X)

=

min(i,j)
∑

k=0

(
z − k
i− k

)
∑

µ`j

(−1)k−l(µ) 〈µk 〉
zµ

pµ(X).

Comme (pµ)µ forme une Q-base linéaire de l’algèbre des fonctions symétriques,
nous déduisons du corollaire 2.9 le résultat suivant.

Corollaire 2.10 Soit z une variable. Pour des entiers i, j ≥ 1 et toute par-
tition µ ` j on a

min(i,j)
∑

k=0

(
z − j
i− k

)〈µ

k

〉

=

min(i,j)
∑

k=0

(−1)k−l(µ)

(
z − k
i− k

)〈µ

k

〉

.
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Enfin le corollaire 2.9 implique aussi le résultat suivant, dû à Lascoux-Lassalle [42,
Lemme 2].

Corollaire 2.11 Pour tous entiers k, j ≥ 1 on a

∑

µ`j, l(µ)=k

mµ(X) =
∑

µ`j

(−1)k−l(µ) 〈µk 〉
zµ
pµ(X).

Remarque. On trouvera d’autres formules sur la somme
∑

µ`j, l(µ)=k mµ(X)

dans Macdonald [48, p. 33 et 68].

2.2.3 Applications

Identifions chaque partition λ avec son diagramme de Ferrers et posons

(x)λ :=
∏

(i,j)∈λ

(x+ j − 1− (i− 1)/α) ,

où α ∈ R+∗ est la constante des polynômes de Jack.
Lorsque λ = (n) est une partition-ligne nous retrouvons la définition habi-
tuelle de factorielle montante (x)n = x(x + 1) · · · (x + n − 1). Par un calcul
direct et en posant Z := {j − 1− (i− 1)/α | (i, j) ∈ λ}, nous obtenons :

(y − x)λ

(y)λ
=

∏

z∈Z

(

1− x/y

1 + z/y

)

=

|λ|
∑

i=0

(−x/y)i
∑

z1,...,zi∈Z

1

1 + z1/y
· · · 1

1 + zi/y

=

|λ|
∑

i=0

∞∑

j=0

(−1)i+j xi

yi+j

∑

µ`j, l(µ)≤i

(|λ| − l(µ)

i− l(µ)

)

mµ(Z).

Nous déduisons donc du corollaire 2.9 une courte preuve d’un résultat de
Lascoux et Lassalle [42, Théorème 4], qui fût conjecturé par Lassalle [44,
Conjecture 2] :

Théorème 2.12 Soient x, y deux indéterminées indépendantes. Pour toute
partition λ soit X = {j − 1− (i− 1)/α | (i, j) ∈ λ}, alors

(y − x)λ

(y)λ
=

|λ|
∑

i=0

+∞∑

j=0

(−1)i+j xi

yi+j

min(i,j)
∑

k=0

(|λ| − j
i− k

)
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ
pµ(X).
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En fait Lascoux et Lassalle [42, Théorème 1] ont déduit le théorème 2.12 d’un
résultat plus général, qui fût aussi conjecturé par Lassalle [45, Conjecture 2].
Nous en donnons aussi une nouvelle preuve.

Théorème 2.13 Soient z, u et X = {x1, x2, . . .} des indéterminées indépen-
dantes. Pour tous entiers n, r ≥ 1 on a

∑

µ`n

(−1)r−l(µ)

zµ

〈µ

r

〉∏

i≥1

(

z +
∑

k≥1

uk (i)k

k!
xk

)mi(µ)

=

∑

j≥0

uj

(
n+ j − 1

n− r

)min(r,j)
∑

k=0

(
z − j
r − k

)
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ

∏

i≥1

x
mi(µ)
i .

Démonstration. Soit Y = {y1, y2, . . .} une famille infinie d’indéterminées.
Comme les fonctions puissances pi(Y ) sont algébriquement indépendantes
dans ce cas, nous pouvons supposer que xi = pi(Y ) pour i ≥ 1. En multipliant
le membre de gauche par tnqr et sommant sur n, r ≥ 1 nous pouvons écrire
sa fonction génératrice comme suit :

F (tu, T q) = (1 + Tq)z
∏

j≥1

(

1 +
Tq

1 + Tq

Tuzj

1− Tuzj

)

, (2.21)

où T = t/(1− t) et zj = yj/t pour j ≥ 1. Afin de rendre la lecture autonome
nous incluons ici une preuve classique de (2.21). Remarquons d’abord que
pour toute partition µ

∑

r≥1

〈µ

r

〉

qr =
∏

i≥1

(
(1 + q)i − 1

)mi(µ)
,

et que la formule du binome (1− x)−α =
∑

n≥0 x
n(α)n/n! permet d’écrire

∑

n≥1

un (i)n

n!
pn(Y ) =

∑

j≥1

∑

n≥1

un (i)n

n!
yn

j =
∑

j≥1

((1− yju)
−i − 1).

En multipliant le membre de gauche par tnqr et sommant sur n, r ≥ 1 nous
obtenons sa fonction génératrice

∑

µ

t|µ|

zµ

∏

i≥1

[

(1− (1− q)i)

(

z +
∑

j≥1

uj (i)j

j!
pj(Y )

)]mi(µ)

=
∏

i≥1

∑

mi≥0

ti mi

mi! imi

[

(1− (1− q)i)(z +
∑

j≥1

((1− yju)
−i − 1))

]mi

.
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Mais le dernier terme peut s’écrire

∏

i≥1

exp

{(
ti

i
− ti

i
(1− q)i

)(

z +
∑

j≥1

((1− yju)
−i − 1)

)}

=

(

1 +
tq

1− t

)z∏

j≥1

exp
∑

i≥1

(
ti

i
− ti

i
(1− q)i

)(
1

(1− yju)i
− 1

)

=

(

1 +
tq

1− t

)z∏

j≥1

(

1 +
tq

1− t− yju

)(

1 +
tq

1− t

)−1

.

Par l’application du théorème 2.8, nous déduisons de (2.21) que

F (tu, T q) =
∑

r,j,k≥0

T r+jqruj

(
z − j
r − k

)
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ

pµ(Z)

=
∑

r,j,k≥0

trqruj

(1− t)r+j

(
z − j
r − k

)
∑

µ`j

〈µ
k
〉

zµ
pµ(Y ).

En écrivant
tr

(1− t)r+j
=
∑

n≥r

(
n+ j − 1

n− r

)

tn,

nous remarquons que l’expression plus haut est aussi la fonction génératrice
du membre de droite.

On pourrait trouver des calculs similaires aux précédents dans [42] ou
dans [44] en termes de λ-anneaux.



Chapitre 3

Sommes de fonctions de Schur

3.1 Introduction

3.1.1 Fonctions de Schur et partitions planes

Une des motivations principales à la sommation des fonctions de Schur
sur des ensembles de partitions est la détermination de fonctions génératrices
de partitions planes [17, 18]. On peut aussi citer le travail de Stanley sur la
théorie des partitions planes [59].

Définition 3.1 Une partition plane PP est un réseau fini de points de R3

tels que

((r, s, t) ∈ PP et 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, 1 ≤ k ≤ t)⇒ (i, j, k) ∈ PP.

La représentation graphique des partitions planes est donnée par un empile-
ment de cubes, et le poids d’une partition plane PP est donné par le nombre
de cubes, noté |PP |. Gordon a montré dans [28] comment utiliser les fonc-
tions de Schur dans la théorie des partitions planes. En effet, dans le plan, on
peut représenter une partition plane par un diagramme de Ferrers où chaque
cellule est munie d’un entier représentant le nombre de cubes correspondants
dans l’axe vertical, c’est-à-dire qu’on a un tableau constitué d’un diagramme
de Ferrers rempli d’entiers de manière décroissante (mais pas nécessairement
strictement) sur les lignes et les colonnes (ce n’est pas tout à fait un tableau
de Young).

27
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Exemple. Les dessins suivants représentent une partition plane PP de 14,
et le tableau T correspondant :

PP =

�� ��
��

��

�
��

�
���
��

��

�� ��

����
��
��

T =
4 2 2
3 2
1

Ainsi, le théorème 2.5 implique :

Proposition 3.2 La fonction génératrice F (q) des partitions planes est donnée
par F (q) :=

∑

PP q
|PP | =

∑

λ sλ(1, q, q
2, . . .).

En utilisant l’interprétation des fonctions de Schur par les tableaux de Young,
on montre (voir par exemple [18]) que la fonction génératrice des partitions
planes symétriques ((r, s, t) ∈ PP ⇒ (s, r, t) ∈ PP ) incluses dans la boite
B(n, n,m) est

G(q) =
∑

λ⊆(mn)

sλ(q
2n−1, q2n−3, . . . , q).

Il est alors nécessaire d’évaluer ce type de sommes de fonctions de Schur.
MacMahon [50] a conjecturé l’identité suivante, prouvée ensuite par Andrews
[2] et indépendemment par Macdonald [48, p. 85] en utilisant les polynômes
de Hall-Littlewood et les formules de Weyl, puis plus récemment par Bressoud
[16] par récurrence :

G(q) =
n∏

i=1

m∏

k=1

1− q1+2i+k−2

1− q2i+k−2

∏

1≤i<j≤n

m∏

k=1

1− q2+2(i+j+k−2)

1− q2(i+j+k−2)
. (3.1)

Nous nous intéressons donc dans ce chapitre à l’évaluation de certaines
sommes de fonctions de Schur.

3.1.2 Identités d’Ishikawa et Wakayama

Soit X = {x1, . . . , xn} un alphabet fini.
Pour toute partition λ notons cj := cj(λ) le nombres de colonnes de longueur
j dans λ, c’est-à-dire cj = λj − λj+1 et définissons

fλ(a, b) :=
∏

j impair

acj+1 − bcj+1

a− b
∏

j pair

1− (ab)cj+1

1− ab .
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Comme fλ(a, 0) = ac(λ), où c(λ) est le nombre de colonnes de longueur im-
paire dans λ, nous pouvons écrire comme suit une identité classique de Lit-
tlewood [48] :

∑

λ

fλ(a, 0)sλ(X) =
∏

i

(1− axi)
−1
∏

j<k

(1− xjxk)
−1. (3.2)

Soit
Φ(X; a, b) :=

∏

i

(1− axi)
−1(1− bxi)

−1
∏

j<k

(1− xjxk)
−1.

Dans un article récent [33], Ishikawa et Wakayama ont donné l’extension
suivante de (3.2) :

∑

λ

fλ(a, b) sλ(X) = Φ(X; a, b). (3.3)

Comme l’a remarqué Bressoud dans [17], pour (a, b) = (1, 0), (1,−1) et
(0, 0), l’identité (3.3) se réduit respectivement aux trois identités intéressantes
suivantes, déjà connues :

∑

λ

sλ(X) =

n∏

i=1

1

1− xi

∏

1≤i<j≤n

1

1− xixj
, (3.4)

∑

λ paire

sλ(X) =

n∏

i=1

1

1− x2
i

∏

1≤i<j≤n

1

1− xixj
, (3.5)

∑

λ′ paire

sλ(X) =
∏

1≤i<j≤n

1

1− xixj
. (3.6)

Dans ce chapite, nous donnons deux généralisations de la formule d’Ishi-
kawa et Wakayama (3.3), travail qui a fait l’objet d’un article [35].

3.1.3 Formules de Pieri

Nous aurons besoin dans la suite des définitions et notations suivantes,
ainsi que des formules classiques de Pieri.

Définition 3.3 Soient λ et µ deux partitions. Si le diagramme de Ferrers
de µ est inclus dans celui de λ on note µ ⊆ λ et le diagamme tronqué λ/µ
est appelé r bande horizontale (ou r-b.h. pour simplifier) s’il y a au plus une
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cellule dans chaque colonne de λ/µ et |λ/µ| = r.
De même, λ/µ est appelé r bande verticale (ou r-b.v. pour simplifier) s’il y
a au plus une cellule dans chaque ligne de λ/µ et |λ/µ| = r.

Proposition 3.4 (Formules de Pieri) Soient µ une partition et r ∈ N∗.
Alors

sµ(X)hr(X) =
∑

λ

λ/µr-b.h.

sλ(X), (3.7)

sµ(X)er(X) =
∑

λ

λ/µr-b.v.

sλ(X). (3.8)

Démonstration. Il suffit de prouver (3.8), puis (3.7) se déduit à l’aide des
relations entre er et hr données par (2.1) et (2.2). Posons pour µ partition et
X = {x1, . . . , xn}, aµ(X) := det(x

µj

i )1≤i,j≤n. Alors sµ(X) = aµ+δ(X)/aδ(X),
où δ = (n− 1, . . . , 1, 0). De plus nous avons

aµ+δ(X)er(X) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)Xσ(µ+δ)
∑

α

Xα

=
∑

α

aµ+δ+α(X),

où les sommes sont sur les suites α ∈ Nn telles que αi = 0 ou 1 et
∑

i αi = r.
Or nous remarquons que aµ+δ+α 6= 0⇔ µ+δ+α n’a que des parts distinctes.
Ainsi il ne reste que les suites α pour lesquelles λ := µ+α est une partition,
c’est-à-dire que nous devons avoir λ/µ r-b.v.

Exemple. Pour µ = (3, 2) et r = 3, (3.7) donne :

s(3,2)h3 = s(6,2) + s(5,3) + s(5,2,1) + s(4,3,1) + s(4,2,2) + s(3,3,2),

ces termes correspondants aux partitions λ suivantes :

g g g g g

g

g g

g

g

g

g

g

gg

g

gg

où nous avons mis des cercles (◦) dans les cases des bandes horizontales λ/µ.
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3.2 Conjecture d’Ishikawa et Wakayama

3.2.1 Enoncé de la conjecture

Pour r ≥ 0, soient

Pr(a, b, c) :=
r∑

k=0

ak+1 − bk+1

a− b
1− (ab)r−k+1

1− ab ck,

Qr(a, b, c) :=
r∑

k=0

hr−k(a, b, c)(abc)
k.

Pour toute suite d’entiers positifs ξ = (ξ1, . . . , ξr, . . .), où ξr 6= 0 pour seule-
ment un nombre fini d’entiers r, soit

Fξ(a, b, c) := hξ1(a, b, c)
∏

k≥1

Pξ2k
(a, b, c)Qξ2k+1

(a, b, c).

Pour tout entier i ≥ 1, soit εi le ième vecteur de la base canonique de
Z∞ et introduisons l’opérateur δi : δiξ := ξ − εi − εi+1 pour ξ ∈ N∞. Soit
δiFξ(a, b, c) := Fδiξ(a, b, c), où Pk = Qk = 0 si k < 0 par convention. Alors, à
chaque partition λ de longueur ≤ n nous pouvons associer le polynôme

fλ(a, b, c) :=
n∑

k=0

(−abc)k
∑

i1<···<ik

δi1 · · · δikFΓ(λ)(a, b, c),

où Γ(λ) = (c1, c2, . . .) est la suite des multiplicités des parts de λ, c’est-à-dire
que cj est le nombre de colonnes de longueur j dans λ.

Nous pouvons maintenant donner notre première généralisation de (3.3),
qui donne en fait une réponse positive à une conjecture d’Ishikawa et Wa-
kayama [33].

Théorème 3.5 On a
∑

λ

fλ(a, b, c)sλ(X) = Φ(X; a, b)
∏

i

(1− cxi)
−1.

3.2.2 Démonstration du théorème 3.5

Soit P l’ensemble des partitions de longueur ≤ n. Etant donnée une
partition λ ∈ P, notons H(λ) l’ensemble des partitions µ ∈ P telles que λ/µ
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soit une bande horizontale. Comme il est remarqué à la fin de [33], l’identité
(3.3) peut-être déduite de la formule de Littlewood (3.2) et de la formule de
Pieri (3.7).

De la même manière, nous allons déduire le théorème 3.5 de (3.3) et (3.7).
Revoyons d’abord cette preuve de (3.3). D’après (3.2) et (3.7), l’identité (3.3)
est équivalente à :

fλ(a, b) =
∑

µ∈H(λ)

b|λ/µ|ac(µ). (3.9)

Soit Aj(λ) le sous-diagramme de λ constitué des cj colonnes de longueur j
pour j ≥ 1. Ainsi choisir une partition µ dans H(λ) est équivalent à choisir
pour µ les r colonnes les plus à gauche dans Aj(λ) (resp. les cj−r restantes),
de longueur j (resp. j−1 ), ceci ∀j ≥ 1. Le poids correspondant est clairement







cj∑

r=0

acj−rbr =
acj+1 − bcj+1

a− b si j est impair,

cj∑

r=0

(ab)r =
1− (ab)cj+1

1− ab si j est pair.

En multipliant les poids sur tous les j ≥ 1, nous obtenons (3.9).
Chaque paire (λ, µ) avec µ ∈ H(λ) peut être représentée en mettant une

croix (×) dans chaque cellule de λ/µ.
Exemple. Pour λ = (10, 9, 8, 6, 1) et µ = (9, 8, 7, 3, 1) ∈ H(λ), nous
représentons comme suit leurs diagrammes de Ferrers et le bloc A4(λ) :

λ = A4(λ) =
��

��
@@

@@

@@��
������@@@@@@ @@��@@ ��@@��

De même, par (3.3) et (3.7), nous voyons que le théorème 3.5 est équivalent

à :
fλ(a, b, c) =

∑

(µ, ν)∈C(λ)

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ|, (3.10)

où C(λ) := {(µ, ν) |µ ∈ H(λ), ν ∈ H(µ)}.
Nous allons obtenir le membre de droite de (3.10) en utilisant le principe

d’inclusion-exclusion. Pour cela, nous allons d’abord énumérer une famille
plus grande d’objets dont la fonction génératrice est FΓ(λ)(a, b, c).
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Rappelons que toute partition λ est identifiée à son diagramme de Ferrers.
Nous dirons qu’un sous-ensemble S de N2 est un diagramme de partition si
{(x − k, y)|(x, y) ∈ S} est un diagramme de Ferrers pour un entier k ≥ 0.
Soit H ′(λ) l’ensemble de tous les sous-ensembles µ de λ tels que µ ∩ Aj(λ)
soit un diagramme de partition ∀j ≥ 1 et λ/µ soit une bande horizontale.
Définissons

B(λ) := {(µ, ν) |µ ∈ H(λ), ν ∈ H ′(µ)}.
Remarquons que dans cette définition, le sous-diagramme ν de λ n’est pas
nécessairement un diagramme de partition. Finalement, l’ensemble C(λ) peut
être décrit de la façon suivante :

C(λ) = {(µ, ν) ∈ B(λ) | ν ∈ H(µ)}.
Etant donnée ν ∈ H ′(µ), la ligne j de ν sera dite compatible si

∀x ≥ 1, (x+ 1; j) ∈ ν =⇒ (x; j) ∈ ν.
Pour p ≥ 0 soit Bp(λ) l’ensemble des (µ, ν) ∈ B(λ) tels que ν a au moins p
lignes non compatibles. Clairement B0(λ) = B(λ) et B(λ) \ C(λ) = B1(λ),
c’est-à-dire qu’une paire (µ, ν) ∈ B(λ) est dans C(λ) si et seulement si toutes
les lignes de ν sont compatibles. Par le principe d’inclusion-exclusion nous
obtenons

∑

(µ,ν)∈C(λ)

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ| =

l(λ)
∑

p=0

(−1)p
∑

(µ,ν)∈Bp(λ)

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ|. (3.11)

Chaque triplet (λ, µ, ν) avec (µ, ν) ∈ B(λ) peut être visualisé en mettant
un cercle ◦ (resp. une croix ×) dans chaque cellule de µ/ν (resp. λ/µ).
Exemple. Les diagrammes suivants représentent deux triplets (λ, µ, ν) :

(a) (b)

g

g

g

g

gg g g

g

g

g

��

@@��
@@�� @@��@@��

@@��
@@��

@@��

@@��
@@�� @@��@@��

��@@
@@��

@@

Clairement λ = (10, 9, 8, 6, 1) et µ = (9, 8, 7, 3) dans les deux cas. Pour (a),
la paire (µ, ν) est dans B1(λ) car la troisième ligne de ν n’est pas compatible,
donc ν ∈ H ′(µ) \H(µ) et ν n’est pas une partition. Pour (b), la paire (µ, ν)
est dans C(λ) car toutes les lignes de ν sont compatibles, donc ν = (8, 7, 7)
est une partition de H(µ).
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Lemme 3.6 On a

∑

(µ,ν)∈B(λ)

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ| = FΓ(λ)(a, b, c).

Démonstration. Comme dans la démonstration de (3.9), nous divisons le
diagramme de λ en blocs rectangulaires Aj(λ), j ≥ 1 , et nous déterminons
le poids correspondant à chaque bloc Aj(λ). Choisir une paire (µ, ν) dans
B(λ) est équivalent, pour tout j ≥ 1, à, d’abord choisir pour µ dans Aj(λ)
les p colonnes les plus à gauche (resp. les q = cj − p restantes), de longueur
j (resp. j − 1), et ensuite choisir pour ν les s (resp. p− s) colonnes les plus
à gauche, de longueur j (resp. j − 1), parmi les p colonnes de µ de longueur
j, et enfin choisir, toujours pour ν, les r colonnes les plus à gauche (resp. les
q − r restantes), de longueur j − 1 (resp. j − 2) parmi les q colonnes de λ/µ
de longueur j − 1. Alors le poids correspondant est hc1(a, b, c) si j = 1 et,
pour j ≥ 2,







∑

p+q=cj

cq

(
p
∑

s=0

(ab)s

)(
q
∑

r=0

arbq−r

)

= Pcj
(a, b, c) si j pair;

∑

p+q=cj

cq

(
p
∑

s=0

bs

)(
q
∑

r=0

(ab)r

)

= Qcj
(a, b, c) si j impair.

En multipliant sur tous les j ≥ 1 nous obtenons la formule souhaitée.

Lascoux a obtenu une expression équivalente au lemme 3.6 en termes de
λ-anneaux dans [40].

Exemple. Considerons le cas (a) de l’exemple précédent. Les sous-diagrammes
correspondants au bloc A4(λ) sont :

A4(λ) = −→







µ ∩A4(λ) =

ν ∩A4(λ) =
g

g

g�� ��@@@@��@@

Remarquons que cj = 5, p = 2, s = 0 et r = 2.
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Pour tout ensemble d’entiers J = {j1, j2, . . . , jp} (p ≥ 1), soit BJ(λ)
l’ensemble de toutes les paires (µ, ν) ∈ B(λ) telles que la ligne j de ν ne soit
pas compatible pour j ∈ J . Ainsi BJ(λ) ⊂ Bp(λ).

Lemme 3.7 On a
∑

(µ,ν)∈BJ (λ)

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ| = (abc)pδj1 · · · δjpFΓ(λ)(a, b, c).

Démonstration. Rappellons que λ′ = (1c12c2 . . .). Supposons qu’il existe une
paire (µ, ν) dans BJ(λ), alors il existe un entier xj ∈ N tel que (xj +1, j) ∈ ν
et (xj , j) ∈ µ/ν pour tout j ∈ J . Par la définition de BJ(λ) nous devons avoir
xj = cl(λ) + · · ·+ cj+1 et (xj , j+1) ∈ λ/µ, car λ/µ est une bande horizontale.
Nous déduisons que cj ≥ 1 et cj+1 ≥ 1. De plus, si j+1 est aussi dans J , nous
devons avoir cj+1 ≥ 2. En résumé, nous avons les équivalences suivantes :

BJ(λ) 6= ∅ ⇐⇒ cjcj+1 6= 0 ∀j ∈ J et cj+1 ≥ 2 si (j, j + 1) ∈ J2.

Nous voyons facilement que cette dernière condition est équivalente à
δj1 · · · δjpΓ(λ) ∈ N∞ ou δj1 · · · δjpFΓ(λ)(a, b, c) 6= 0.

Dans ce qui suit, nous alons supposer que BJ(λ) 6= ∅. Ainsi nous pou-
vons définir une unique partition δJ(λ) telle que Γ(δJ(λ)) = δj1 · · · δjpΓ(λ).
Graphiquement, le diagramme δJ(λ) peut être obtenu en effaçant successi-
vement pour j ∈ J , les colonnes xj et (xj + 1) et en décalant à gauche de
deux unités toutes les cellules situées à la doite de la colonne xj de λ. Pour
(µ, ν) ∈ BJ(λ), si nous appliquons la même opération graphique à µ et ν,
nous obtenons une paire (δJ(µ), δJ(ν)) ∈ B(δJ (λ)).

Exemple. Dans l’exemple précédent, si J = {3, 4}, alors δJ(λ) = (6, 5, 4, 3).
Les triplets correspondants (λ, µ, ν) avec (µ, ν) ∈ B(λ) et (δJ(λ), δJ(µ), δJ(ν))
avec (δJ(µ), δJ(ν)) ∈ B(δJ(λ)) sont représentés comme suit :

−→

effacées
︷︸︸︷

effacées
︷︸︸︷

g

g

g

g g

g

g

@@��
@@��@@

g ��

��

@@��
@@��

@@��
@@��

@@��@@��
@@��

@@��
@@
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Comme le poids correspondant aux colonnes effacées xj et xj+1 de λ, µ
et ν est abc pour tout j ∈ J , nous avons

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ| = (abc)pac(δJ (ν))b|δJ (µ)/δJ (ν)|c|δJ(λ)/δJ (µ)|.

D’où
∑

(λ,ν)∈BJ (λ)

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ| = (abc)p
∑

(λ,ν)∈B(δJ (λ))

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ|.

Le lemme se déduit ensuite immédiatement du lemme 3.6.

Nous déduisons du lemme 3.7 que pour p ≥ 1
∑

(µ,ν)∈Bp(λ)

ac(ν)b|µ/ν|c|λ/µ| = (abc)p
∑

1≤j1<···<jp≤l(λ)

δj1 · · · δjpFΓ(λ)(a, b, c).

En combinant ceci avec (3.11) et le lemme 3.6 nous obtenons le théorème 3.5.

Remarque. De manière similaire, en utilisant une autre identité de Little-
wood [48] :

∑

λ

ar(λ)sλ(X) =
∏

i

1 + axi

1− x2
i

∏

j<k

(1− xjxk)
−1, (3.12)

où r(λ) est le nombre de lignes de λ de longueurs impaires, nous obtenons :

∑

λ

fλ′(a, b) sλ(X) =
∏

i

(1 + axi)(1 + bxi)

1− x2
i

∏

j<k

(1− xjxk)
−1

et

∑

λ

fλ′(a, b, c) sλ(X) =
∏

i

(1 + axi)(1 + bxi)(1 + cxi)

1− x2
i

∏

j<k

(1− xjxk)
−1.

Dans ce cas cj(λ
′) = mj(λ) est la multiplicité de j dans λ.

3.3 Résolution du problème de Bressoud

3.3.1 Versions bornées

Macdonald [48, p. 83-84], Désarménien-Stembridge [23, 61] et Okada [52]
ont donné des versions bornées des identités (3.4)-(3.6), respectivement :
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Théorème 3.8 (Macdonald) Pour des entiers strictement positifs m et n,

∑

λ1≤m

sλ(X) =
det
(
xj−1

i − xm+2n−j
i

)

∏n
i=1(1− xi)

∏

i<j(xi − xj)(xixj − 1)
.

Théorème 3.9 (Désarménien-Stembridge) Pour des entiers strictement
positifs m et n,

∑

λ1≤2m

λ paire

sλ(X) =
det
(
xj−1

i − x2m+2n+1−j
i

)

∏n
i=1(1− x2

i )
∏

i<j(xixj − 1)(xi − xj)
.

Remarque. On pourrait aussi déduire ce résultat de la formule de Macdo-
nald et de la formule de Pieri (3.8) :

n∑

k=0

ek(X)
∑

λ1≤2m

λ paire

sλ(X) =
∑

λ1≤2m+1

sλ(X).

Comme
∑n

k=0 ek(X) =
∏n

i=1(1 + xi), la formule de Macdonald nous donne
immediatement le théorème 3.9.

Théorème 3.10 (Okada) Pour des entiers strictement positifs m et n,
avec n pair,

∑

λ1≤m

λ′ paire

sλ(X) =
1

2

det
(
xj−1

i − xm+2n−1−j
i

)
+ det

(
xj−1

i + xm+2n−1−j
i

)

∏

i<j(xixj − 1)(xi − xj)
.

Après avoir donné des démonstrations élémentaires de (3.3) et de ces
trois dernières identités [16, 17], Bressoud [17] a formulé le problème consis-
tant à trouver une extension de (3.3) aux partitions bornées. Notre seconde
généralisation de (3.3) donne une réponse positive à cette question.

Pour toute suite ξ ∈ {±1}n, notons |ξ|−1 le nombre de −1 dans la suite
ξ. Soient Xξ := {xξ1

1 , . . . , x
ξn
n } et

D(ξ, z) := 1− z
∏

i

x
(ξi−1)/2
i .
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Théorème 3.11 Pour des entiers strictement positifs m et n,

∑

λ⊆(mn)

fλ(a, b)sλ(X) =
∑

ξ∈{±1}n

β(ξ, a, b)Φ(Xξ; a, b)
∏

i

x
m(1−ξi)/2
i

où le coefficient β(ξ, a, b) est égal à







(
am+1

D(ξ, 1/a)
− bm+1

D(ξ, 1/b)

)
D(ξ, a)D(ξ, b)

a− b si |ξ|−1 impair,

(
1

D(ξ, 1)
− (ab)m+1

D(ξ, 1/ab)

)
D(ξ, 1)D(ξ, ab)

1− ab si |ξ|−1 pair.

Remarque. Supposons que |a| < 1, |b| < 1 et |xi| < 1 (1 ≤ i ≤ n) et
m→∞, alors tous les sommants tendent vers 0 excepté celui correspondant
à |ξ|−1 = 0, qui tend vers Φ(X; a, b). Ainsi le théorème 3.11 donne (3.3)
lorsque m→∞.

D’autre part, le cas particulier b = 0 du théorème 3.11 a été prouvé par
Goulden [29].

Enfin Krattenthaler, dans [37, 38], a évalué des sommes de fonctions de
Schur sur des partitions ayant un nombre de colonnes impaires spécifié, ce
qui affine les formules de Macdonald et Désarménien-Stembridge. Cependant,
le résultat ne s’exprime comme un produit que lorsque l’alphabet X est
spécialisé, ce qui donne des interprétations en terme de partitions planes et
de tableaux.

3.3.2 Démonstration

Considèrons la fonction génératrice

S(u) :=
∑

λ0,λ

fλ(a, b) sλ(X) uλ0

où la somme est sur tous les λ0 ≥ λ1 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0, et λ = (λ1, . . . , λn).
Supposons que λ soit de la forme (µr1

1 , µ
r2
2 , . . . , µ

rk
k ), où µ1 > µ2 > · · · >

µk ≥ 0 et les ri sont des entiers strictement positifs de somme n. Soit Sλ
n :=
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Sr1 × · · · × Srk
le groupe des permutations laissant λ invariante. Alors

sλ(X) =
∑

w∈Sn

w

(

xλ1
1 · · ·xλn

n

∏

i<j

xi

xi − xj

)

=
∑

w∈Sn/Sλ
n

w



xλ1
1 · · ·xλn

n

∏

λi>λj

xi

xi − xj



 ,

où la permutation w agit sur les indices des indéterminées. Chaque w ∈ Sn/S
λ
n

correspond à une application surjective f : X −→ {1, 2, . . . , k} telle que
|f−1(i)| = ri. Pour tout sous-ensemble Y de X, soit p(Y ) le produit des
éléments de Y (en particulier, p(∅) = 1). Nous pouvons récrire les fonctions
de Schur comme suit :

sλ(X) =
∑

f

p(f−1(1))µ1 · · · p(f−1(k))µk

∏

f(xi)<f(xj)

xi

xi − xj
,

la somme étant sur toutes les applications surjectives f : X −→ {1, 2, . . . , k}
telles que |f−1(i)| = ri. De plus, chaque f détermine une filtration de X :

F : ∅ = F0 ( F1 ( · · · ( Fk = X,

selon la règle xi ∈ Fl ⇐⇒ f(xi) ≤ l pour 1 ≤ l ≤ k. Réciproquement,
une telle filtration F = (F0, F1, . . . , Fk) détermine une surjection f : X −→
{1, 2, . . . , k} de façon unique. Ainsi nous pouvons écrire :

sλ(X) =
∑

F

πF
∏

1≤i≤k

p(Fi \ Fi−1)
µi , (3.13)

la somme étant sur toutes les filtrations F telles que |Fi| = r1 + r2 + · · ·+ ri

pour 1 ≤ i ≤ k, et

πF =
∏

f(xi)<f(xj )

xi

xi − xj

,

où f est la fonction définie par F .
Maintenant, soient νi = µi−µi+1 si 1 ≤ i ≤ k−1 et νk = µk, ainsi νi > 0 si

i < k et νk ≥ 0. Comme les colonnes de λ sont de longueur |Fj| = r1+ · · ·+rj

avec les multiplicités νj pour 1 ≤ j ≤ k, nous avons

fλ(a, b) =
∏

|Fj | impair

aνj+1 − bνj+1

a− b
∏

|Fj |pair

1− (ab)νj+1

1− ab . (3.14)
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De plus, soient µ0 = λ0 et ν0 = µ0−µ1 dans la définition de S(u), avec donc
ν0 ≥ 0 et µ0 = ν0 + ν1 + · · ·+ νk. Nous obtenons alors par (3.13) et (3.14) :

S(u) =
∑

F

πF
∑

ν

uν0
∏

|Fj | impair

avj+1 − bvj+1

a− b uvjp(Fj)
vj

×
∏

|Fj |pair

1− (ab)vj+1

1− ab uvjp(Fj)
vj , (3.15)

où la somme extérieure est sur toutes les filtrations F de X et la somme
intérieure est sur tous les entiers ν0, ν1, . . . , νk tels que ν0 ≥ 0, νk ≥ 0 et
νi > 0 pour 1 ≤ i ≤ k − 1. Pour toute filtration F de X soit

AF(X, u) :=
∏

|Fj | impair

[
a(a− b)−1

1− ap(Fj)u
− b(a− b)−1

1− bp(Fj)u
− χ(Fj 6= X)

]

×
∏

|Fj | pair>0

[
(1− ab)−1

1− p(Fj)u
− ab(1− ab)−1

1− abp(Fj)u
− χ(Fj 6= X)

]

,

où χ(A) = 1 si A est vrai, et χ(A) = 0 si A est faux. Alors la somme intérieure
de (3.15) vaut

(1− u)−1AF(X, u),

ce qui implique

S(u) = (1− u)−1
∑

F

πFAF(X, u),

où la somme est sur toutes les filtrations de X comme précédemment.
La formule ci-dessus montre que S(u) est une fonction rationnelle en

u dont le dénominateur est un produit de termes de la forme 1 − p(Y )u,
1 − ap(Y )u, 1 − bp(Y )u ou 1 − abp(Y )u, où Y ⊆ X. Ainsi nous avons le
résultat suivant.

Lemme 3.12 La fonction génératrice S(u) est de la forme :

S(u) =
c(∅)
1− u +

∑

Y ⊆X

|Y | impair

(
a(Y )

1− ap(Y )u
− b(Y )

1− bp(Y )u

)

+
∑

Y ⊆X

|Y |pair>0

(
c(Y )

1− p(Y )u
− d(Y )

1− abp(Y )u

)

.
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Il reste à déterminer les résidus a(Y ), b(Y ), c(Y ) et d(Y ), où Y ⊆ X.
Commençons avec c(∅). En écrivant λ0 = λ1 +k avec k ≥ 0, nous voyons par
définition que

S(u) =
∑

k≥0

uk
∑

λ

fλ(a, b) sλ(X)uλ1

= (1− u)−1
∑

λ

fλ(a, b) sλ(X)uλ1 ,

ce qui implique par (3.3)

c(∅) = (S(u)(1− u)) |u=1 = Φ(X; a, b).

Pour déterminer les autres résidus, introduisons quelques notations. Pour
tout Y ⊆ X, soient Y ′ = X \ Y et −Y = {x−1

i : xi ∈ Y }. Pour tout
sous-ensemble Z de X ou −X soit

α(Z, u) :=

{
(1− ap(Z)u)(1− bp(Z)u) si |Z| impair,
(1− p(Z)u)(1− abp(Z)u) si |Z| pair.

Comme la détermination des différents résidus est similaire, nous donnons
simplement les détails pour c(Y ). Soit Y ⊆ X tel que |Y | soit pair. Alors
nous avons

c(Y ) =

[

(1− u)−1
∑

F

πFAF(X; u)(1− p(Y )u)

]

u=p(−Y )

. (3.16)

Si Y /∈ F , le sommant correspondant vaut 0. Donc nous n’avons besoin de
considérer que les filtrations F de la forme :

∅ = F0 ( · · · ( Ft = Y ( · · · ( Fk = X 1 ≤ t ≤ k.

Nous pouvons alors décomposer F en deux filtrations F1 et F2, de −Y et
Y ′ = X \ Y respectivement, comme suit :

F1 : ∅ ( −(Y \ Ft−1) ( · · · ( −(Y \ F1) ( −Y,
F2 : ∅ ( Ft+1 \ Y ( · · · ( Fk−1 \ Y ( Y ′.

Ainsi, en posant v = p(Y )u, nous avons

(1− u)−1AF(X; u)(1− p(Y )u) = (1− p(−Y )v)−1AF1(−Y ; v)AF2(Y
′; v)

×α(−Y, v)
[
(1− ab)−1 − β(v)(1− v)

]
,



42 CHAPITRE 3. SOMMES DE FONCTIONS DE SCHUR

où β(v) = ab/(1− abv)(1− ab) + χ(Y 6= X), et

πF(X) = πF1(−Y )πF2(Y
′)

∏

xi∈Y,xj∈Y ′

(1− x−1
i xj)

−1,

Comme u = p(−Y ) équivaut à v = 1, il s’ensuit grâce à (3.16)

c(Y ) = (1− ab)−1(1− p(−Y ))−1α(−Y, 1)
∏

xi∈Y,xj∈Y ′

(1− x−1
i xj)

−1

×
[
∑

F1

πF1(−Y )AF1(−Y ; v)

]

v=1

×
[
∑

F2

πF2(Y
′)AF2(Y

′; v)

]

v=1

.

En utilisant le résultat de c(∅), qui peut s’écrire :

Φ(X; a, b) =
∑

F

(πF(X)AF(X; u))u=1 ,

nous obtenons :

c(Y ) =
α(−Y, 1)Φ(−Y ; a, b)Φ(Y ′; a, b)

(1− ab)(1− p(−Y ))

∏

xi∈Y,xj∈Y ′

(1− x−1
i xj)

−1.

Chaque sous-ensemble Y de X peut être codé par une suite ξ ∈ {±1}n selon
la règle : ξi = 1 si xi /∈ Y et ξi = −1 si xi ∈ Y . Alors

c(Y ) =
Φ(xξ1

1 , . . . , x
ξn
n ; a, b)

(1− ab)(1− p(−Y ))
α(−Y, 1),

Remarquons aussi que

p(Y ) =
∏

i

x
(1−ξi)/2
i , p(−Y ) =

∏

i

x
(ξi−1)/2
i .

De la même manière, nous trouvons pour tout ensemble de cardinal pair
Y ⊆ X

d(Y ) =
abΦ(xξ1

1 , . . . , x
ξn
n ; a, b)

(1− ab)(1− (ab)−1p(−Y ))
α(−Y, 1),

et pour tout ensemble de cardinal impair Y ⊆ X

a(Y ) =
aΦ(xξ1

1 , . . . , x
ξn
n ; a, b)

(a− b)(1− a−1p(−Y ))
α(−Y, 1),

b(Y ) =
bΦ(xξ1

1 , . . . , x
ξn
n ; a, b)

(a− b)(1− b−1p(−Y ))
α(−Y, 1).
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Par le lemme 3.12, en extrayant le coefficient de um dans S(u), nous
obtenons

∑

λ⊆(mn)

fλ(a, b)sλ(X) = Φ(X; a, b) +
∑

Y ⊆X

|Y | impair

[a(Y )am − b(Y )bm] p(Y )m

+
∑

Y ⊆X

|Y |pair>0

[c(Y )− d(Y )(ab)m] p(Y )m.

Finalement, en substituant les valeurs de a(Y ), b(Y ), c(Y ) et d(Y ) dans la
formule ci-dessus, nous obtenons le théorème 3.11.

3.3.3 Trois cas particuliers

Nous montrons dans ce paragraphe que pour (a, b) = (1, 0), (1,−1) et
(0, 0), le théorème 3.11 implique bien les théorèmes 3.8, 3.9 et 3.10 de Mac-
donald, Désarménien-Stembridge et Okada respectivement.

Notons d’abord que fλ(1, 0) = 1,

fλ(1,−1) =

{
0 si l’un des cj est impair,
1 sinon;

et

fλ(0, 0) =

{
0 si l’un des cj est strictement positif pour un j impair,
1 sinon.

D’autre part, nous avons

β(ξ, 1, 0) = 1,

β(ξ, 1,−1) =

{
1 si m est pair,
∏

i x
(ξi−1)/2
i sinon;

et

β(ξ, 0, 0) =

{
0 si |ξ|−1 est impair,
1 sinon.

Donc le théorème 3.11 implique immédiatement le résultat suivant :
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Corollaire 3.13 Les sommes de fonctions de Schur de formes incluses dans
un rectangle donné sont :

∑

λ⊆(m)n

sλ(X) =
∑

ξ∈{±1}n

Φ(Xξ; 1, 0)
∏

i

x
m(1−ξi)/2
i , (3.17)

∑

λ⊆(2m)n

λ paire

sλ(X) =
∑

ξ∈{±1}n

Φ(Xξ; 1,−1)
∏

i

x
m(1−ξi)
i , (3.18)

∑

λ⊆(m)n

λ′ paire

sλ(X) =
∑

ξ∈{±1}n

|ξ|−1 pair

Φ(Xξ; 0, 0)
∏

i

x
m(1−ξi)/2
i , (3.19)

où m et n sont dans N∗ et n est pair dans la dernière identité.

Pour voir que le corollaire précédent est équivalent aux théorèmes 3.8, 3.9
et 3.10, nous n’avons besoin que de la formule du déterminant de Vander-
monde :

∑

σ∈Sn

ε(σ)

n∏

i=1

xi−1
σ(i) = det(xi−1

j ) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi). (3.20)

Notons que pour ξ ∈ {±1}n et 1 ≤ i < j ≤ n,

(xξi
i − x

ξj

j )(xξi
i x

ξj

j − 1) = (xi − xj)(xixj − 1)xξi−1
i x

ξj−1
j ,

ainsi
∏

i<j

(xξi

i − x
ξj

j )(xξi

i x
ξj

j − 1) =
∏

i<j

(xi − xj)(xixj − 1)
∏

i

x
(n−1)(ξi−1)
i . (3.21)

Notons aussi que
∏

i

(1− xξj

i ) = (−1)|ξ|−1
∏

i

(1− xi)
∏

i

x
(ξi−1)/2
i . (3.22)

Le cas (a, b) = (1, 0) : Soit

∆B :=

∏

i<j(xj − xi)

Φ(X; 1, 0)
=
∏

i

(1− xi)
∏

i<j

(xi − xj)(xixj − 1).

D’après (3.20), (3.21) et (3.22), nous avons

Φ(Xξ; 1, 0) =
(−1)|ξ|−1

∆B

∏

i

x
(1−ξi)(n−1/2)
i

∑

σ∈Sn

ε(σ)
∏

i

x
ξσ(i)(i−1)

σ(i) .
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Donc le membre de droite de (3.17) vaut

1

∆B

∑

σ∈Sn

ε(σ)
∑

ξ∈{±1}n

(−1)|ξ|−1

∏

i

x
(m+2n−1)(1−ξσ(i))/2+ξσ(i)(i−1)

σ(i)

=
1

∆B

∑

σ∈Sn

ε(σ)
∑

ξ∈{±1}n

∏

ξσ(i)=1

xi−1
σ(i)

∏

ξσ(i)=−1

(

−xm+2n−i
σ(i)

)

=
1

∆B
det
(
xj−1

i − xm+2n−j
i

)
.

Donc le théorème 3.8 équivaut à (3.17).
Le cas (a, b) = (1,−1) : Soit

∆C :=

∏

i<j(xj − xi)

Φ(X; 1,−1)
=
∏

i

(1− x2
i )
∏

i<j

(xi − xj)(xixj − 1).

D’après (3.20), (3.21) et (3.22), nous avons

Φ(Xξ; 1,−1) =
(−1)|ξ|−1

∆C

∏

i

x
n(1−ξi)
i

∑

σ∈Sn

ε(σ)
∏

i

x
ξσ(i)(i−1)

σ(i) ,

et le membre de droite de (3.18) vaut

1

∆C

∑

σ∈Sn

ε(σ)
∑

ξ∈{±1}n

(−1)|ξ|−1
∏

i

x
(n+m)(1−ξσ(i))+(i−1)ξσ(i)

σ(i)

=
1

∆C

∑

σ∈Sn

ε(σ)
∑

ξ∈{±1}n

∏

ξσ(i)=1

xi−1
σ(i)

∏

ξσ(i)=−1

(

−x2n+2m−i+1
σ(i)

)

=
1

∆C
det
(
xj−1

i − x2m+2n+1−j
i

)
.

Donc le théorème 3.9 équivaut à (3.18).
Le cas (a, b) = (0, 0) : Soit

∆D :=

∏

i<j(xj − xi)

Φ(X; 0, 0)
=
∏

i<j

(xi − xj)(xixj − 1).

D’après (3.20), (3.21) et (3.22), nous avons

Φ(Xξ; 0, 0) =
1

∆D

∏

i

x
(n−1)(1−ξi)
i

∑

σ∈Sn

ε(σ)
∏

i

x
ξσ(i)(i−1)

σ(i)
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et le membre de droite de (3.19) vaut

1

∆D

∑

σ∈Sn

ε(σ)
∑

ξ∈{±1}n

|ξ|−1even

∏

ξσ(i)=1

xi−1
σ(i)

∏

ξσ(i)=−1

x2n+m−i−1
σ(i)

=
1

2∆D

[
det
(
xj−1

i − xm+2n−1−j
i

)
+ det

(
xj−1

i + xm+2n−1−j
i

)]
.

Donc le théorème 3.10 équivaut à (3.19).
Lorsque m = 0, comme les membres de gauche de (3.17), (3.18) et (3.19)

valent 1, nous déduisons le résultat suivant.

Corollaire 3.14 Pour tout entier strictement positif n, nous avons

det
(
xj−1

i − x2n−j
i

)
=

∏

i

(1− xi)
∏

i<j

(xi − xj)(xixj − 1),

det
(
xj−1

i − x2n−j+1
i

)
=

∏

i

(1− x2
i )
∏

i<j

(xi − xj)(xixj − 1),

det
(
xj−1

i + x2n−1−j
i

)
= 2

∏

i<j

(xi − xj)(xixj − 1).

Ce sont en fait les formules de Weyl pour les systèmes de racine de type
Bn, Cn et Dn ([18], p. 68-69) respectivement, que nous obtenons ici comme
conséquences du corollaire 3.13, alors que Macdonald les utilise pour prouver
le théorème 3.8.



Chapitre 4

Polynômes Pλ(X, q) et q-séries

4.1 Introduction et notations

4.1.1 Notations des q-séries et formule de Pieri

Nous utilisons dans ce chapitre les notations standard des q-séries (voir
par exemple [24]). Soient (x)0 := (x; q)0 = 1 et pour n ≥ 1

(x)n := (x; q)n =

n∏

k=1

(1− xqk−1),

(x)∞ := (x; q)∞ =

∞∏

k=1

(1− xqk−1).

Pour n ≥ 0 et r ≥ 1, soient

(a1, . . . , ar; q)n :=

r∏

i=1

(ai)n , (a1, . . . , ar; q)∞ :=

r∏

i=1

(ai)∞.

Soient n ≥ 1 un entier fixé et Sn le groupe des permutations de l’ensemble
{1, 2, . . . , n}. Soit X = {x1, . . . , xn} un alphabet fini. Pour toute partition
λ = (λ1, . . . , λn) de longueur ≤ n, rappelons que les polynômes de Hall-
Littlewood peuvent s’écrire :

Pλ(X, q) =
∏

i≥1

(1− q)mi

(q)mi

∑

w∈Sn

w

(

xλ1
1 · · ·xλn

n

∏

i<j

xi − qxj

xi − xj

)

.

47
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Enfin, il sera pratique d’adopter les notations suivantes :

(x)λ := (x; q)λ = (x)λ1−λ2(x)λ2−λ3 · · · ,

et d’introduire le coefficient q-binomial généralisé
[
n

λ

]

:=
(q)n

(q)n−λ1(q)λ

,

avec la convention
[
n
λ

]
= 0 si λ1 > n. Si λ = (λ1) nous retrouvons le coefficient

q-binomial classique. Enfin notons n(λ) :=
∑

i

(
λi

2

)
.

Il existe une formule de Pieri pour les polynômes de Hall-Littlewood [48,
p. 205], que nous donnons ici sans démonstration :

Proposition 4.1 Soient µ une partition et r ∈ N∗. Alors

Pµ(X, q)er(X) =
∑

λ

λ/µr-b.v.

∏

i≥1

[
λ′i − λ′i+1

λ′i − µ′
i

]

Pλ(X, q). (4.1)

Nous aurons besoin aussi de l’identité fondamentale suivante, appelée triple
produit de Jacobi [4, p.21] :

J(x, q) := 1 +

∞∑

r=1

(−1)rxrq(
r
2)(1 + qr/x2r) = (q, x, q/x)∞. (4.2)

Le travail présenté ici a fait l’objet d’un article, qui a été récemment accepté
pour publication [36].

4.1.2 Les identités de Rogers-Ramanujan

Les identités de Rogers-Ramanujan (voir par exemple [4, 6]) :

∞∑

n=0

qn2

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

∞∏

n=1
n≡±1 (mod 5)

(1− qn)−1, (4.3)

∞∑

n=0

qn2+n

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

∞∏

n=1
n≡±2 (mod 5)

(1− qn)−1, (4.4)

sont parmi les q-identités les plus remarquables en théorie des partitions
et en combinatoire. Depuis leur découverte ces identités ont été prouvées
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et généralisées de nombreuses façons (voir [4, 6, 20, 61] et les références
citées). Dans [61], en adaptant la méthode de Macdonald pour calculer les
développements en fractions de séries formelles symétriques que nous avons
vue au chapitre précédent, Stembridge a donné une preuve originale des iden-
tités de Rogers-Ramanujan ainsi que quatorze autres q-identités non triviales
de type Rogers-Ramanujan et leur multianalogues. Bien qu’il soit possible de
décrire sa démonstration directement par le biais des q-séries, deux formules
de sommation de polynômes de Hall-Littlewood fûrent une source cruciale
d’inspiration pour ce genre d’identité. Une de nos motivations de départ
était de chercher de nouvelles q-identités de type Rogers-Ramanujan et leurs
multianalogues par cette approche, mais nous pensons que les nouvelles for-
mules de sommation de polynômes de Hall-Littlewood sont intéressantes en
elles-mêmes.

4.2 Sommes de polynômes de Hall-Littlewood

4.2.1 Formules de Macdonald et Stembridge

Pour α paramètre, définissons la fonction auxiliaire suivante

Ψq(X;α) :=
∏

i

(1− xi)
−1(1− αxi)

−1
∏

j<k

1− qxjxk

1− xjxk
.

Alors il est bien connu [48, p. 230] que les sommes des Pλ(X, q) sur toutes les
partitions et sur les partitions paires sont données par les formules suivantes :

∑

λ

Pλ(X, q) = Ψq(X; 0), (4.5)

∑

λ

P2λ(X, q) = Ψq(X;−1). (4.6)

Pour toute suite ξ ∈ {±1}n soit de même Xξ := {xξ1
1 , . . . , x

ξn
n } et notons

à nouveau |ξ|−1 le nombre de −1 dans ξ. Alors, en sommant les Pλ sur les
partitions à parts bornées, Macdonald [48, p. 232] et Stembridge [61] ont
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respectivement généralisé (4.5) et (4.6) comme suit :

∑

λ1≤k

Pλ(X, q) =
∑

ξ∈{±1}n

Ψq(X
ξ; 0)

∏

i

x
k(1−ξi)/2
i , (4.7)

∑

λ1≤2k
λ paire

Pλ(X, q) =
∑

ξ∈{±1}n

Ψq(X
ξ;−1)

∏

i

x
k(1−ξi)
i . (4.8)

Remarque. La formule de Stembridge (4.8) peut se déduire de celle de
Macdonald (4.7) et de la formule de Pieri (4.1). Nous avons en effet d’après
(4.1)

∑

µ1≤2k
µ paire

Pµ(X, q)
∑

m≥0

em(X) =
∑

λ1≤2k+1

Pλ(X, q),

en notant que λ détermine de manière unique µ paire en effaçant une cellule

dans chaque part impaire de λ, et ainsi
[

λ′
i−λ′

i+1

λ′
i−µ′

i

]

= 1. Finalement, nous

obtenons le résultat, en utilisant le fait que
∏

i(1 + xξi

i )−1 =
∏

i(1 + xi)
−1 ×

∏

i x
(1−ξi)/2
i .

Maintenant, pour α et β deux paramètres, définissons une autre fonction
auxiliaire

Φq(X;α, β) :=
∏

i

1− αxi

1− βxi

∏

j<k

1− qxjxk

1− xjxk

.

Alors nous avons les formules de sommations de polynômes de Hall-Littlewood
suivantes similaires à (4.5) et (4.6) [48, p.232] :

∑

λ′ paire

cλ(q)Pλ(X, q) = Φq(X; 0, 0), (4.9)

∑

λ

dλ(q)Pλ(X, q) = Φq(X; q, 1), (4.10)

où

cλ(q) :=
∏

i≥1

(q; q2)mi(λ)/2, dλ(q) :=
∏

i≥1

(q)mi(λ)

(q2; q2)[mi(λ)/2]

.

Au vu des nombreuses applications de (4.7) et (4.8), il est naturel de cher-
cher de telles extensions pour (4.9) et (4.10). Pourtant, comme l’a remarqué
Stembridge [61, p. 475], dans ces autres cas apparaissent des complications
qui rendent douteuse l’existence de développements aussi explicites que (4.7)
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et (4.8). Nous avons remarqué que ces complications apparaissent si l’on
cherche à garder les mêmes coefficients cλ(q) et dλ(q) de (4.9) et (4.10) pour
les sommes sur les partitions bornées. En fait, il s’est avéré qu’une petite
modification fût nécessaire concernant ces coefficients.

4.2.2 Versions finies de (4.9) et (4.10)

Théorème 4.2 Pour k ≥ 1,

∑

λ1≤k

λ′ paire

cλ,k(q)Pλ(X, q) =
∑

ξ∈{±1}n

|ξ|−1 pair

Φq(X
ξ; 0, 0)

∏

i

x
k(1−ξi)/2
i , (4.11)

∑

λ1≤k

dλ,k(q)Pλ(X, q) =
∑

ξ∈{±1}n

Φq(X
ξ; q, 1)

∏

i

x
k(1−ξi)/2
i , (4.12)

où

cλ,k(q) :=

k−1∏

i=1

(q; q2)mi(λ)/2, dλ,k(q) :=

k−1∏

i=1

(q)mi(λ)

(q2; q2)[mi(λ)/2]

. (4.13)

Remarque. Nous avons été amenés à découvrir de telles extensions en
commençant à étudier le membre de droite au lieu du membre de gauche
et en nous inspirant des formules similaires correspondant au cas q = 0 des
polynômes de Hall-Littlewood [35], c’est-à-dire les fonctions de Schur. Au
départ, nous avons aussi effectué des tests avec Maple, en utilisant le package
ACE [62]. Dans le cas q = 0, les membres de droite de (4.7), (4.8), (4.11) et
(4.12) peuvent s’écrire comme un quotient de déterminants et les formules
deviennent les identités connues sur les fonctions de Schur [35], vues dans le
chapitre précédent.

On peut bien sûr se poser la question de savoir s’il n’existe pas des for-
mules de sommations de ce type pour les polynômes de Macdonald, ce qui
généraliserait ces identités. Mais ce n’est pas le cas à ce jour, le problème
majeur étant qu’il n’existe pas d’expression connue pour les polynômes de
Macdonald, alors que ce serait nécesssaire pour utiliser les techniques vues
pour les fonctions de Schur, et celles qui suivent pour les polynômes de Hall-
Littlewood.
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4.2.3 Démonstration de (4.11)

Rappelons que pour toute affirmation A on utilise la fonction vrai ou faux
χ(A), qui vaut 1 si A est vraie et 0 si A est fausse. Considérons la fonction
génératrice

S(u) :=
∑

λ0,λ

χ(λ′ even) cλ,λ0(q)Pλ(X, q) u
λ0

où la somme est sur toutes les partitions λ = (λ1, . . . , λn) et les entiers
λ0 ≥ λ1. Supposons que λ = (µr1

1 µr2
2 . . . µrk

k ), où µ1 > µ2 > · · · > µk ≥ 0 et
(r1, . . . , rk) est une composition de n.

Rappellons que tout w ∈ Sn/S
λ
n correspond à une application surjective

f : X −→ {1, 2, . . . , k} telle que |f−1(i)| = ri. Pour tout sous-ensemble Y
de X, soit p(Y ) le produit des éléments de Y (avec en particulier p(∅) = 1).
Nous pouvons alors récrire les polynômes de Hall-Littlewood comme suit :

Pλ(X, q) =
∑

f

p(f−1(1))µ1 · · · p(f−1(k))µk

∏

f(xi)<f(xj)

xi − qxj

xi − xj
,

sommé sur toutes les applications surjectives f : X −→ {1, 2, . . . , k} telles
que |f−1(i)| = ri. De plus, nous rappelons que chaque f détermine une
filtration de X :

F : ∅ = F0 ( F1 ( · · · ( Fk = X, (4.14)

avec xi ∈ Fl ⇐⇒ f(xi) ≤ l pour 1 ≤ l ≤ k. Nous pouvons donc écrire :

Pλ(X, q) =
∑

F

πF
∏

1≤i≤k

p(Fi \ Fi−1)
µi , (4.15)

sommé sur toutes les filtrations F telles que |Fi| = r1 + r2 + · · · + ri pour
1 ≤ i ≤ k, et

πF =
∏

f(xi)<f(xj)

xi − qxj

xi − xj
,

où f la fonction définie par F .
Soient νi = µi − µi+1 si 1 ≤ i ≤ k − 1 et νk = µk, alors νi > 0 si i < k et

νk ≥ 0. Comme les longueurs des colonnes de λ sont |Fj| = r1 + · · ·+ rj avec
les multiplicités νj pour 1 ≤ j ≤ k, nous avons

χ(λ′ paire) =
k∏

j=1

χ(|Fj |pair). (4.16)
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Une filtration F sera dite paire si |Fj| est pair pour tout j ≥ 1. Soient de
plus µ0 = λ0 et ν0 = µ0−µ1 dans la définition de S(u), de sorte que ν0 ≥ 0 et
µ0 = ν0 + ν1 + · · ·+ νk. Définissons ϕ2n(q) := (1− q)(1− q3) · · · (1− q2n−1) et
cF(q) :=

∏k
i=1 ϕ|Fi\Fi−1|(q) pour toutes les filtrations paires F . Ainsi, comme

rj = mµj
(λ) pour j ≥ 1, nous avons

cλ, λ0(q) = cF(q)
(
χ(νk = 0)ϕ|Fk\Fk−1|(q) + χ(νk 6= 0)

)−1

×
(
χ(ν0 = 0)ϕ|F1|(q) + χ(ν0 6= 0)

)−1
.

Soit F (X) l’ensemble des filtrations de X. Nous obtenons en résumé

S(u) =
∑

F∈F (X)

cF(q) πF χ(Fpaire)
∑

ν1>0

(u p(F1))
ν1 · · ·

∑

νk−1>0

(u p(Fk−1))
νk−1

×
∑

ν0≥0

uν0

χ(ν0 = 0)ϕ|F1|(q) + χ(ν0 6= 0)

×
∑

νk≥0

uνk p(Fk)
νk

χ(νk = 0)ϕ|Fk\Fk−1|(q) + χ(νk 6= 0)
. (4.17)

Pour toute filtration F de X soit

AF(X, u) := cF (q)
∏

|Fj | pair

[
p(Fj)u

1− p(Fj)u
+

χ(Fj = X)

ϕ|Fj\Fj−1|(q)
+
χ(Fj = ∅)
ϕ|F1|(q)

]

si F est paire, et 0 sinon. Nous déduisons de (4.17)

S(u) =
∑

F∈F (X)

πFAF(X, u).

Ainsi S(u) est une fonction rationnelle en u avec des pôles simples en 1/p(Y ),
où Y est un sous-ensemble de X tel que |Y | > 0 soit pair. Il reste maintenant
à déterminer les résidus c(Y ) en chaque pôle u = 1/p(Y ).

Commençons avec c(∅). En écrivant λ0 = λ1 + k pour k ≥ 0, nous voyons
que

S(u) =
∑

λ

χ(λ′ paire) cλ(q)Pλ(X, q)u
λ1
∑

k≥0

uk

χ(k = 0)ϕmλ1
(q) + χ(k 6= 0)

=
∑

λ

χ(λ′ paire) cλ(q)Pλ(X, q)u
λ1

(

u

1− u +
1

ϕmλ1
(q)

)

.
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Nous en déduisons à l’aide de (4.9)

c(∅) = [S(u)(1− u)]u=1 = Φq(X; 0, 0).

Pour déterminer les autres résidus, nous avons besoin d’autres notations, que
nous rappelons ici. Pour tout Y ⊆ X, soient Y ′ = X \ Y et −Y = {x−1

i :
xi ∈ Y }. Soit Y ⊆ X tel que |Y | soit pair. Alors

c(Y ) =

[
∑

F

πFAF(X, u)(1− p(Y )u)

]

u=p(−Y )

. (4.18)

Si Y /∈ F , le sommand correspondant vaut 0, donc nous n’avons à considérer
que les filtrations F suivantes :

∅ = F0 ( · · · ( Ft = Y ( · · · ( Fk = X 1 ≤ t ≤ k.

Décomposons alors F en deux filtrations F1 et F2 :

F1 : ∅ ( −(Y \ Ft−1) ( · · · ( −(Y \ F1) ( −Y,
F2 : ∅ ( Ft+1 \ Y ( · · · ( Fk−1 \ Y ( Y ′.

Alors, en écrivant v = p(Y )u et cF(q) = cF1(q)× cF2(q), nous avons

πF(X) = πF1(−Y )πF2(Y
′)

∏

xi∈Y,xj∈Y ′

1− qx−1
i xj

1− x−1
i xj

,

et AF(X, u)(1− p(Y )u) est égal à

AF1(−Y, v)AF2(Y
′, v)(1− v)

(
v

1− v +
χ(Y = X)

ϕ|Y \Ft−1|(q)

)

×
(

v

1− v +
1

ϕ|Y \Ft−1|(q)

)−1(
v

1− v +
1

ϕ|Ft+1\Y |(q)

)−1

.

Donc lorsque u = p(−Y ), c’est-à-dire v = 1,

[πF (X)AF(X, u)(1− p(Y )u)]u=p(−Y ) =

[πF1(−Y )AF1(−Y, v)(1− v)πF2(Y
′)AF2(Y

′, v)(1− v)]v=1

×
∏

xi∈Y,xj∈Y ′

1− qx−1
i xj

1− x−1
i xj

.
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En utilisant (4.18) et le résultat de c(∅), qui peut s’écrire
[
∑

F

πFAF(X, u)(1− u)
]

u=1

= Φq(X; 0, 0),

nous obtenons

c(Y ) = Φq(−Y ; 0, 0)Φq(Y
′; 0, 0)

∏

xi∈Y,xj∈Y ′

1− qx−1
i xj

1− x−1
i xj

.

Chaque sous-ensemble Y de X peut être codé par une suite ξ ∈ {±1}n selon
la règle : ξi = 1 si xi /∈ Y et ξi = −1 si xi ∈ Y . Ainsi

c(Y ) = Φq(X
ξ; 0, 0).

Remarquons aussi que

p(Y ) =
∏

i

x
(1−ξi)/2
i , p(−Y ) =

∏

i

x
(ξi−1)/2
i .

Alors, en extrayant le coefficient de uk dans l’identité :

S(u) =
∑

Y ⊆X

|Y |pair

c(Y )

1− p(Y )u
,

nous obtenons
∑

λ1≤k

λ′ paire

cλ,k(q)Pλ(X, q) =
∑

Y ⊆X

|Y |pair

c(Y )p(Y )k.

Finallement, en substituant la valeur de c(Y ) dans la formule précédente
nous obtenons (4.11).
Remarque. Il serait intéressant de donner une démonstration de (4.11) en
utilisant (4.7) et une autre formule de Pieri [48, p. 218].

4.2.4 Démonstration de (4.12)

Comme dans la démonstration de (4.11), calculons la fonction génératrice

F (u) :=
∑

λ0,λ

dλ,λ0(q)Pλ(X; q) uλ0
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où la somme est sur toutes les partitions λ = (λ1, . . . , λn) et les entiers
λ0 ≥ λ1. Pour toute filtration F de X (voir (4.14)), soit

dF(q) :=

k∏

i=1

ψ|Fi\Fi−1|(q), où ψn(q) := (q)n

[n/2]
∏

j=1

(1− q2j)−1.

Ainsi, comme rj = mµj
(λ), j ≥ 1, nous avons

dλ, λ0(q) = dF(q)
(
χ(νk = 0)ψ|Fk\Fk−1|(q) + χ(νk 6= 0)

)−1

×
(
χ(ν0 = 0)ψ|F1|(q) + χ(ν0 6= 0)

)−1
.

D’après (4.15) nous avons

F (u) =
∑

F∈F (X)

πFBF (X, u),

où

BF (X, u) := dF(q)
∏

j

[
p(Fj)u

1− p(Fj)u
+

χ(Fj = X)

ψ|Fj\Fj−1|(q)
+
χ(Fj = ∅)
ψ|F1|(q)

]

.

Nous en déduisons que F (u) est une fonction rationnelle en u et peut être
écrite comme suit :

F (u) =
c(∅)
1− u +

∑

Y ⊆X
|Y |>0

c(Y )

1− p(Y )u
.

En extrayant le coefficient de uk dans l’identité précédente, nous obtenons
∑

λ1≤k

dλ,k(q)Pλ(X, q) =
∑

Y ⊆X

c(Y )p(Y )k. (4.19)

Il reste à déterminer les résidus. En écrivant λ0 = λ1 + r où r ≥ 0, nous
voyons que :

F (u) =
∑

λ

dλ(q)Pλ(X, q)u
λ1
∑

r≥0

ur

χ(r = 0)ψmλ1
(q) + χ(r 6= 0)

=
∑

λ

dλ(q)Pλ(X, q)u
λ1

(

u

1− u +
1

ψmλ1
(q)

)

,
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et nous déduisons de (4.10)

c(∅) = (F (u)(1− u)) |u=1 = Φq(X; q, 1). (4.20)

Pour déterminer les autres résidus, soient Y ′ = X \ Y et pour Y = Ft, les
deux filtrations :

F1 : ∅ ( −(Y \ Ft−1) ( · · · ( −(Y \ F1) ( −Y,
F2 : ∅ ( Ft+1 \ Y ( · · · ( Fk−1 \ Y ( Y ′.

Alors en écrivant v = p(Y )u et dF(q) = dF1(q)× dF2(q), nous avons

πF (X) = πF1(−Y )πF2(Y
′)

∏

xi∈Y,xj∈Y ′

1− qx−1
i xj

1− x−1
i xj

,

et BF (X, u)(1− p(Y )u) peut s’écrire

BF1(−Y, v)BF2(Y
′, v)(1− v)

(
v

1− v +
χ(Y = X)

ψ|Y \Ft−1|

)

×
(

v

1− v +
1

ψ|Y \Ft−1|(q)

)−1(
v

1− v +
1

ψ|Ft+1\Y |(q)

)−1

.

En récrivant (4.20) comme suit :

[
∑

F

πFBF (X, u)(1− u)
]

u=1

= Φq(X; q, 1),

nous obtenons

c(Y ) =

[
∑

F

πFBF(X; u)(1− p(Y )u)

]

u=p(−Y )

= Φq(−Y ; q, 1)Φq(Y
′; q, 1)

∏

xi∈Y,xj∈Y ′

1− qx−1
i xj

1− x−1
i xj

.

Finalement, la démonstraiton est complète en substituant les valeurs de c(Y )
dans (4.19).
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4.2.5 Premières conséquences

Le corollaire suivant du théorème 4.2 sera utile dans la suite, et il montre
en lui-même le lien direct entre les polynômes de Hall-Littlewood et les q-
identités.

Théorème 4.3 Pour k ≥ 1,

∑

l(λ)≤k

(q; q2)λ

(q; q2)λk

z|λ|qn(2λ)
[ n

2λ

]

= (z; q2)n

∑

r≥0

zkrq(k+1)( 2r
2 )

×
[ n

2r

] 1− zq4r−1

(zq2r−1)n+1
. (4.21)

∑

l(λ)≤k

k−1∏

i=1

(q)λi−λi+1

(q2; q2)[(λi−λi+1)/2]

z|λ|qn(λ)
[n

λ

]

= (z2; q2)n

∑

r≥0

zkrqr+(k+1)( r
2)

×
[n

r

] (1− zq−1)(1− z2q2r−1)(1− zqn)

(1− zqr−1)(1− zqr)(z2qr−1)n+1

. (4.22)

Démonstration. Nous savons [48, p. 213] que si xi = z1/2qi−1 (1 ≤ i ≤ n)
alors

Pλ′(X, q) = z|λ|/2qn(λ)
[n

λ

]

. (4.23)

D’après (4.13) nous avons

c(2λ)′,k(q) =
(q; q2)λ

(q; q2)λk

.

En remplaçant λ par 2λ et en prenant les partitions conjuguées dans le
membre de gauche de (4.11), nous obtenons le membre de gauche de (4.21).
D’autre part, pour tout ξ ∈ {±1}n tel que le nombre de ξi = −1 soit r,
0 ≤ r ≤ n, nous avons

Φq(X
ξ; 0, 0) = Ψq(X

ξ;−1)
∏

i

(1− x2ξi

i ), (4.24)

ce qui, d’après la définition de Ψq, vaut manifestement 0 sauf si ξ ∈ {−1}r×
{1}n−r. Maintenant, dans ce dernier cas, nous avons

∏

i x
k(1−ξi)/2
i = zkr/2qk( r

2),

n∏

i=1

(1− x2ξi
i ) = (−1)rz−rq−2( r

2)(z; q2)n, (4.25)
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et [61, p. 476] :

Ψq(X
ξ;−1) = (−1)rzrq3( r

2)
[n

r

] 1− zq2r−1

(zqr−1)n+1

. (4.26)

En substituant ceci dans le membre de droite de (4.11) et en remplaçant r
par 2r nous obtenons le membre de droite de (4.21).

Puis, par (4.13) nous avons

dλ′,k(q) =
k−1∏

i=1

(q)λi−λi+1

(q2; q2)[(λi−λi+1)/2]

.

De même, dans (4.12), en remplaçant xi par zqi−1 (1 ≤ i ≤ n) et en évoquant
(4.23) nous voyons que le membre de gauche de (4.12) devient celui de (4.22).
De plus, comme

Φq(X
ξ; q, 1) = Φq(X

ξ; 0, 0)
n∏

i=1

1− qxξi
i

1− xξi

i

,

par (4.24), ceci vaut 0 sauf si ξ ∈ {−1}r×{1}n−r pour un certain r, 0 ≤ r ≤ n.
Dans ce dernier cas, nous avons

n∏

i=1

1− qxξi

i

1− xξi

i

= qr 1− zq−1

1− zqr−1

1− zqn

1− zqr
, (4.27)

et en faisant appel à (4.24), (4.25) et (4.26) avec z remplacé par z2,

Φq(X
ξ; 0, 0) = q(

r
2)
[n

r

]

(1− z2q2r−1)
(z2; q2)n

(z2qr−1)n+1
. (4.28)

En plongeant ceci dans le membre de droite de (4.12), nous obtenons celui
de (4.22).

Lorsque n → +∞, comme
[
n
λ

]
→ 1

(q)λ
, les équations (4.21) et (4.22)

deviennent respectivement :

∑

l(λ)≤k

z|λ|qn(2λ)

(q2; q2)λ(q; q2)λk

= (z; q2)∞
∑

r≥0

zkrq(k+1)(2r
2 )

(q)2r(zq2r−1)∞
(1− zq4r−1), (4.29)
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∑

l(λ)≤k

z|λ|qn(λ)

(q)λk

∏k−1
i=1 (q2; q2)[(λi−λi+1)/2]

(4.30)

= (z2; q2)∞
∑

r≥0

zkrqr+(k+1)(r
2) 1− zq−1

(q)r(1− zqr−1)

1− z2q2r−1

(1− zqr)(z2qr−1)∞
.

De plus, en posant z = q dans (4.29) et (4.30) nous déduisons respectivement
après utilisation du triple produit de Jacobi (4.2) les deux multianalogues de
type Rogers-Ramanujan suivants :

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

=
∏

n

(1− qn)−1 (4.31)

où n ≡ ±(2k + 1), ±(2k + 3),±2,±4, . . . ,±4k (mod 8k + 8) et

∑

l(λ)≤k

q|λ|+n(λ)

(q)λk

∏k−1
i=1 (q2; q2)[(λi−λi+1)/2]

=
1

(q; q2)∞
. (4.32)

Le paragraphe suivant a pour but de donner d’autres identités de ce type. En
fait, nous sommes parvenus à retrouver (4.31) ainsi que 5 autres identités du
même type, à partir d’une même identité générale sur les q-séries, inspirée
par (4.11).

4.3 Multianalogues de type Rogers-Ramanujan

4.3.1 Une identité générale

L’identité suivante est la q-identité clé qui permettra de déduire les iden-
tités de type Rogers-Ramanujan.

Théorème 4.4 Pour k ≥ 1,

∑

l(λ)≤k

z|λ|qn(2λ) (a, b; q−2)λ1

(q2; q2)λ(q; q2)λk

=
(z; q2)∞

(abzq; q2)∞
(4.33)

×
∑

r≥0

zkrq(k+1)( 2r
2 ) (a, b; q−2)r(aq

2r+1z, bq2r+1z; q2)∞
(q)2r(zq2r−1)∞

(1− zq4r−1).
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Cette identité se démontre indépendemment de l’identité (4.11), même si
celle-ci fût une source d’inspiration primordiale pour obtenir (4.33). De plus,
sa démonstration, reportée au paragraphe suivant, même si elle se fait uni-
quement par l’approche élémentaire des q-séries, fait appel à la technique de
décomposition en éléments simples de fonctions génératrices vue déjà plu-
sieurs fois pour les polynômes de Hall-Littlewood.

Nous verrons par la suite, lors de la démonstraion de (4.33), qu’il est
aussi possible de démontrer le théorème 4.3 de manière directe par l’ap-
proche élémentaire des q-séries, et sans utiliser le théorème 4.2.

Mais nous donnons d’abord les identités obtenues à partir de (4.33), ainsi
que leurs versions élémentaires correspondant au cas où k = 1, qui nous
donnent six identités de type Rogers-Ramanujan.

Remarque. Nous avons tenté d’obtenir une identité de type (4.33) en nous
inspirant de (4.12), mais nous ne sommes pas parvenu à contourner les diffi-
cultés rencontrées.

4.3.2 Applications

Pour toute partition λ, soit n2(λ) :=
∑

i λ
2
i . Le théorème 4.4 a pour

conséquences les identités suivantes (remarquons que (4.34) n’est autre que
(4.31)) :

Théorème 4.5 Pour k ≥ 1,

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

=
∏

n

(1− qn)−1 (4.34)

où n ≡ ±(2k + 1), ±(2k + 3),±2,±4, . . . ,±4k (mod 8k + 8) ;

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)−2λ1

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

(1− q2λ1) =
(q2k−1, q6k+9; q8k+8)∞

∏

n(1− qn)
(4.35)

où n ≡ ±(2k + 5),±2, . . . ,±4k,±(4k + 2) (mod 8k + 8) ;
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∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)−λ2
1

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

(−q; q2)λ1

=
(−q; q2)∞
(q2; q2)∞

(q4k+2, −q2k,−q2k+2; q4k+2)∞; (4.36)

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)−λ2
1−λ1

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

(−1; q2)λ1(1− q2λ1)

=
(−q2; q2)∞
(q2; q2)∞

(q4k+2, −q2k−1, −q2k+3; q4k+2)∞; (4.37)

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)−2λ2
1+λ1

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

(−1; q2)λ1(−q; q2)λ1

=
(−q)∞
(q)∞

(q4k,−q2k,−q2k; q4k)∞; (4.38)

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)−λ2
1+λ1

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

(−1; q2)λ1

=
(−q2; q2)∞
(q2; q2)∞

(q4k+2, −q2k+1, −q2k+1; q4k+2)∞. (4.39)

Démonstration. Pour z = q, nous pouvons récrire (4.33) comme suit :

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)−2λ2
1+2λ1

(a−1, b−1; q2)λ1

(q2; q2)λ(q; q2)λk

(ab)λ1 (4.40)

=
(aq2, bq2; q2)∞
(q2, abq2; q2)∞

(

1 +
∑

r≥1

q2kr2+r (a−1, b−1; q2)r

(aq2, bq2; q2)r
(ab)r(1 + q2r)

)

.

Pour (4.34), faisons tendre a et b vers 0 dans (4.40), ce qui donne

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

= (q2; q2)−1
∞ J(−q2k+1, q4k+4).

Nous déduisons ensuite le membre de droite de (4.34) à l’aide de (4.2) après
quelques manipulations simples.
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Pour (4.35), soit a → 0 dans (4.40) et multiplions des deux côtés par
1− q−2. En identifiant les coefficients en b nous obtenons :

∑

l(λ)≤k

q2n2(λ)−2λ1

(q; q2)λk
(q2; q2)λ

(1− q2λ1) = (q2; q2)−1
∞ J(−q2k−1, q4k+4).

Le résultat se déduit ensuite de (4.2) après de simples manipulations.
L’identité (4.36) se déduit de (4.40) en posant a = −q−1 et b → 0 et

ensuite en appliquant (4.2) avec q remplacé par q4k+2 et x = −q2k.
Pour (4.37), choisissons a = −1 dans (4.40) et multiplions les deux côtés

par 1 − q−2, puis identifions le coefficient en b. L’identité se déduit alors en
appliquant (4.2) avec q remplacé par q4k+2 et x = −q2k−1.

L’identité (4.38) se déduit de (4.40) en prenant a = −q−1 et b = −1 et en
appliquant ensuite (4.2) avec q remplacé par q4k et x = −q2k. Pour (4.39),
choisissons a = −1 et b → 0 dans (4.40). L’identité se déduit en appliquant
(4.2) avec q remplacé par q4k+2 et x = −q2k+1.

Lorsque k = 1 les six identités ci-dessus deviennent respectivement les
identités de type Rogers-Ramanujan suivantes :

∞∑

n=0

q2n2

(q)2n

=
∞∏

n=1
n≡±2,±3,±4,±5 (mod 16)

1

1− qn
, (4.41)

∞∑

n=0

q2n2+2n

(q)2n+1
=

∞∏

n=1
n≡±1,±4,±6,±7 (mod 16)

1

1− qn
, (4.42)

∞∑

n=0

qn2 (−q; q2)n

(q)2n
=

(q6, q6, q12; q12)∞
(q)∞

, (4.43)

∞∑

n=0

qn2+n (−q2; q2)n

(q)2n+1
=

(q3, q9, q12; q12)∞
(q)∞

, (4.44)

1 + 2
∑

n≥1

qn (−q)2n−1

(q)2n
=

(q4, −q2, −q2; q4)∞
(q)∞(q; q2)∞

, (4.45)

1 + 2
∑

n≥1

qn2+n (−q2; q2)n−1

(q)2n

=
(q6,−q3,−q3; q6)∞

(q)∞ (−q; q2)∞
. (4.46)

Remarquons que (4.41), (4.42), (4.43) et (4.44) sont déjà connues, elles
correspondent respectivement aux équations (39), (38), (29) et (28) dans
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la liste de Slater [57]. L’identité (4.45) peut se déduire de l’identité de q-
Kummer [24, p. 236] avec la substitution q ← q2, a = −1 et b = −q, mais
(4.46) semble être nouvelle.

4.4 Approche élémentaire des q-identités

4.4.1 Préliminaires

Rappelons que la formule binomiale a le q-analogue suivant [4, pp. 36-37] :

(z)n =

n∑

m=0

[
n

m

]

(−1)mzmqm(m−1)/2. (4.47)

Comme d’après (2.1) les fonctions symétriques élémentaires er(X) (0 ≤ r ≤
n) ont pour fonction génératrice

(1 + x1z)(1 + x2z) · · · (1 + xnz) =

n∑

r=0

er(X)zr,

nous déduisons de (4.47) que pour tous les entiers i ≥ 0 et j ≥ 1 :

er(q
i, qi+1, . . . , qi+j−1) = qirer(1, q, . . . , q

j−1) = qir+(r
2)
[
j

r

]

. (4.48)

Le lemme suivant peut se déduire de la formule de Pieri (4.1) pour les po-
lynômes de Hall-Littlewood, mais notre démonstration est élémentaire.

Lemme 4.6 Pour toute partition µ telle que µ1 ≤ n on a

q(
m
2 )+n(µ)

[
n

m

][
n

µ

]

=
∑

λ

qn(λ)

[
n

λ

]
∏

i≥1

[
λi − λi+1

λi − µi

]

, (4.49)

où la somme est sur toutes les partitions λ telles que λ/µ soit une m bande
horizontale.

Démonstration. Soient l := l(µ) et µ0 = n. Partitionnons l’ensemble {1, 2, . . . , n}
en l + 1 sous-ensembles :

Xi := {j | 1 ≤ j ≤ n et µ′
j = i} = {j | µi+1 + 1 ≤ j ≤ µi}, 0 ≤ i ≤ l.
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En utilisant (4.48) pour extraire les coefficients de zm dans l’identité suivante :

(1 + z)(1 + zq) · · · (1 + zqn−1) =
l∏

i=0

∏

j∈Xi

(1 + zqj−1),

nous obtenons

q(
m
2 )
[
n

m

]

=
∑

r

l∏

i=0

qri µi+1+(ri
2 )
[
µi − µi+1

ri

]

, (4.50)

où r = (r0, r1, . . . , rl) est une composition de m. Pour toute composition r
de ce type, nous définissons une partition λ = (λ1, λ2, . . . , λl+1) par

λi := µi + ri−1, 1 ≤ i ≤ l + 1.

Alors λ/µ est une m bande horizontale. Donc (4.50) peut s’écrire

q(
m
2 )
[
n

m

]

=
∑

λ

l∏

i=0

q(λi+1−µi+1)µi+1+(λi+1−µi+1
2 )

[
µi − µi+1

µi − λi+1

]

, (4.51)

où la somme est sur toutes les partitions λ telles que λ/µ soit une m bande
horizontale. Maintenant, comme

(λi+1 − µi+1)µi+1 +

(
λi+1 − µi+1

2

)

+

(
µi+1

2

)

=

(
λi+1

2

)

, 0 ≤ i ≤ l,

et comme

[
n

µ

] l∏

i=0

[
µi − µi+1

µi − λi+1

]

et

[
n

λ

]
∏

i≥1

[
λi − λi+1

λi − µi

]

sont égaux car ils valent

tous les deux
(q)n

(q)n−λ1(q)λ1−µ1(q)µ1−λ2 · · · (q)µl

,

en multipliant (4.51) par qn(µ)
[
n
µ

]
nous obtenons (4.49).

Lemme 4.7 On a les identités suivantes :
∑

λ

z|λ|q2n(λ)

[
n

λ

]

=
1

(z)n
, (4.52)

∑

λ

z|λ|qn(λ)

[
n

λ

]

=
(−z)n

(z2)n
, (4.53)

∑

λ

(q, q2)λ z
|λ|qn(2λ)

[
n

2λ

]

=
(z; q2)n

(z)n
. (4.54)
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Démonstration. L’identité (4.52) est due à Hall [30] et peut se prouver en
utilisant l’identité q-binomiale [49]. Stembridge [61] a démontré (4.53) en
utilisant aussi l’identité q-binomiale. Maintenant, en écrivant

(z2; q2)n

(z2)n
= (z)n

(−z)n

(z2)n

et en appliquant successivement (4.47), (4.53) et (4.49) nous obtenons

(z2; q2)n

(z2)n
=

∑

µ,m

(−1)mzm+|µ|q(
m
2 )+n(µ)

[
n

m

][
n

µ

]

=
∑

µ,m

(−1)mzm+|µ|
∑

λ
λ/µm-b.h.

∏

i≥1

[
λi − λi+1

λi − µi

]

qn(λ)

[
n

λ

]

=
∑

λ

z|λ|qn(λ)

[
n

λ

]
∏

i≥1

∑

ri≥0

(−1)ri

[
λi − λi+1

ri

]

.

L’identité (4.54) se déduit alors de

m∑

j=0

(−1)j

[
m

j

]

=

{
(q; q2)n si m = 2n,
0 sinon,

qui se démontre par exemple en utilisant encore l’identité q-binomiale [4,
p.36].

Remarque. Lorsque n→∞ les identités précédentes deviennent respecti-
vement les suivantes :

∑

λ

z|λ|q2n(λ)

(q)λ
=

1

(z)∞
, (4.55)

∑

λ

z|λ|qn(λ)

(q)λ

=
(−z)∞
(z2)∞

, (4.56)

∑

λ

z|λ|qn(2λ)

(q2; q2)λ

=
1

(zq; q2)∞
. (4.57)

Remarquons aussi que (4.55) et (4.57) sont en réalité équivalentes puisque
cette dernière peut être déduite de (4.55) en remplaçant q par q2 et z par zq.
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L’identité suivante est la q-somme de Gauss [24, p.10] due à Heine :

2φ1

(
a, b

x
; q;

x

ab

)

:=
∞∑

n=0

(a)n(b)n

(q)n(x)n

( x

ab

)n

=
(x/a, x/b)∞
(x, x/ab)∞

. (4.58)

Lemme 4.8 On a
∑

λ

z|λ|qn(2λ) (a, b; q
−2)λ1

(q2; q2)λ

=
(azq, bzq; q2)∞
(zq, abzq; q2)∞

. (4.59)

Démonstration. En remplaçant z par z/q et q par q1/2, l’identité est équivalente
à

∑

λ

z|λ|q2n(λ) (a, b; q
−1)λ1

(q)λ
=

(az, bz)∞
(z, abz)∞

. (4.60)

Maintenant, en écrivant k = λ1 et µ = (λ2, λ3, . . .), et en utilisant (4.52) nous
obtenons
∑

λ

z|λ|q2n(λ) (a, b; q
−1)λ1

(q)λ
=

∑

k≥0

zkqk(k−1) (a, b; q
−1)k

(q)k

∑

µ

z|µ|q2n(µ)

[
k

µ

]

=
∑

k≥0

(abz)k (a−1, b−1)k

(q)k(z)k
.

L’identité (4.60) se déduit alors de (4.58).

Remarque. La formule (4.60) a été déduite dans [61] d’une formule plus
générale pour les polynômes de Hall-Littlewood.

4.4.2 Démonstration élémentaire du théorème 4.3

Nous allons simplement démontrer (4.21) pour n pair et nous laisserons
au lecteur intéressé le cas où n est impair et (4.22) car les démonstrations
sont vraiment similaires. Considérons la fonction génératrice du membre de
gauche de (4.21) pour n = 2r :

ϕ(u) :=
∑

k≥0

uk
∑

l(λ)≤k

(q; q2)λ

(q; q2)λk

z|λ|qn(2λ)

[
2r

2λ

]

=
∑

λ

ul(λ)z|λ|qn(2λ)(q; q2)λ

[
2r

2λ

]
∑

k≥0

uk

(q; q2)λk+l(λ)

=
∑

λ

ul(λ)z|λ|qn(2λ)(q; q2)λ

[
2r

2λ

](

u

1− u +
1

(q; q2)λl(λ)

)

.(4.61)
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Mais chaque partition λ dont les parts sont majorées par r peut être codée
par une paire de suites ν = (ν0, ν1, . . . , νl) et m = (m0, . . . , ml) telles que
λ = (νm0

0 , . . . , νml
l ), où r = ν0 > ν1 > · · · > νl > 0 et νi a pour multiplicité

mi ≥ 1 pour 1 ≤ i ≤ l et ν0 = r a pour multiplicité m0 ≥ 0. En utilisant la
notation :

< α >=
α

1− α, ui = ziqi(2i−1) pour i ≥ 0,

nous pouvons récrire (4.61) comme suit :

ϕ(u) =
∑

ν

(q; q2)ν

[
2r

2ν

](

< u > +
1

(q; q2)νl

)

×
∑

m

(

(uru)
m0 +

χ(m0 = 0)

(q; q2)r−ν1

) l∏

i=1

(uνi
u)mi

=
∑

ν

(q)2r

(q2; q2)ν
Bν , (4.62)

où la somme est sur toutes les partitions strictes ν = (ν0, ν1, . . . , νl) et

Bν :=

(

< u > +
1

(q; q2)νl

)(

< uru > +
1

(q; q2)r−ν1

) l∏

i=1

< uνi
u > .

Donc ϕ(u) est une fraction rationnelle dont les pôles simples sont situés en
u−1

p pour 0 ≤ p ≤ r. Soit bp(z, r) le résidu correspondant de ϕ(u) en u−1
p pour

0 ≤ p ≤ r. Alors nous déduisons de (4.62)

bp(z, r) =
∑

ν

(q)2r

(q2; q2)ν
[Bν(1− upu)]u=u−1

p
. (4.63)

Nous allons d’abord considérer les cas où p = 0 ou r. En utilisant (4.61) et
(4.54) nous avons

b0(z, r) = [ϕ(u)(1− u)]u=1 =
(z; q2)2r

(z)2r

. (4.64)

Maintenant, par (4.62) et (4.63) nous avons

b0(z, r) =
∑

ν

(q)2r

(q2; q2)ν

(

< ur > +
1

(q; q2)r−ν1

) l∏

i=1

< uνi
>, (4.65)
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et

br(z, r) =
∑

ν

(q)2r

(q2; q2)ν

(

< 1/ur > +
1

(q; q2)νl

) l∏

i=1

< uνi
/ur >, (4.66)

qui, en posant µi = r − νl+1−i pour 1 ≤ i ≤ l et µ0 = r, peut s’écrire

br(z, r) =
∑

µ

(q)2r

(q2; q2)µ

(

< 1/ur > +
1

(q; q2)r−µ1

) l∏

i=1

< ur−µi
/ur > . (4.67)

Nous comparons (4.67) et (4.65) et nous voyons que br(z, r) est égal à b0(z, r)
avec z remplacé par z−1q−2(2r−1). Nous déduisons de (4.64)

br(z, r) = b0(z
−1q−2(2r−1), r) = (z; q2)2rq

r(2r−1) 1− zq4r−1

(zq2r−1)2r+1
. (4.68)

Considérons maintenant le cas où 0 < p < r. Clairement, pour chaque par-
tition ν, le sommant correspondant dans (4.63) est non nul seulement si
νj = p pour un certain j, 0 ≤ j ≤ r. De plus, chacune de ces partitions
ν peut être décomposée en deux partitions strictes ρ = (ρ0, ρ1, . . . , ρj−1) et
σ = (σ0, . . . , σl−j) telles que ρi = νi− p pour 0 ≤ i ≤ j − 1 et σs = νj+s pour
0 ≤ s ≤ l − j. Donc nous pouvons écrire (4.63) comme suit :

bp(z, r) =

[
2r

2p

]
∑

ρ

(q)2r−2p

(q2; q2)ρ
Fρ(p)×

∑

σ

(q)2p

(q2; q2)σ
Gσ(p),

où pour ρ = (ρ0, ρ1, . . . , ρl) avec ρ0 = r − p,

Fρ(p) :=

(

< ur/up > +
1

(q; q2)r−p−ρ1

) l(ρ)
∏

i=1

< uρi+p/up >,

et pour σ = (σ0, . . . , σl) avec σ0 = p,

Gσ(p) :=

(

< 1/up > +
1

(q; q2)σl

) l(σ)
∏

i=1

< uσi
/up > .

En comparant avec (4.65) et (4.67) et en utilisant (4.64) et (4.68) nous ob-
tenons

bp(z, r) =

[
2r

2p

]

b0(zq
4p, r − p) bp(z, p)

=

[
2r

2p

]

(z; q2)2rq
( 2r

2p) 1− zq4p−1

(zq2p−1)2r+1
.
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Finalement, en extrayant les coefficients de uk dans l’équation

ϕ(u) =
r∑

p=0

bp(z, r)

1− upu
,

et en utilisant les valeurs de bp(z, r) nous obtenons (4.21).

4.4.3 Démonstration du théorème 4.4

Considérons la fonction génératrice du membre de gauche de (4.33) :

ϕab(u) :=
∑

k≥0

uk
∑

l(λ)≤k

z|λ|qn(2λ) (a, b; q−2)λ1

(q2; q2)λ(q; q2)λk

=
∑

λ

∑

k≥0

uk+l(λ)z|λ|qn(2λ) (a, b; q−2)λ1

(q2; q2)λ(q; q2)λl(λ)+k

=
∑

λ

ul(λ)z|λ|qn(2λ) (a, b; q
−2)λ1

(q2; q2)λ

(

u

1− u +
1

(q; q2)λl(λ)

)

,(4.69)

où la somme porte sur toutes les partitions λ. Comme dans la démonstration
précédente, nous pouvons remplacer toute partition λ par une paire (ν,m),
où ν est une partition stricte constituée des parts distinctes ν1, . . . , νl de λ,
telles que ν1 > · · · > νl > 0, et m = (m1, . . . , ml) est la suite des multiplicités
de νi pour 1 ≤ i ≤ l. Ainsi

ϕab(u) =
∑

ν,m

(a, b; q−2)ν1

(q2; q2)ν

(
u

1− u +
1

(q; q2)νl

) l∏

i=1

(uνi
u)mi

=
∑

ν

(a, b; q−2)ν1

(q2; q2)ν

(

< u > +
1

(q; q2)νl

) l∏

i=1

< uνi
u >, (4.70)

où la somme porte sur toutes les partitions strictes ν, et n’est donc pas cette
fois une somme finie. Mais chaque terme de cette somme, en tant que fonc-
tion rationnelle en u, a un ensemble fini de pôles, qui sont nécessairement de
la forme u−1

r pour r ≥ 0. Donc chaque terme est une combinaison linéaire
finie de fractions décomposées en éléments simples. De plus, la somme de
leurs développements converge coefficient par coefficient. Donc ϕab a un
développement

ϕab(u) =
∑

r≥0

cr
1− uru

, (4.71)
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où cr représente la somme formelle des coefficients de la fraction provenant
des termes de (4.70). Il reste à déterminer ces résidus cr (r ≥ 0). En utilisant
(4.59) et (4.69), nous obtenons immédiatement

c0 = [ϕab(u)(1− u)]u=1 =
(azq, bzq; q2)∞
(zq, abzq; q2)∞

.

D’après (4.70), ceci donne l’identité

∑

ν

(a, b; q−2)ν1

(q2; q2)ν

l∏

i=1

< uνi
>=

(azq, bzq; q2)∞
(zq, abzq; q2)∞

. (4.72)

Clairement la contribution d’un sommant de (4.70) dans cr (r > 0) ne sera
pas nulle seulement si la partition correspondante ν a une part égale à r.
Pour toute partition ν telle que ∃j | νj = r, soient ρi = νi − r pour 1 ≤ i < j
et σi = νi+j pour 0 ≤ i ≤ l − j, nous obtenons donc deux partitions ρ et
σ, avec σi majorée par r. En multipliant (4.70) par (1 − uru) et en posant
u = 1/ur nous obtenons

cr =
∑

ρ

(a, b; q−2)ρ1+r

(q2; q2)ρ

j−1
∏

i=1

< ur+ρi
/ur >

×
∑

σ

1

(q2; q2)σ

(

< 1/ur > +
1

(q; q2)σl−j

) l−j
∏

i=1

< uσi
/ur > .

D’après (4.66) la somme sur σ vaut br(z, r)/(q)2r, et en appliquant (4.68),
nous avons

cr = (z; q2)2rq
( 2r

2 ) 1− zq4r−1

(zq2r−1)2r+1

(a, b; q−2)r

(q)2r

×
∑

ρ

(aq−2r, bq−2r; q−2)ρ1

(q2; q2)ρ

j−1
∏

i=1

< ur+ρi
/ur > .

Maintenant la somme sur ρ peut être évaluée en utilisant (4.72) avec a, b et z
remplacés respectivement par aq−2r, bq−2r et zq4r. Après simplification, nous
obtenons

cr = q(
2r
2 ) (z; q2)∞

(zq2r−1)∞

(a, b; q−2)r(azq
2r+1, bzq2r+1; q2)∞

(q)2r(abzq; q2)∞
(1− zq4r−1),

ce qui achève la démonstration en remplaçant ces valeurs dans (4.71).
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4.5 Méthode de Bailey

4.5.1 Lemme de Bailey et extension d’Andrews

Une approche classique des identités de type Rogers-Ramanujan est basée
sur la méthode de Bailey (voir [6, 63]).

Définition 4.9 Une paire de suites (αn, βn) est une paire de Bailey si il
existe deux paramètres x et q tels que

βn =
n∑

r=0

αr

(q)n−r(xq)n+r

∀n ≥ 0. (4.73)

On rappelle le lemme de Bailey dans sa forme la plus générale [6, p. 25-26].

Lemme 4.10 (Lemme de Bailey) Si (αn, βn) est une paire de Bailey, alors
(α′

n, β
′
n) en est une aussi, où

α′
n =

(ρ1)n(ρ2)n(xq/ρ1ρ2)
n

(xq/ρ1)n(xq/ρ2)n
αn

et

β ′
n =

∑

j≥0

(ρ1)j(ρ2)j(xq/ρ1ρ2)
j

(q)n−j(xq/ρ1)n(xq/ρ2)n
βj .

L’idée est donc de partir d’une paire de Bailey (αn, βn) simple (c’est-à-
dire que (4.73) est prouvée facilement) pour obtenir une paire (α′

n, β
′
n) par

le lemme de Bailey, à laquelle on applique (4.73), puis lorsque c’est pos-
sible l’identité de Jacobi (4.2) afin d’obtenir une identité de type Rogers-
Ramanujan. Slater, dans [56] et [57], a obtenu une liste de 130 identités en
utilisant cette technique.
A titre d’exemple, nous donnons ici une démonstration des identités de
Rogers-Ramanujan (voir par exemple [6],[8], [19]) par cette méthode. Soient

αn =
(−1)nqn(n−1)/2(x)n(1− xq2n)

(1− x)(q)n

, βn = δn,0, (4.74)

alors le fait que (αn, βn) est une paire de Bailey se démontre simplement en
inversant la relation (4.73), ou en utilisant une formule due à Agarwal, qui se
démontre elle-même par récurrence [11, p.586]. Alors appliquons deux fois le
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lemme de Bailey, avec dans les deux cas les constantes ρ1 →∞ et ρ2 →∞,
pour obtenir une paire (α′′

n, β
′′
n) telle que

α′′
n =

(−1)nqn(5n−1)/2x2n(x)n(1− xq2n)

(1− x)(q)n

, β ′′
n =

n∑

j=0

qj2
xj

(q)n−j(q)j

.

Appliquons alors (4.73) à (α′′
n, β

′′
n), et nous obtenons en multipliant par (q)∞

et en prenant la limite n→∞ :

∑

n≥0

xnqn2

(q)n
=

1

(xq)∞

∑

n≥0

(−1)nqn(5n−1)/2x2n(x)n(1− xq2n)

(1− x)(q)n
. (4.75)

Alors posons a = 1 (resp. a = q), puis appliquons le triple produit de Jacobi
(4.2) pour obtenir (4.3) (resp. (4.4)).

Cet exemple montre la puissance de cette technique, qui permet en fait
d’obtenir une infinité de paires de Bailey à partir d’une seule paire, comme l’a
remarqué Andrews [5, 6]. Il est donc possible d’obtenir des multianalogues de
type Rogers-Ramanujan à partir d’une paire de Bailey. Andrews a formalisé
ceci dans une identité très générale (théorème 3.4 dans [6]) itérant k fois le
lemme de Bailey ci-dessus. Nous récrivons ici ce résultat.

Théorème 4.11 (Andrews) Si (αn, βn) est une paire de Bailey, alors pour
tout k ≥ 1

∑

n≥0

(b1, c1, . . . , bk, ck)n
(

xq
b1
, xq

c1
, . . . , xq

bk
, xq

ck

)

n

(q−N)n

(xqN+1)n

(
xkqk+N

b1c1 · · · bkck

)n
(−1)n

qn(n−1)/2
αn

=

(

xq, xq
bkck

)

N(
xq
bk
, xq

ck

)

N

∑

l(λ)≤k

q|λ|x|λ|−λ1
(bk, ck)λ1 · · · (b1, c1)λk

(bk−1ck−1)λ2 · · · (b1c1)λk

(
q−N

)

λ1(
bkck

xqN

)

λ1

×

(
xq

bk−1ck−1

)

λ1−λ2

· · ·
(

xq
b1c1

)

λk−1−λk
(

xq
bk−1

, xq
ck−1

)

λ1

· · ·
(

xq
b1
, xq

c1

)

λk−1

(q)λk

(q)λ

βλk
. (4.76)
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4.5.2 Applications à nos identités

Dans ce qui suit, nous allons démontrer par cette méthode notre identité
(4.40), de laquelle proviennent nos six multianalogues (4.34)-(4.39).

Le point de départ est donc le théorème 4.11 d’Andrews. En effet, soit
N →∞ et pour i = 1, . . . , k − 1, soient bi →∞, ci →∞ et soient bk = a−1

et ck = b−1 dans (4.76), nous obtenons alors

(xq, abxq)∞
(axq, bxq)∞

∑

l(λ)≤k

qn2(λ)−λ2
1+λ1x|λ|(a−1, b−1)λ1(ab)

λ1
(q)λk

(q)λ

βλk
(4.77)

=
∑

n≥0

q(k−1)n2+nxkn (a−1, b−1)n(ab)
n

(axq, bxq)n
αn,

où (αn, βn) est une paire de Bailey.

Nous évoquons alors la paire de Bailey (αn, βn) suivante [56, F(1)] :
α0 = β0 = 1 et pour n ≥ 1

αn = qn2

(qn/2 + q−n/2), βn =
1

(q1/2, q)n
, (4.78)

et nous la plongeons dans (4.77) avec x = 1, ce qui donne (4.40) après avoir
remplacé q par q2.

Il est intéressant de noter que (4.45) et (4.46) sont des conséquences du
lemme de Bailey avec la paire de Slater (4.78), mais elles n’apparaissent pas
dans [56, 57].

Remarquons que Stembridge a déduit ses seize multianalogues de type
Rogers-Ramanujan des spécialisations suivantes de son théorème 3.4 dans [61] :
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(q, abq)∞
(aq, bq)∞

∑

l(λ)≤k

qn2(λ)−λ2
1+λ1(ab)λ1

(a−1, b−1)λ1

(q)λ

(4.79)

=
∑

n≥0

q(k+ 1
2
)n2+ 1

2
n(−ab)n (a−1, b−1)n

(aq, bq)n
(1 + qn),

(q, abq2)∞
(aq2, bq2)∞

∑

l(λ)≤k

qn2(λ)+|λ|−λ2
1+λ1(ab)λ1

(a−1, b−1)λ1

(q)λ
(4.80)

=
∑

n≥0

q(k+ 1
2
)n2+(k+ 3

2
)n(−ab)n (a−1, b−1)n

(aq2, bq2)n

(1− q2n+1),

(−aq, q)∞
(−q, aq2)∞

∑

l(λ)≤k

q
1
2
(n2(λ)+|λ|−λ2

1+λ1)(−a)λ1
(a−1)λ1

(q)λ
(4.81)

=
∑

n≥0

q
k+1
2

(n2+n)an (a−1)n

(aq2)n

(1− q2n+1),

(−aq1/2, q)∞
(−q1/2, aq)∞

∑

l(λ)≤k

q
1
2
(n2(λ)−λ2

1+λ1)(−a)λ1
(a−1)λ1

(q)λ
(4.82)

=
∑

n≥0

q
k+1
2

n2

an (a−1)n

(aq)n

(1 + qn).

De la même manière, nous pouvons déduire les quatre identités précédentes
de (4.76). Par exemple, pour (4.79) prenons x = 1 dans (4.77) et utilisons
la paire de Bailey B(1) de [56], et pour (4.80) prenons x = q dans (4.77) et
utilisons la paire de Bailey B(3) de [56]. Pour (4.81) et (4.82), nous avons
besoin d’une autre spécialisation de (4.76). Soient N → ∞, bi → ∞ pour
i = 1, . . . , k − 1 et bk = a−1 et ci = −√xq pour i = 1, . . . , k dans (4.76).
Alors

(xq, −a√xq)∞
(axq, −√xq)∞

∑

l(λ)≤k

q
1
2
(n2(λ)−λ2

1+λ1)x
1
2
|λ|(a−1)λ1(−a)λ1 (4.83)

×(−√xq, q)λk

(q)λ
βλk

=
∑

n≥0

q
1
2
((k−1)n2+n)x

1
2
kn (a−1)n(−a)n

(axq)n
αn,

où (αn, βn) est une paire de Bailey.
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En prenant x = q dans (4.83) et en utilisant la paire de Bailey E(3) de
Slater [56], nous déduisons (4.81). Pour (4.82), prenons x = 1 dans (4.83) et
utilisons la paire de Bailey suivante [56, p. 468] : α0 = β0 = 1 et pour n ≥ 1

αn = (−1)nqn2

(qn/2 + q−n/2), βn =
1

(−q1/2, q)n
. (4.84)

Récemment, Bressoud, Ismail et Stanton [20] ont remarqué que les seizes
multianalogues de Stembridge [61], mais pas les quatre identités plus générales
précédentes, peuvent être démontrées par le biais de changements de bases
dans les paires de Bailey.

4.6 Interprétations en termes de partitions

Le but de ce paragraphe est d’analyser les interprétations combinatoires
possibles en termes de partitions des identités (4.41)-(4.44) que nous avons
obtenues.

4.6.1 L’approche d’Hirschhorn

Hirschhorn [32] a donné les interprétations combinatoires suivantes de
(4.41) et (4.42), et Andrews et Santos [10] ont donné des extensions de ces
interprétations :

Théorème 4.12 (Hirschhorn) Le nombre de partitions λ = (λ1, . . . , λl)
de n vérifiant λl−1 − λl ≥ 2, λl−3 − λl−1 ≥ 2, . . . est égal au nombre de
partitions de n en parts congrues à 1, 4, 6, 7, 9, 10, 12 ou 15 modulo 16.
Le nombre de partitions λ = (λ1, . . . , λl) de n vérifiant λl ≥ 2, λl−2 − λl−1 ≥
2, . . . est égal au nombre de partitions de n en parts congrues à 2, 3, 4, 5,
11, 12, 13 ou 14 modulo 16.

Comme souvent concernant les identités de type Rogers-Ramanujan, la dif-
ficulté réside dans l’interprétation de la somme (ici au membre de gauche),
car le produit est dans beaucoup de cas une fonction génératrice évidente de
partitions. Notre but était de donner une interprétation en termes de par-
titions des identités (4.43) et (4.44). Pour cela, nous nous sommes intéressé
au travail d’Hirschhorn, qui donne, toujours dans [32], le théorème suivant,
permettant d’interpréter combinatoirement les identités (79) et (94) de la
liste de Slater [57].
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Théorème 4.13 (Hirschhorn) Soient

f(q) :=
∑

n≥0

qn2

(q)2n
et g(q) :=

∑

n≥0

qn2+n

(q)2n+1
.

Alors f (resp. g) est la fonction génératrice des partitions λ1 > λ2 ≥ λ3 >
λ4 ≥ · · · (resp. λ1 ≥ λ2 > λ3 ≥ λ4 > · · · ).
Démonstration. Supposons que λ soit une partition de la forme |λ| = n =
λ1 + λ2 + · · · + λ2s−1 vérifiant les conditions souhaitées dans la première
assertion. Alors en enlevant 1 à λ2s−1, 2 à λ2s−2, . . ., s à λ1, nous obtenons
une partition de n − s2 en au plus 2s − 1 parts. De même, si |λ| = n =
λ1 + λ2 + · · ·+ λ2s, enlevons 1 à λ2s, 2 à λ2s−1, . . ., s + 1 à λ1 pour obtenir
une partition de n− (s2 + 2s) en au plus 2s parts. Donc nous en déduisons
que la fonction génératrice cherchée est de la forme

1 +
∑

s≥1

qs2

(q)2s−1

+
∑

s≥1

qs2+2s

(q)2s

= f(q),

ce qui prouve la première assertion.
Pour la deuxième, on utilise la même méthode, en écrivant cette fois que

1 +
∑

s≥1

qs2+s+1

(q)2s−1
+
∑

s≥1

qs2+s

(q)2s
= g(q).

Concernant les membres de gauche de (4.43) et (4.44), nous pouvons
écrire de même les égalités suivantes :

∞∑

n=0

qn2 (−q; q2)n

(q)2n
= 1 +

∑

s≥1

qs2 (−q; q2)s

(q)2s−1

+
∑

s≥1

qs2+2s (−q; q2)s

(q)2s

, (4.85)

∞∑

n=0

qn2+n (−q2; q2)n

(q)2n+1
= 1 +

∑

s≥1

qs2+s+1 (−q2; q2)s−1

(q)2s−1

+
∑

s≥1

qs2+s (−q2; q2)s

(q)2s

. (4.86)
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Ainsi, nous pouvons interpréter les membres de gauche de (4.43) et (4.44) à
l’aide de couples de partitions. En effet, nous savons que (4.85) donne la fonc-
tion génératrice des couples de partitions (λ, µ) telles que µ soit constituée de
parts impaires distinctes, λ1 > λ2 ≥ λ3 > λ4 ≥ · · · et µ1 ≤ l(λ). De même,
(4.86) donne la fonction génératrice des couples de partitions (λ, µ) telles
que µ soit constituée de parts paires distinctes, λ1 ≥ λ2 > λ3 ≥ λ4 > · · · et
µ1 ≤ l(λ). Mais comme le membre de droite de (4.44) a une interprétation
évidente en termes de partitions, il faudrait trouver une bijection entre ce
dernier ensemble de paires de partitions et un sous ensemble de partitions.

4.6.2 Les identités de Göllnitz-Gordon

Göllnitz [26] et Gordon [27] ont démontré indépendemment et combina-
toirement les deux identités suivantes, qui sont les analogues en modulo 8
des identités de Rogers-Ramanujan :

∞∑

n=0

qn2 (−q; q2)n

(q2; q2)n
=

1

(q, q4, q7; q8)∞
, (4.87)

∞∑

n=0

qn2+2n (−q; q2)n

(q2; q2)n
=

1

(q3, q4, q5; q8)∞
. (4.88)

Les membres de droite de (4.87) et (4.88) ayant une interprétation évidente,
nous nous intéressons ici simplement au théorème suivant.

Théorème 4.14 (Göllnitz-Gordon) Soient

φ(q) :=

∞∑

n=0

qn2 (−q; q2)n

(q2; q2)n
et ψ(q) :=

∞∑

n=0

qn2+2n (−q; q2)n

(q2; q2)n
.

Alors φ (resp. ψ) est la fonction génératrice des partitions λ telles que λj −
λj+1 ≥ 2 et λj − λj+1 ≥ 3 si λj est pair (resp. des partitions λ telles que
λj − λj+1 ≥ 2 et λj − λj+1 ≥ 3 si λj est pair, et λj ≥ 2 ∀j).
Pour démontrer ce théorème, Göllnitz [26] a utilisé le lemme suivant :

Lemme 4.15 (Göllnitz) fN (q) :=
(−q; q2)N

(q2; q2)N
=
∑

n≥0

fN(n)qn est la fonction

génératrice des partitions λ telles que l(λ) ≤ N et λj − λj+1 ≥ 1 si λj est
impair.
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Démonstration. Par récurrence sur N , partons de l’égalité

(1− q2N+2)fN+1(q) = (1 + q2N+1)fN (q),

qui équivaut à

fN+1(n) = fN (n) +
∑

k≡2N+1 (mod 2N+2)

(fN(n− k) + fN(n− k − 1)).

Il faut donc vérifier que la famille des partitions du lemme vérifie bien cette
relation. Pour cela, considèrons λ une partition vérifiant les conditions du
lemme au rang N + 1. Alors ou bien λ vérifie ces conditions au rang N , ou
bien l(λ) = N +1. Nous étudions donc ce dernier cas. Si λN+1 = 2p+1, nous
enlevons 2p + 1 à λN+1 et λN et 2p + 2 aux autres parts, pour obtenir une
partition de longueur ≤ N , de poids n− (2N + 1)− (2p+ 1)(2N + 2), dont
la parité des parts est inchangée. Si λN+1 = 2p, nous enlevons 2p à toutes les
parts, pour obtenir une partition de longueur ≤ N , de poids n− (2N + 2)p,
dont la parité des parts est inchangée.

Pour prouver le cas de φ du théorème 4.14, il suffit de considérer une
partition λ = λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λs > 0 vérifiant les conditions voulues. Nous
posons alors µi = λi − (2(s− i) + 1) ∀i, et la partition µ de poids n− s2 est
dans la famille du lemme.

Nous ne ppouvons prouver un lemme du même type pour (4.43) et (4.44),

car
(−q; q2)N

(q)2N
et

(−q2; q2)N

(q)2N+1
ne sont pas des fonctions génératrices de parti-

tions. Il suffit en effet de considérer le cas N = 1, par exemple avec Maple.

4.6.3 L’approche de Bressoud

Alladi [1] a mis en évidence une dualité entre les identités (4.41) et (4.42)
et celles de Göllnitz-Gordon, grâce à la transformation suivante, qui permet
de passer des unes aux autres :

Lemme 4.16 (Alladi)

∑

n≥0

anqn2
(−bq; q2)n

(a2; q2)n

=
∑

n≥0

(ab)nq2n2
(−q2n+1; q2)∞

(q2; q2)n

. (4.89)
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Les substitutions considérées sont a = b = 1, et a = q2, b = 1.

Nous pouvons nous demander si de même il existe des identités duales de
(4.43) et (4.44) qui seraient plus faciles à prouver combinatoirement.

Bressoud [15] a lui aussi fait le rapprochement entre les identités (4.41)
et (4.42) et celles de Göllnitz-Gordon, grâce cette fois à la transformation
suivante :

Théorème 4.17 (Bressoud)

∑

n≥0

αnqn2

(q, αβq)n
=

1

(α)∞

∑

n≥0

α2nβnq2n2
(1− aq2n)(α, β−1)n

(q, αβq)n
. (4.90)

Cette identité est une conséquence du q-analogue de Whipple, prouvé par
Watson [24].
En remplacant q par q2 puis en posant β = −1/q, et en multipliant par
(−αq; q2)∞, Bressoud obtient avec α = 1 et α = q2 respectivement :

∞∑

n=0

q2n2 (−q2n+1; q2)∞
(q2; q2)n

=
(q2; q4)∞(q3, q5, q8; q8)

(q)∞
, (4.91)

∞∑

n=0

q2n2+2n (−q2n+3; q2)∞
(q2; q2)n

=
(q2; q4)∞(q, q7, q8; q8)

(q)∞
. (4.92)

En substituant q par −q, nous nous apercevons que (4.91) et (4.92) sont en
fait (4.41) et (4.42). Pourtant, l’interprétation combinatoire faite par Bres-
soud de (4.91) et (4.92) correspond à celle de Göllnitz-Gordon.
En effet, par exemple pour (4.91), qn2

/(q)n est la fonction génératrice des
partitions en n parts de différence minimale 2, et donc q2n2

/(q2; q2)n est la
fonction génératrice des partitions en n parts paires de différence minimale 4.
(−q2n+1; q2)∞ étant la fonction génératrice des partitions en parts impaires
distinctes supérieures à 2n+1, le membre de gauche de (4.91) est la fonction
génératrice des partitions en parts distinctes de différence minimale 4 entre
les parts paires, et la plus petite part impaire est ≥ 2 fois le nombre de parts
paires.
Puis Bressoud donne une bijection avec la famille de partitions correspondant
à Φ(q) dans le théorème 4.14.



Chapitre 5

Conclusion

Nous rappellons tout d’abord ici un classique résultat de Littlewood [48]
évaluant les fonctions de Schur sur l’alphabet {1, t, . . . , tn−1}. Pour chaque
partition λ rappellons que

n(λ′) =
∑

i≥1

(
λ′i
2

)

=
∑

i≥1

(i− 1)λi.

La longeur d’équerre de λ en x = (i, j) ∈ λ est définie par

h(x) := h(i, j) = λi + λ′j − i− j + 1.

Le contenu de x est c(x) := j − i.
Théorème 5.1 (Littlewood)

sλ(1, t, . . . , t
n−1) = tn(λ)

∏

x∈λ

1− tn+c(x)

1− th(x)
. (5.1)

Lassalle, dans [46], donne une expression des fonctions monomialesmλ évaluées
sur ce même alphabet. Nous rappelons ce résultat ci-dessous.
Etant donnée une partition µ, notons Cµ l’ensemble des multi-entiers dis-
tincts obtenus par permutation des parts de µ. c ∈ Cµ est aussi appelé
un dérangement de µ. Pour tout multi-entier c = (c1, . . . , cl(µ)), notons
[ci] :=

∑

k≤i ck la somme partielle d’ordre i.

81
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Théorème 5.2 (Lassalle) Pour toute partition µ on a

mµ(1, t, . . . , tn−1) =
∑

c∈Cµ

l(µ)
∏

i=1

t[ci−1]

1− t[ci]

=
∑

c∈Cµ

l(µ)
∏

i=1

t(l(µ)−i)ci

1− t[ci]
.

Il serait intéressant d’évaluer les polynômes de Hall-Littlewood sur ce même
alphabet, ce qui permettrait de généraliser les théorèmes ci-dessus à l’aide
d’une même expression. Lassalle a prouvé le théorème 5.2 en trouvant une re-
lation de récurrence satisfaite par les membres de droite, donc cette méthode
nécessite de conjecturer l’expression cherchée. La difficulté réside dans le fait
qu’il est impossible d’affirmer l’existence d’une telle formule pour les po-
lynômes de Hall-Littlewood, mais les formules de sommations de polynômes
de Hall-Littlewood évaluées au chapitre 4 peuvent être une source d’inspira-
tion.

Durant notre travail sur le lemme de Bailey, nous avons été amené à
étudier certaines extensions ayant des applications intéressantes.
La notion de paire de Bailey peut être généralisée par la notion plus fine de
WP-paire de Bailey [9, 15]. Une paire (αn(a, k), βn(a, k)) est une WP-paire
de Bailey si elle vérifie :

βn(a, k) =
n∑

j=0

(k/a)n−j(k)n+j

(q)n−j(aq)n+j

αj(a, k). (5.2)

Il est montré dans [8] que si (αn(a, k), βn(a, k)) est une WP-paire de Bailey,
alors il en est de même pour (α′

n(a, k), β ′
n(a, k)) et (α′′

n(a, k), β ′′
n(a, k)), où

α′
n(a, k) =

(ρ1, ρ2)n

(aq/ρ1, aq/ρ2)n
(k/c)nαn(a, c), (5.3)

β ′
n(a, k) =

(kρ1/a, kρ2/a)n

(aq/ρ1, aq/ρ2)n

×
∑

j≥0

(ρ1, ρ2)j(k/c)n−j(k)n+j(1− cq2j)

(kρ1/a, kρ2/a)j(q)n−j(qc)n+j(1− c)
(k/c)jβj(a, c), (5.4)
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avec

c =
kρ1ρ2

aq
,

et

α′′
n(a, k) =

(qa2/k)2n

(k)2n
(k2/qa2)nαn(a, qa2/k), (5.5)

β ′′
n(a, k) =

∑

j≥0

(k2/qa2)n−j

(q)n−j
(k2/qa2)jβj(a, qa

2/k). (5.6)

Ces deux expressions généralisent donc de deux façons différentes le lemme
de Bailey 4.10 page 72. Bressoud [13] a donné trois WP-paires de Bailey,
conduisant par applications de (5.3)-(5.6) à de nouvelles identités de fonctions
hypergéométriques, et à des versions polynômiales doublement bornées des
identités de Rogers-Ramanujan [9].
Nous rappelons la conjecture de Borwein, toujours ouverte à ce jour, qui
s’exprime d’une manière remarquablement simple (voir par exemple [7, 14]) :

Conjecture 5.3 (Borwein) Si on pose

(q, q2; q3)n = An(q3)− qBn(q3)− q2Cn(q
3),

alors An, Bn et Cn sont des polynômes à coefficients positifs ou nuls.

Bressoud a donné dans [14] une extension de cette conjecture, la conjecture
généralisée de Borwein. La notion de transformation de Burge ([9, 21, 64])
a permis à Warnaar [64] de prouver des cas particuliers de positivité de la
conjecture généralisée de Borwein. Andrews et Berkovich, dans [9], définissent
la notion de WP-paire de Burge à partir de celle de WP-paires de Bailey, qui
permet de retrouver certains résultats de Warnaar.
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alternants, Discr. Math. 139, 57-72, 1995.

[13] Bressoud (D. M.), Some Identities for Terminating q-Series, Math.
Proc. Cambridge Phil. Soc. 81, 211-223, 1981.

[14] Bressoud (D. M.), The Borwein Conjecture and Partitions with Pres-
cribed Hook Differences, Electron. J. Combin. 3, 1996.

[15] Bressoud (D.), On partitions, orthogonal polynomials and the expan-
sion of certain infinite products, Proc. London Math. Soc. 42(3), 478-
500, 1981.

[16] Bressoud (D.), Elementary proof of MacMahon’s conjecture, J. Alg.
Combin. 7, 253-257, 1998.

[17] Bressoud (D.), Elementary proofs of identities for Schur functions and
plane partitions, The Ramanujan J. 4, 69-80, 2000.

[18] Bressoud (D.), Proofs and Confirmations, The Story of the Alternating
Sign Matrix Conjecture, Cambridge University Press, 1999.

[19] Bressoud (D.), An easy proof of the Rogers-Ramanujan identities, J.
Number T. 16, 235-241, 1983.

[20] Bressoud (D.), Ismail (M.) et Stanton (D.), Change of Base in
Bailey Pairs, The Ramanujan J. 4, 435-453, 2000.

[21] Burge (W. H.), Restricted Partition Pairs, J. Combin. Th. Ser. A 63,
210-222, 1993.

[22] Comtet (L.), Analyse combinatoire, Vol. 1 et 2, Presse Universitaire
de France, Paris, 1970.
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