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Résumé. Dans cet article, nous nous intéressons a un ¢-analogue aux entiers
positifs de la fonction zéta de Riemann, que I'on peut écrire pour s € N* sous la forme
G(8) =D >t q" 2ok d*~1. Nous donnons une nouvelle minoration de la dimension
de D’espace vectoriel sur Q engendré, pour 1/q € Z \ {—1;1} et A entier pair, par
1,¢4(3),¢q(5), ..., Ge(A—1). Ceci améliore un résultat récent de Krattenthaler, Rivoal
et Zudilin (Séries hypergéométriques basiques, q-analogues des valeurs de la fonction
zéta et séries d’Bisenstein, J. Inst. Jussieu 5.1 (2006), 53-79). En particulier notre
résultat a pour conséquence le fait que pour 1/q € Z\ {—1;1}, au moins I'un des
nombres (,4(3), (4(5),(4(7), (4 (9) est irrationnel.

Abstract. In this paper, we focus on a g-analogue of the Riemann zéta function
at positive integers, which can be written for s € N* by (4(s) = > 45, q* ok ds—1.
We give a new lower bound for the dimension of the vector space over Q spanned, for
1/q € Z\ {—1;1} and an even integer A, by 1,(4(3),¢(5),...,{q(A —1). This im-
proves a recent result of Krattenthaler, Rivoal and Zudilin (Séries hypergéométriques
basiques, q-analogues des valeurs de la fonction zéta et séries d’Fisenstein, J. Inst.
Jussieu 5.1 (2006), 53-79). In particular, a consequence of our result is that for
1/q € Z\ {—1;1}, at least one of the numbers (4(3), (4(5), (4(7), (4(9) is irrational.

1 Introduction

L’étude de l'irrationalité des valeurs de la fonction zéta de Riemann ( aux
entiers impairs positifs est un probleme classique en théorie des nombres. 11



est en effet connu que 'expression des valeurs de { aux entiers pairs positifs

7T2m

(2m)!

permet d’affirmer, via la transcendance de mw, due a Lindemann, que chacun
de ces nombres est transcendant (ici m € N* et les nombres rationnels By,
sont les nombres de Bernoulli). En revanche, concernant I’étude aux entiers
impairs positifs, méme si la transcendance est conjecturée, le seul résultat
significatif fit pendant longtemps le théoréme d’Apéry [3] affirmant que ¢(3)
est irrationnel. Puis récemment, Rivoal [16], et Ball et Rivoal [6] ont eu I'idée
de considérer les valeurs de ¢ aux entiers impairs positifs dans leur ensemble
plutét qu’individuellement, ce qui leur permit de prouver qu’ il existe parms
les nombres ((2m + 1), m € N*, une infinité de nombres irrationnels, en
donnant la minoration pour A entier pair suffisamment grand :

¢(2m) = (1) 122" By,

dimg (Q +QC(3) + -+ QC(A 1)) > —B4

2 T loa2 10g2(1 +o0(1)).

La méthode employée a conduit a des versions quantitatives [6, 11, 16, 18],
jusqu’a l'article récent de Zudilin [22] dans lequel il est prouvé qu’ au moins
Pun des nombres ((5),((7),¢(9),¢(11) est irrationnel. Le lecteur intéressé
pourra aussi consulter le survol de Fischler [8] sur ce sujet.

Dans cet article, nous nous intéressons au g-analogue normalisé de la fonc-
tion ¢ considéré d’abord dans [10] et [23], puis plus récemment encore dans
[12], et que l'on peut écrire pour s € N* et ¢ un nombre complexe tel que

lgl < 1: .
Gls) =D "> d ' = Zk:s_lil z 7

k>1 dlk k>1

Le terme de g-analogue est justifié ici par la relation valide pour s € N*\ {1}
(voir par exemple [10] ou [12] pour une démonstration) :

lim (1= 0)°,(s) = (s = DIC().

ol bien entendu ((s) = Y~ 7= est I'expression pour Re(s) > 1 de la fonction
zéta de Riemann. L’un des intéréts de ce g-analogue de ( réside dans le fait que
les valeurs de (, aux entiers pairs positifs sont reliées aux formes modulaires
et aux séries d’Eisenstein Fa,(q) (m € N*) [19] via la relation :

Eom(q) =1 — ——(,(2m).



Concernant la transcendance des valeurs de (, aux entiers pairs positifs, le
résultat définitif est conséquence de la structure de I’espace des formes mod-
ulaires sur SLz(Z) [19] et d’un théoreme d’indépendance algébrique sur les
séries d’Eisenstein Es(q), F4(q) et Eg(q) du a Nesterenko [14]. En effet,
on peut déduire de cela que pour m € N* et ¢ algébrique (en particulier
1/q € Z\ {—1;1}), les nombres (,(2m) sont tous transcendants.

Ceci conduit naturellement & se pencher sur le cas des valeurs de (, aux
entiers impairs positifs. Remarquons tout d’abord que malgré I’analogie man-
ifeste entre les résultats de transcendance des valeurs de ¢ et (; (1/q €
Z \ {—1;1}) aux entiers pairs positifs, il n’est aujourd’hui possible d’affirmer
lirrationalité de (4(3) pour aucune valeur de g. En fait, seule I'irrationalité de
(q(1) est connue [5] pour diverses valeurs de g. D’autre part, on sait depuis [15]
que 1,(4(1),(4(2) sont linéairement indépendants sur Q pour 1/q € N\ {1}.
Dans cette direction, le résultat principal de Krattenthaler, Rivoal et Zudilin
dans [12] affirme que pour 1/q € Z\ {—1;1} et A entier pair :

dimg (Q + QGy(3) + -+ + QCy(A — 1)) > f(A), (1.1)
o ArA+ A—4r?
+ —_
f(4) = ﬁ;ailf(“m avee f(r; A) = (3; 54 o

Cette minoration donne des informations asymptotiques via ’équivalent

f(A) ~

T
2vm2 4+ 12

mais aussi quantitatives. En effet, il suffit de choisir une valeur de A > 4
la plus petite possible et donnant une dimension supérieure ou égale a 2
(I'idéal serait A = 4, ce qui montrerait I'irrationalité de (4(3)). Cependant, il
s’avere dans [12] que la valeur minimale exploitable est A = 12, ce qui fournit
le résultat suivant : pour 1/q € Z \ {—1;1}, au moins l'un des nombres

Cq(3),¢4(5),¢4(7), (4(9), ¢4(11) est irrationnel.

Le but de cet article est d’améliorer (1.1) et de raffiner le résultat quanti-
tatif ci-dessus, en prouvant les deux théorémes suivants.

VA lorsque A — +0o0,

Théoréme 1.1. Pour 1/q € Z\ {—1;1} et tout entier pair A > 4, on a la
minoration :

dimg (Q +QCg(3) + -+ +QGy(A = 1) > g(A), (1.2)
ot
drA+ A — 4r?
A = ,A 7A = 7
oA 125(/2 olrs ) avee gl ) (% +2)A— 72% + 8r2
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On remarque ainsi qu’asymptotiquement, g se comporte comme f via 1’égalité

g4 _ . (4 m

lim —— = lim = .

A—+o0 \/Z _AHJroo \/Z 2\/m
Cependant, pour toute valeur fixée de A, ce premier théoréme améliore la
minoration de [12] puisque g(A) > f(A) (car g(r; A) > f(r; A)). Cette com-
paraison donne en particulier les inégalités suivantes :

g(A) vérifiant g(A) ~ VA lorsque A — +oo.

£(10) < 1 < g(10) = ¢(10;2) ~ 1,001, (1.3)
f(38) < ¢g(38) <2< f(40) < ¢(40), (1.4)
f(86) < 3 < ¢g(86). (1.5)

La conséquence immédiate de (1.3) est le Théoreme 1.3 ci-dessous, qui est un
raffinement de la version quantitative de [12] déja mentionnée. Les inégalités
(1.4) montrent que le Théoreme 1.1 permet de retrouver, sans l’améliorer,
le résultat suivant, déja conséquence de (1.1) : pour 1/q € Z \ {—1;1}, il
existe deux entiers impairs ji et jo tels que 3 < ji < jo < 39 et 1, (4(j1) et
Cq(J2) soient linéairement indépendants sur Q. En revanche, (1.5) fournit une
amélioration par rapport a (1.1), qui peut s’écrire :

Corollaire 1.2. Pour 1/q € Z \ {—1;1}, il existe trois entiers impairs ji,

j2 et j3 tels que 3 < j1 < j2 < j3 < 85 et 1, (4(j1), Cu(j2) et (4(j3) soient
linéairement indépendants sur Q.

Voici maintenant notre deuxieme résultat, qui est une conséquence de (1.3) :

Théoréme 1.3. Pour1/q € Z\{—1;1}, au moins l'un des nombres (4(3), 4(5),
Cq(7),¢q(9) est irrationnel.

Il est intéressant de noter que la technique adoptée dans [12] est tout
a fait parallele (mais dans le monde des g-analogues) a celle de [18], ou
il est démontré qu’au moins I'un des nombres ((5),¢(7),...,{(21) est irra-
tionnel. Or les auteurs de [11] démontrent la conjecture des dénominateurs
formulée dans [17], ce qui a pour conséquence le fait qu’au moins I'un des
nombres ((5),¢(7),...,¢(19) est irrationnel. C’est pourquoi le Théoréme 1.3
n’est pas complétement une surprise, les auteurs de [12] estimant a la fin de
I'introduction qu’il est ‘probable’ que I'on puisse prouver ce résultat, a condi-
tion de formuler et de démontrer une certaine ‘g-conjecture des dénominateurs’.

Nous profitons de cette introduction pour donner les grandes lignes de
démonstration du Théoreme 1.1. Nous utilisons la proposition suivante, qui
est un cas particulier du critere d’indépendance linéaire de Nesterenko [13] :



Proposition 1.4. Soient un entier N > 2 et des réels vy,...,vN. Supposons
qu’il existe N suites d’entiers (pjn)n>0 et des réels oy et ap avec ag > 0 tels
que :

o 1
i) nEToo o) log [p1nv1 + -+ + DN RUN| = —0u,

1
i) pour tout j € {1,..., N}, on alimsup —; log |pj .| < .
n—+too N
Alors la dimension du Q-espace vectoriel engendré par vi,...,vN vErifie :

«
dimg (Quy + -+ Quy) 2 14 -
2

Remarque 1.5. Si en plus des hypotheses de ce critere on connait un facteur
commun 6, aux pjn, et si lim — log|dy,| existe et vaut § (< az), alors en
’ n——+oo n

considérant les nouvelles suites d’entiers (pjn/0n)n>0, on obtient :

0
dimQ(@U1+-"+QUN)21+a1+ (Zl—i—alsi 041>0>.
ay — 0 s

Afin d’exploiter le critere de Nesterenko dans notre contexte, I'idée con-
siste & analyser la série hypergéométrique suivante (voir la partie 2 pour les
notations) :

g —2r n (qk—rn7qk+n+1)rn _or\n _
Su(a) == (@n > Y _(1— ™) v A2/ kA 2k
E>1 (¢ )n+1

ou |g| # 1, A entier, r € N* et A > 2r. Cette série a été suggérée, mais pas
utilisée, dans [12], les auteurs préférant étudier une autre série, notée Sy (q),
pour prouver leurs résultats. La premiere étape est une réécriture de S, (q),
sous forme d’une combinaison linéaire en des (,(2m + 1), m € N* :

A-1
Su(@) = Pon(@)+ Y Pin(@)¢(),

=3

jimpair

ou |g| < 1, A est pair et les pj,n(q) sont & priori dans Q(gq), c’est-a dire des
fractions rationnelles en ¢ (donc aussi en 1/q), a coefficients dans Q. Dans un
deuxiéme temps, on cherche un dénominateur commun D, (q) & ces fractions
rationnelles en 1/g, vérifiant :

A 1
Da(@)Pina) € 2 M Vje {035, A1)

Lorsque 1/q € Z \ {—1;1}, la Proposition 1.4 appliquée a la combinaison
linéaire D, (q) x Sn(q), ainsi que les estimations asymptotiques de S, (q),



P;n(q) et Dy(q), nous permettent de retrouver (1.1).

Notre amélioration, dont le résultat est donné par le Théoreme 1.1, se situe au
niveau du dénominateur commun D,,(q) : nous formulons, puis démontrons,
une g-conjecture des dénominateurs (voir le Théoreme 4.1) qui fournit un nou-
veau dénominateur commun D, (¢) divisant D,(¢). La minoration (1.2) du
Théoréme 1.1 est obtenue via I'estimation asymptotique de &, := Dy, (q)/Dn(q)
(voir la Remarque 1.5 qui suit la Propriété 1.4).

Remarque 1.6. Pour démontrer directement le Théoreme 1.3, le critere de
Nestenrenko n’est pas nécessaire. Il suffit en effet d’obtenir une estimation
asymptotique de la combinaison linéaire a coefficients entiers Dn(q) X Sp, (q),
1/q € Z\ {—1;1}, en (4(3), (4(5), (4(7) et (4(9) (avec les choix A = 10 et
r = 2). Il n’est donc pas nécessaire de borner la hauteur des coefficients de la
combinaison linéaire, ceci n’est utile que pour I'indépendance linéaire.

Cet article est organisé comme suit. La deuxiéme partie est destinée
a quelques notations concernant les g-séries qui seront utiles ensuite. La
troisieme partie est consacrée a 1’étude de la série S'n(q) évoquée ci-dessus.
L'utilisation de S,,(¢) nous permet de redémontrer la minoration (1.1) de [12],
et de dégager quelques lemmes clés. Dans cette méme partie, nous expliquons
par ailleurs comment le nouveau dénominateur D, (¢) permet d’obtenir le
Théoreme 1.1. Dans la quatrieme et derniere partie, nous nous consacrons
exclusivement & D’étude de D, (g) : nous exprimons notre g-conjecture des
dénominateurs (Théoreme 4.1), et nous en donnons une démonstration util-
isant une formule de transformation de séries hypergéométriques basiques due
a Andrews [1, 2].

2 Notations

Donnons comme annoncé ci-dessus quelques définitions et notations issues du
langage des g-séries, que le lecteur pourra retouver plus en détails dans [9].

Etant donné un nombre complexe ¢ (la “base”) tel que |g| # 1, on définit
pour tout réel a et tout entier k € N, le ¢-factoriel montant par :

1si k=0
(@)r = (a5 9)k ::{ (1—-a)...(1—ag* 1) si k>0.

La base ¢ peut étre omise lorsqu’il n’y a pas de confusion (en notant (a)g
pour (a;q)g, etc), tout changement de base (par exemple g remplacé par p =
1/q) sera précisé dans les paragraphes concernés. Pour des raisons pratiques,
notons pour k € N :



Rappelons aussi le coefficient g-binomial :

HR P R s

et plus généralement le coefficient q-multinomial :

[ n ] - (@)n
ki,..., k‘l, n—k—---—k q ) (Q)kl . (Q)kl(Q)n—kl—m—kl ’

qui sont des polynomes en ¢, & coefficients entiers (voir par exemple [20]).

Enfin, rappelons la notion de série hypergéométrique basique s41¢s :

agp, a1, )

o0
e, (ag,a1,...,as)k
1¢ ;q7Z :: Z,
s+ S|: b17...,b3 :| k:ZO (q,bl,...,bs)k

avecajE(CpourogjSs,etquk#lpourtoutkeNet1§j§s. La
série converge toujours pour |z| < 1, et on dit que sy1¢s est :

e bien équilibrée (well poised) si gag = a1b; = -+ - = asbs

o trés bien équilibrée (very well poised) si elle est bien équilibrée et de
plus a1 = qy/ag = —ao.

3 Une série tres bien équilibrée

Reprenons la série définie dans I'introduction par :

k—rn _k+n+1 )

Sala) 1= (2 (1 - om0

(qk)A rn qk(A—2T)n/2+kA/2—k’ (31)
k>1 n+1

pour A entier pair, r € N* et A—2r > 0. Remarquons que cette série converge
alors pour |q| # 1. La série S, (q) vérifie

gn(l/Q) = _qn(ril)gn(Q)v (32)

relation qui provient du choix de la puissance de ¢ dans le sommande de (3.1).
La relation (3.2) va permettre d’exprimer S, (g) comme combinaison linéaire
sur Q des valeurs de (, aux entiers impairs positifs seulement, alors que I'on
pourrait s’attendre a priori a voir apparaitre aussi les valeurs de (, aux entiers
pairs positifs. D’autre part on peut écrire

& 1)((A—2r)n/2+A/2—1 2rn+-2 A—2r (4, Q"er”)
Sn(q) = q(rn+ Y(A=2r)n/2+A/ )(1 _ gt )(q)A-2 (qm+1)A m
n+1
a, Q\/aa —Q\/a, q'r‘n—‘rl’ sy qrn+1 (A=2r)n/24+A/2-1

X AvaPA+3 @, —Ja, g2 2 64



avec a = ¢tV 2 e qui montre que Sn(q) est une série hypergéométrique

basique tres bien équilibrée. Cette propriété nous permettra de formuler puis
de démontrer notre g-conjecture des dénominateurs dans la partie 4 (voir le
Théoréme 4.1).

Pour |g| < 1, A entier pair et r € N* tel que A — 2r > 0, nous allons
successivement dans ce paragraphe démontrer les :

e Lemme 3.2 (paragraphe 3.1) : on a

A-1

Su(@) = Pou(@) + D Pin(@)G(),

Jj=3
j impair

oupourj € {0,3,5,...,A—1}, les Pj,n(q) sont des fractions rationnelles
en ¢ qui seront explicitées.

e Lemme 3.5 (paragraphe 3.2) : si on pose dy,(¢q) = ppcm(g—1,...,¢"—1),
alors pour j € {0,3,5,...,A—1} et « = —A/8—1?/2, il existe des réels
0 et v ne dépendant que de A et r tels que

Dn(q)Pjn(q) € Z H . avec Dy(q) = (A — 1)l glom*+ntalg (1 /q)4,
q

ou |z] désigne la partie entiere de .

e Lemme 3.6 (paragraphe 3.3) : on a

. 1 ~ 1
lim — log|Su(q)| = —ir(A —2r)log|1/q]|.

n—+oo N

e Lemme 3.7 (paragraphe 3.3) : on a

1 - 1
limsupﬁlog]Pj,n(q)\ < é(A+4r2)log|1/q|, vj e€{0,3,5,...,A—1}.

n—-4o0o

e Lemme 3.8 (paragraphe 3.3) : on a

.1 A r? 34
i log|Du)] = (5 + 5 + 25 ) toel/al

Alors ces cinq lemmes permettent, pour 1/q € Z \ {—1;1}, d’appliquer la
Proposition 1.4 a la combinaison linéaire a coefficients entiers

A-1
Dn(q) % Sn(q) = Du(@)Pon(a) + D Dn(a)Pin(a) &),

Jj=3
jimpair



avec les valeurs

<A 2 3A r
ap=—|(= =

3 +5+ 2 2(A2r)) log|1/¢]|

et

A 12 34 A r? A 3A
(2 22 T T Vogl1/gl = (2 402+ 22 ) log |1
Qs <8+2+W2+8+2>0g\/q\ <4—|—T+F2>og]/ql,

ce qui implique

dimg(Q + Q¢y(3) + QCy(5) + -+ + QG (A — 1))
a1 drA + A — 492

>1+— =
= (233 +2) A+8r2

redémontrant ainsi la minoration (1.1).

Cependant, des calculs numériques avec le logiciel Maple confirment (comme
le fait que Sy, (¢) soit tres bien équilibrée le laissait espérer) que le dénominateur
commun des P;j,(q) du Lemme 3.2 pourrait bien étre de la forme :

2 lan2+Bn+v| A-1 A r

Dula) = (A= D1, 1/ a=—2 -0 (33)
c’est-a-dire que l'on gagnerait une puissance de d,,(1/q) par rapport au choix
D,,(q). Ceci donnerait alors (voir la Remarque 1.5 qui suit la proposition 1.4,
avec 6 = lim,,_, n% logd,,(1/q) et estimation (3.29) de d,,(1/q)) :

dimg(Q + Q¢(3) + Q¢ (5) + - - + Q¢ (A — 1))
ap+9 ArA + A — 42
ag—6 (B 4+2)A- 2 82

> 1+

ce qui démontrerait le Théoreme 1.1. Nous en déduisons donc que pour prou-
ver le Théoreme 1.1, il nous suffit de montrer que le choix (3.3) est valide,
c’est-a-dire

Do(q) Pin(q) € Z B] Vi €{0,3,5,..., A—1}, (3.4)

ce qui fera 'objet de la quatrieme partie.



3.1 Combinaisons linéaires en les (,(25 + 1), j € N*

Posons

~ A—2r —rnp qn+1T)
(T q) = T(A-20n/2+A/2—2 —An(n+1)/2 (@n ( : rn .

de sorte que

Zq 2k+nR ( )

k>1

Remarquons que le degré en T de la fraction rationnelle R, (T; q) vaut —(n+
1)(A —2r)/2 — r — 2 et est inférieur ou égal & —3 puisque A > 2r > 2. La
décomposition de cette fraction en éléments simples s’écrit

ZZ cs”’ SHS a _’j}qg

sle sle

avec dy jn(q) = (—1)°¢7*¢5 jn(q) et

N 1 dA—s _ »
Csjnlq) = (A—s) [dTASRn(T; Q)(T —q J)A} s (3.6)
—Jjs dAfs B ]
= (Aq_ oY [duA s Rn(ug™; ) (u - 1)A] . (3.7)

La définition (3.5) conduit a la relation Rn(Tq™, 1/q) = q"(T*Q)Rn(T; q), qui
a pour conséquence pour tous j € {0,...,n} et s € {1,..., A}

Cis,nfj,n(l/Q) = qn(T_Q)CZs,j,n(q)7 (3'8)
ou de facon équivalente

nstr= 2)Cs,j n(Q) (39)

Remarque 3.1. La relation (3.8) est un peu différente de celle prouvée dans
[12], sauf dans le cas r = 1, ce qui n’est pas une surprise car la série Sy, (q)

6s,nfj,n(l/Q) = q

coincide pour r = 1 avec la série sy (q) := Sn(q) — Sn(1/q) utilisée dans [12].

Nous aurons besoin dans ce qui suit des nombres de Stirling de premiére
espéce sans signe (voir [20]), qui sont des nombres entiers notés c(s, j) (ou s
et j sont deux entiers tels que 1 < j < s) et définis par

s

a:(x—i—l)...(m—i—s—l):Zc(s,j)aﬂ

J=1

10



Lemme 3.2. On a pour |q| < 1, A pair et r € N* tel que A —2r >0 :

A—1
Su(@) = Pon(@) + Y. Pin(0)é(), (3.10)
jiiyj;)izz’r
ou pour j =3,5,...,A—1,
> D —n(r—1) p d -
Ponla) = Pou(l,9) —a """V hyu(1,1/q) — |:dzpl,n(27Q)] (3.11)
z=1
. A 2e(s—1,5—1) -
iDj,n(Q) = ZT&)‘P&”(LQL (312)
s=j ’
et
~ n J qk_j(l_s) ik
Pon(z,q) = Z Z(—l)Hlm Cs,jm(@)2? ", (3.13)
s=1 j=1 k=1 q
Ps,n(Z7Q) = (_1)8 qj(s_l)és,j,n(Q>zj' (3'14)
j=0

Démonstration. Reprenons les fonctions intermédiaires de [12] définies par
Zs(2:q) == Dyt ﬁz_k et Zs(q) := Zs(1;q), vérifiant notamment pour
s> 2
2 S
2@ =20 = oy X lo—Li-DGG). (319

Jj=3
jimpair

et convergeant pour tout s > 1 dés que |q| < |z|. Nous utiliserons le fait que
Z(1/2;1/q) converge pour tout |z| < |g|*~%. Posons alors pour |q| < |2|

Su(z:q) ==Y q"Ruld"; )27,

k>1

Il n’est pas difficile de voir que S,,(z; q) converge des que |z| > |g|(A=2)n/2+4/2-1

et S, (1/2;1/q) converge des que |z| < |g|~(A=2r)n/2=A/2=1 Tes deux séries
Sn(z;q) et Sp(1/2;1/q) convergent donc simultanément pour |g| < |z] < 1
lorsque A > 4. Un calcul simple montre que

Sn(139) — ¢ """ VS, (151/q) = Snla). (3.16)

Par ailleurs, en utilisant la décomposition en éléments simples de R, (T’ q),

on obtient
A

Sn(z;q) = PO,n(27Q)+Zp8,n(zvq)ZS(Z§Q)7 (3.17)
s=1
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olt Pyn(2,q) et Ps (2, q) sont des polynomes en z définis par (3.13) et (3.14).
Or, en reprenant la définition (3.14), on s’apercoit que la relation (3.8) se
traduit pour s > 1 par Ps,n(l/z, 1/q) = z*"q”(’"*l)]%,n(z,q), ce qui nous
donne l'idée d’étudier maintenant la série

Sn(2:q) = Sn(z;q) — 2"¢ """V, (1/2;1/q), (3.18)

avec la condition [g| < |z| < 1 assurant la convergence. Le développement
(3.17), puis la relation ci-dessus entre Ps,,(1/2,1/q) et P (2, q), permettent
alors d’écrire pour |g| < |z| < 1

Su(z:9) = Pon(z,9) —¢ "Nz Ron(1/2,1/g)
A
+ Y Pon(z0)(Zo(2:19) — Z4(1/21/q)). (3.19)
s=1
Il ne reste plus qu’a faire tendre z vers 1 dans (3.19) pour obtenir le Lemme 3.2,
via la définition (3.18) et les égalités (3.15) et (3.16), étant entendu (comme
dans [12]) que

liy Pu o) (24350) — Z(1/3:1/2)) = = | Pun(2v0)|

z=1

3.2 Propriétés arithmétiques des }A’]n

En vue de trouver un dénominateur commun D,,(¢) aux coefficients Pj,,(q) €
Q(q), rappelons que d,,(q) € Z[q] est le polyndéme unitaire, de plus petit degré
et multiple commun de 1 —¢,1 —¢?,...,1 — ¢". On démontre alors les deux
lemmes suivants, qui permettront de déduire le Lemme 3.5.

Lemme 3.3. Pour tous s € {1,...,A} et j € {0,...,n}, on a :
s~ 1
dn (1/9)" " &5 4nlq) € Z {q; q] :

Démonstration. Ecrivons (3.6) sous la forme

1 dA—s ~
Cs.in = n T; 5 2
baanl) = s )| (3.20)
avec
Vo(T;q) = Ru(T;q)(T —q )4

(q)g—27’T(A—2r)n/2+A/2—2q—An(n+1)/2

—rn n+1 '
T “ 1);? ?(T - )qrfm (T —q )% (3:21)
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On regroupe les termes de Vn (T;q) de la maniere suivante :
V(T q) = g FonteA/2=2 p()A/2=r () A/2= H Hy(T

ou a, b et ¢ sont des entiers dépendant uniquement de A et r, les fonc-
tions F, G, H; et I; étant celles définies dans [12]. Donc en utilisant leurs
décompositions en éléments simples (voir [12]), on s’apergoit que si 1’on note
U n’importe laquelle de ces fonctions, ou méme T +— T4/272 alors

dn (1/q)" T a* 1
p V(D) - VAL p Vu € N.

On conclut en utilisant (3.20) et en appliquant la formule de Leibniz de
dérivation (= A — s)-iéme d’un produit de fonctions. O

Lemme 3.4. Soit « = —A/8 —r2/2. Il existe alors 3 et v réels dépendant
uniquement de A et r tels que pour tous (s,j) € {1,..., A} x{0,...,n} :

Démonstration. Reprenons ’expression (3.20) de la démonstration précédente,
et posons 0,(T;q) := %Vn(T; q)/Vi(T; q) la dérivée logarithmique en T’ de
V(T q). Comme dans [12], la formule de dérivation de Faa di Bruno donne
alors pour tout 4 € N

1 d* - y T, q) 1 d-! &
mdﬁvﬂ(T; q) = Z ,H <l' dT— T n (T Q)) - (322)
kit pky,= ,u Fou =1

Or par définition

- d
n(Tiq) = -5 ——(log V(T q))
 (A=2r)n/2+A/2-2 i
N T ~T—q
rnm+n En: 1
= n+1 =0 T- q_l
l#j

13



donc pour [ € N

(-t at o (A-2mn/24+A/2 -2 1
(=t ar1 9 = T e
rn+n 1 n 1
—"_ - <7 A N
izn;l (T —q7) ; (T —q77)
i#]

Or on peut écrire ceci sous la forme

_1)-1 gi-1 —9%)n _ n i !
(1A A 20024 AP 2+Z< q 1)

(-1 dr—1" T £\ Tq77 —

rn+n 1 j—1 qi l n 1
3 e AL (m ) A X e

i=n+1 i=0 i=j+1
. dl—l
ce qui implique que Vj € {0,...,n}, lim ¢ (T q) < 0.
q—+00 dTl_l T:q_j
On en déduit que pour ky + -+ - + pk, = u,
4 Eorq gi-1 ky
; —jp - = (.
qgglwq ll_[l (“ dTl—lvn(T7 q)) | < 0. (3.23)
= T=q—J

Par ailleurs, Vn(q*j ;q) défini grace a (3.21) vérifie :

lim V,(g77;q) x g I(nA/2-AT2) 4524/ 2=rm(m=-1)/2 _ 1
o0

11 suffit maintenant de choisir 4 = A — s dans (3.22), puis a l'aide de (3.20)
et de (3.23) on obtient :

qEErnoo qu(Afs)f(j(nA/2fA+2)7j2A/2+rn(rn71)/2)ESJ’n(q) < 00,
On conclut alors aisément puisque pour tous (s,j) € {1,..., A} x {0,...,n},

—j(A—s)— (j(nA/Q —A+2) _jQA/Q + rn(rn — 1)/2) > an? +6n++",

avec a« = —A/8 —12/2, ' = (r —1)/2, v = —1/(2A) (cette borne inférieure
est obtenue pour s =1 et j =n/2+ 1/A). O

Le Lemme 3.4 implique que limy_, 4o ¢® 747 d, (1/q)475¢5 j.n(q) <
pour tous (s,j) € {1,..., A} x{0,...,n} puisque lim,_ 4 dn(1/q) = dy(0)

&
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+1. En utilisant le Lemme 3.3 on obtient donc que pour a = —A/8 —r2/2 il
existe 3’ et 7/ réels ne dépendant que de A et r, tels que pour tous (s,j) €
{1,...,A} x{0,...,n}

7 ’ —5 ~ 1
qtan2+6 n+vy Jdn (l/q)A cs,j,n(q) e |:q:| ) (324)

D’apres les expressions (3.11)-(3.14), I’équation (3.9), la définition de d,,(1/q)
et le fait que
d - ~
BT R LY} (3.25)

=1 =0

on déduit de (3.24) le lemme suivant (de simples calculs montrent que les
valeurs 3 =" — A+ 1et v ="+ A — 2 conviennent) :

Lemme 3.5. Pour a = —A/8 —12/2, il existe 3 et y réels ne dépendant que
de A et r tels que :

N 1
(A=) glom* 8+l g (1)) AT P (q) € Z M Vj e {3,5,...,A—1} (3.26)

et
A 1
2o 4 (1) A Pon(a) € Z M . (3.27)

Ainsi, en posant
Dn(q) = (A= D)lglem*+omsalg, (1/q)4, (3:28)

on obtient :

A 1

3.3 Estimations asymptotiques

On évalue maintenant asymptotiquement S, (q), puis les coefficients Pjn(q)
de (3.10), et enfin D, (q). Fixons A entier pair et r € N* tel que A — 2r > 0.

Commencons par lestimation asymptotique de S,,(¢), donnée par le lemme
suivant :

Lemme 3.6. Pour tout |q| <1, on a :

. 1 ~ 1
lim —log|S,(q)| = —57"(14 —2r)log|1/q]|.

n—-+00 n2
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Démonstration. On note py(q) = ¢"(1—¢***™) R, (¢*; q), de sorte que S, (q) =

> k>1Pe(q). Par la définition (3.5) de R, (T';q), il apparait clairement que
pr(¢) =0< ke€{0,...,rn}. Or on a pour k > rn+1

Pr+1(9) q(A72r)n/2+A/271 l—gq

Pi(q) 1—g¥tn 1 —qgkorn

tn+2 | _ gltktntrn 1— g~ A+1
1— qk:-i-n—i-l

Comme A —2r > 0, |[¢| < 1let k > rn+ 1, on a donc pour n grand la
majoration uniforme en k :

A+3
Pk+1(Q)‘ < |g|(A-2rm/2 <1 + W) - < 1
pr(a) |~ 1 —|ql 3’

ce qui permet comme dans [12] d’écrire I’encadrement

1 ~ 3
§‘prn+1(Q)‘ < ‘Sn(Q) < lern—&—l(Q)‘-
Or
(r+1)n+2
rn-+n 77“Q7q ™ _(rn —2r)n —
prsa(g) = (1 — gty =2 BT D (qmﬂ)ﬁﬂ) (rat1){(A=2r)n/2+4/2-1)

donc on obtient

.1 - .1 1
lim —5log|Sn(g)l = lim -—5log|prni1(g)] = —5r(A—2r)log|l/q|.

n—-+oo N con

O

Donnons maintenant I’estimation asymptotique des coefficients If’]n(q) de
(3.10), a I'aide du lemme suivant :

Lemme 3.7. Pour tout j € {0,3,5,...,A—1} et|q| <1, on a:
, 1. - 1 )
limsup —; log [P n(q)| < (A +477)log [1/q|.
n—+oo N 8

Démonstration. Remarquons tout d’abord que pour des nombres complexes
Qjn (0 S 1 S TL),

n
g Qjn

1=0

<ec.

1 1
<Vi €{0,...,n}, limsup — log|a; | < c> = limsup —; log
n—+oo T n—+oo N
Ceci montre, via les définitions des Pj,n(q) données par (3.11)-(3.14), qu’il
suffit de prouver que l'estimation du lemme est valide pour les coeflicients

ds.jn(q) = (—1)%¢?*C5 j n(q), uniformément en j et s. Fixons maintenant j €
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{0,...,n} et n = (1 —|q])/2 > 0; la formule de Cauchy appliquée a (3.6)
donne alors

~ 1

ds,jn(q) = Rn(Tq7:q)(1 = T)* T,

2w C

ou C désigne le cercle de centre 1 et de rayon 7. Reprenons donc ’expression
(3.5), qui conduit a

Rn(Tq_j7 (])(1 _ T)s—l — q—j((A—2T)n/2+A/2—2)T(A—Qr)n/2+A/2—2
_rn—jT’ qn_j+1T)rn
(quj)éﬂ

Ceci peut s’écrire apres quelques transformations élémentaires

< (@i -1y

Rn(Tq—j; (])(1 _ T)s—l _ qu2/2—Anj/2+2j—rn(rn+l)/QTA(n—Qj)/2+A/2—2
o1 (@ T, " T),,
(¢/T)H(gT);

En vue de majorer cette expression pour 7" € C, on reprend maintenant les
encadrements de [12] valables pour (a,b) e N* x N, T'e Cet n=(1—1q|)/2:

X (=) (g (1= T)

0 < (lgl(1+m);lg)) e < [(@*T)s < (=(1 +n);la])oo

et
0 < (lgl/X =m)ilal)os < 1(¢*/T)s| < (=1/(1 = n);]4|)so,
puis
TACT2DRARZ2) < (max(1 491/ (1 =)™ (1 4 )22
et

(@)nl < (—lalslal)oo et L= TP~ <1/pHh

Il ne reste donc plus qu’a minorer la puissance de ¢ dans l'expression de
Ro(Tq9;q)(1 — T)*~! ci-dessus. Ceci se fait en remarquant que la fonction
j— Aj?/2—Anj/2+2j—rn(rn+1)/2 atteint son minimum en j = n/2—2/A,
et cette valeur maximale est de la forme —An?/8 — r2n2/2 + An + u, A et p
étant des réels ne dépendant que de A et r. Tout cela conduit a la majoration

|Czs7j,n(Q)| < ¢y X |q’*(14+4r2)n2/87
2
ol & e dépend ni de j i de s, ot vérifie lim /" =1, ce qui permet de
n—+oo
conclure. ;
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Finalement, donnons 'estimation asymptotique de D,,(¢) défini en (3.28) :

Lemme 3.8. Pour tout |¢| <1 on a

7,2

. 1 A 3A
Jim o Do) = (% + 5 + 25 ) el /)

Démonstration. Pour |g| < 1 on a l'estimation (voir [7] et [21])

, 1 3
Jim 5 logldn(1/q)l = —5 log|1/q], (3.29)
donc la conclusion est immédiate & ’aide des expressions de D, (q) et de «
données par (3.28). O

4 Démonstration du Théoréme 1.1

4.1 La g-conjecture des dénominateurs

D’apres le Lemme 3.5, le dénominateur commun & tous les coefficients Aj,n(q)
(7 €4{0,3,5,...,A—1}) dans l'expression (3.10) est de la forme D, (q) = (A—
1) glen*+8n+7l g, (1/¢)4, avec o = —A/8—r2 /2. Comme nous avons vu dans
la partie précédente, I’amélioration donnée par le Théoreme 1.1 correspond
au gain d’une puissance de d,(1/q) dans ce dénominateur commun. Or il
apparait clairement dans (3.26) que le dénominateur commun aux Pj,n (q) pour
je{3,5,...,A—1} est de la forme D, (q) = (A — 1)l glon*+0n1 g, (1/¢)A1,
avec o = —A/8 —r2/2. 1l suffit donc de prouver que cela reste valable pour
PO,n(Q)- Ainsi le Théoreme 1.1 est une conséquence du résultat suivant, qui
est ’expression de notre g-conjecture des dénominateurs :

Théoréme 4.1. Soient A entier pair et r € N* tel que A — 2r > 0. Soit
a=—A/8—1%/2; il existe B et y réels ne dépendant que de A et r tels que :

A 1
qLom2+ﬂn+’yJ dn(l/Q)A_lpo,n(q) =/ |:q:| .

Remarque 4.2. Il est possible, mais inutile dans le cadre de la preuve du
Théoreme 1.1 a laquelle se limite cet article, de prouver avec des outils simi-
laires a ceux qui suivent qu’en fait :

4 1
(A-1)! qLan2+/3n+ﬂdn(l/q)A‘J‘lem(q) S/ [q} Vi €{0,3,5,...,A—1}.
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4.2 Une condition suffisante

En vertu du fait que limg—. 40 dn(1/q) = dn(0) =
du Lemme 3.5, il suffit pour prouver le Théoreme 4.1 de montrer que

+1 et de la formule (3.27)

(1)) Pon(q) € Z [q; ﬂ .

D’abord, le troisitme terme de (3.11) servant dans le Lemme 3.2 & définir

Po.n(q) vérifie grace a (3.24) et (3.25) :

z=1

1/ | £ Prn(era)

Il suffit donc de démontrer que

(1)) (Poalle0) = a0V Ponl11/) € 2 [ai .

Reprenons donc la définition (3.13) de Py (2, q), qui & aide d'un calcul simple

et de (3.9) permet d’écrire :

Vi 4.1
1_q k)S k> ( )

Ma>

Pon(l,q) —q " VPR, (1,1/q) =
s=1 k=1

— (=1)°q "en—j(u) ;o (42)

1
Vi = —k(s—1)
ET A=) duA_stkq !
- u=1

avec comme notation

= —q I Ry(qgu,q)(u— 1)

ej(u) =
= 1)rn+1 A/2—2+(n—2j)A/2q—r2n2/2—nr/2—j(n—j)A/2+]
X <(q)m)2 < (@)n >A (@t g ), - (4.3)
(@), (qu=1);(qu)n—; (¢:9)rn

La formule (4.1) est en fait obtenue en inversant les sommes en j et en k
Cette étape déterminante nous permettra d’extraire un

définies en (3.13).
facteur de V4, (voir (4.5) ci-dessous). Notons que l'on a

A—s
Cs,jm(q) = (Ais)' [q ile= 1)dCZA ~ej(u )Ll, (4.4)
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et que e;(u) est en fait défini pour A € 2N et r € N quelconque.

Du Lemme 3.3 et de la relation (4.4), on déduit que pour tout s € {1,..., A}
et j€{1,...,n}, d,(1/q)A~* [dA*“”ej(u)/duA*S]u:1 € Z|[q;1/q], et par suite
que pour tout k € {1,...,n}, d,(1/q)A~*V}, € Z[q;1/q]. Ceci ne prouve pas
le Théoreme 4.1, mais par définition de d,,(q), il suffit via I’équation (4.1) de
montrer que pour tous s € {1,..., A} et k € {1,...,n}, on a en fait :

1 1
——d, (1) Vi € Z |g; ~ | . 4.5
=R A T (45
C’est ceci qui se révele difficile, tous les termes définissant Vj, étant importants.
En effet, les calculs effectués avec le logiciel Maple montrent que cela est faux
si I'on remplace Vj, défini en (4.2) par 1/(A — s)! x [d*~%¢;(u)/du?~*] yey OU
méme 1/(A —s)! x 70, g Fe=Y [d4=%¢;(u) /dut]

u=1"

Ecrivons maintenant notre condition suffisante nous permettant d’obtenir
le Théoreme 4.1 et donc le Théoréme 1.1 : pour tous s € {1,..., A} et
ke{l,...,n},

A—s A—s T ‘
] —1q"f dﬁ/—(])s)! dciA—s Dl =gl €z [q; 1} - (46)
j=k

On a en effet le lemme suivant :

Lemme 4.3. Soit A entier pair, et r € N* entier tel que A —2r > 0. Fizons
se{l,..., A} et ke {l,...,n}. Si

1 dp(1/)A5 | dt & Y 1
L B | S i )| eafel],
| 2

u=1

alors ) )
— A (1) e Z g | .
e (1/g)" Vi € [q, q}

La condition suffisante (4.6) sera démontrée par le lemme clé du para-
graphe 4.3.

Remarque 4.4. On a ainsi remplacé la somme définissant Vj en (4.2) par
> i ej(u)(1 —¢"%/u?). L’intérét de cette derniere somme est que, contraire-
ment a celle définissant Vi, elle peut s’écrire comme limite d’une série hy-
pergéométrique basique tres bien équilibrée, qui elle-méme pourra s’exprimer
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(via une transformation due & Andrews donnée au paragraphe 4.4) a laide
d’une somme multiple Zl v;(u), dont chaque terme possedera la propriété

souhaitée, a savoir :

1 —1q"“ dn(i/—(ﬂsf;ls [diAAjs Ui (“)Ll €L [q; ;] :

Démonstration du Lemme 4.3. Vi, défini par (4.2) peut aussi s’écrire

1 dA—s n

Vi = A=) | dui=s D (g — g Fye ()
. J=k u=1
—k A-s T
q d
. — _1 S i
o s 2 i) (1) ()
j=k u=1
Or ej(u) défini par (4.3) vérifie la relation
en_j(u) = ut g He; (1/u). (4.7)

Si I’on dérive [ fois cette égalité par rapport a u, et ’on spécialise u = 1, alors
on obtient pour des \; € Z :
-1 i
d’ L neo; | d —2j d'
en_j(u)} = (-1)'¢""¥ | —ej(u) +¢" Y N |——ej(u)
[dul - du! w1 iz:% du?

u=1

De cela, nous déduisons en posant [ = A — s que Vj, peut s’écrire

—k A—s T

q d 97

Vie=Vi1+ Vio+ (A—5) | duts E (1—g¢q 2])ej(u) , (4.8)
! =

u=1

avec
n

dAfs

duAfs
Jj=k

Via = (g6~ — g7k ej(u) :
u=1

et pour des (ay, 3;) € 72
A—s—1 dz
Vio = ; q* Bi [duiej(U)} .

Tout d’abord, concernant Vj j, pour tout s € {1,...,A} on a (q_k(s_l) —

¢ *)/(1 —q7%) € Z[1/q]. Par ailleurs, avec le Lemme 3.3 et la relation (4.4),
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ona: d,(1/¢)47/(A—3s)! x [dA%¢j(u)/du*~*)u=1 € Z[g;1/q]. On en déduit

que :
1

1—q*

dn(1/9)* Vi1 €2 {q; ;] : (4.9)

Mais on a aussi grace au Lemme 3.3 et & la relation (4.4) d,,(1/¢)A* V2 €
Z[q;1/q], donc & fortiori

1
7dn 1 q A_SVk cZ |:q; :| . 4.10
1—qF (1/q) 2 p (4.10)
Enfin on peut écrire :
1 dA—s n .
Gt | duis 22— )esw)
' i=k u=1

1 LR n—2j, 2

T A— ) | duAs A —qFuP)ej(u)|  + Vi, (4.11)

j=k u=1

avec V}, 3 exactement du méme type que V} 2, donc vérifiant
1 A—s 1
mdn(l/Q) Vis €214 - (4.12)

Finalement les expressions (4.8) et (4.11) permettent de conclure, via (4.9),
(4.10) et (4.12). O

4.3 Le lemme clé

D’apres le Lemme 4.3, il suffit pour prouver le Théoreme 4.1 de démontrer la
condition suffisante (4.6). Celle-ci est elle-méme conséquence du lemme plus
général suivant :

Lemme 4.5. Soient I, r, A, k et n des entiers positifs, avec A pair et k €
{1,...,n}. On a :

1 dn(l/q)l dl - n 25 .1
1—q* N Z - u? Jej(u) €Z|q—|,

ot ej(u) (défini en (4.3)) s’écrit :

e (1) = uA 22T (=20 A4/2=r®n? /2 -nr/2=j(n—) A/2+]

it (@) (@)n M@ g ),
=) <<q>a> <<qu1>j<qu>nj> @
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Pour démontrer ce lemme, nous avons besoin d’une identité générale de trans-
formation de séries hypergéométriques basiques, ce qui fait ’objet du para-
graphe 4.4. La démonstration du Lemme 4.5 sera donnée dans le para-
graphe 4.5.

Afin d’illustrer le Lemme 4.5 lorsque [ = 0, écrivons (au signe pres)
> (1= q""%)e;(1), dans les cas particuliers (A,7) = (0,0), (A4,r) = (2,0),
(A,r) =(0,1) et (A,7) = (2,1) respectivement (en posant p = 1/q) :

n e 11— n—k+1
D) = (- (4.13)
- —p
=k
n 2
—2i\ i(i—n n —h(n— n| (n—1

Y (=g )it H = (1= pF)p Mkt M [k_l] . (414)
j=k q P P

(1 _ qn—Zj)qj—n(n+1)/2 |:n+]:| |:2n _,7:|
j=k nolgl oy

= (1 — pF)p 1)/ [n + k] [271 T1—k
p

il L, (4.15)

n

2

zn:(l _ 2 ) i+ 1)/2 [" + 17} [2” - j] m
q q

n n
=k Jlq

n—k
=(1— pk>pk2—kn—k—n(n—l)/2 Z(_1)1p1(2k+z—1)/2
1=0

-1 om — k —
. [ZJrﬂ [nk: l 1 ] [k nk . /lc z] - (416)
Ty N p = =R =L,
L’égalité (4.13) est obtenue par un calcul direct, alors que (4.14)-(4.16) sont
obtenues par des spécialisations de la transformation de Watson finie [9, Ap-
pendix III, (ITI.18)]. Ces identités montrent bien que > "_; (1 — " ¥)e;i(1) €

(1 —q¢%)Z[q;1/q]. En particulier, (4.16) illustre le fait que ceci peut étre
visible malgré un membre de droite compliqué.

Lorsque 1'on divise toutes ces égalités par —(1 — q) = (1 — p)p~! et I'on
fait tendre ¢ vers 1, on trouve respectivement les identités hypergéométriques
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suivantes, dont les trois premieres ont été données dans [11, p. 62] :
> (n=2j) =k(n—k+1),
7? 2:k n\(n—1 ’
J k)\k—1
. N\ (20— kN (2n+1—k
=Sz (" T ) =R (M) (),
; n n k n+1
ij=k
n . . 2
AR 2n — n
2e-a("7)("7)0)
, n n J
=k
n—~k
+k\/n—-1-1 2n—k—1
S (=" :
Z( )<k:+l)< k—1 )(k:,nk:,nk:l)

4.4 Une transformation générale de ¢-séries

Nous avons maintenant besoin, pour montrer le Lemme 4.5, d’une identité
de transformation due & Andrews [1, 2] entre une somme simple trés bien
équilibrée et une somme multiple, qui est le g-analogue du Théoreme 8 de
[11]. Cette identité a été prouvée d’abord dans [1], avant d’étre vue dans [2]
comme une conséquence directe du lemme de Bailey [4], qui est lui-méme un
outil élémentaire et tres efficace pour prouver des identités de g-séries.

Théoréme 4.6 (Andrews). Pour tous entiers m > 0 et N > 0, pour tous

complexes a, by, c1,...,bm+1,Cmy1, 0N @ :
N _
Zl—aq% (a,bi,c1,. - by, g1, @ V)
1—-a (Q7 GQ/bl, G/Q/Cl, cee 7aq/bm+17 aq/cm—‘rlu an+1)k

k=0

< amHgmHI+N )k
X
bici...bmiicmi

(ag; aq/bmt1Cmi1) N ghitHm=1ghittlm
(aq/bmt1,aq/Cmi1) N (b2c2)11 - - (b )1

0<l) <<l <N

(g~ < (bit1s Cit1)1, (aq/bici)i;—1,_,
X L4017
e T o W st @i, 7

Cette égalité justifie notre intention aux paragraphes précédants de nous
ramener a une série tres bien équilibrée. En effet, lorsque pour tout i €
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{1,...,m+1}, aq/b; # ¢ et ag/c; # ¢V, le membre de gauche de (4.17)
peut s’écrire en terme de série hypergéométrique basique tres bien équilibrée :

2m+6P2m+5 a,9v/a, _q\/a’bl?cla'--abm+1acm+17q_N 1q, 2
mAOYEMAS N Ja, —v/a,aq/bi,aq/cy, . . ., aq/bmi1,aq)cmi1, ag¥ T 7|

avec z = a1 g™ N /biey .. byyicme1. Cependant, si un des facteurs
I+N " alors la série hypergéométrique ci-
dessus n’est plus une somme finie. En effet, le facteur (q*N )i du numérateur,
garantissant cette finitude, se simplifie avec le dénominateur (aq/b;)g. Le
membre de gauche de (4.17), qui est toujours une somme finie, peut alors étre
vu comme limite d’une série hypergéométrique basique tres bien équilibrée :

1+N+6 —N
lim 9 +6¢2 s aaQ\/aa_Q\/a7a% TN ;Cly .- 054 :q Zq—(5
m m _N—
60 Va, —/a, g N7 aq/cy,...,agN T

b; ou c¢;, par exemple by, s’écrit agq

Remarque 4.7. Dans le cas m = 1, I’égalité (4.17) est exactement la trans-
formation finie de Watson déja mentionnée dans le paragraphe précédent et
utile pour prouver les identités (4.14)-(4.16). Ceci indique bien que (4.17)
pourrait étre 'ingrédient manquant pour démontrer le Lemme 4.5.

4.5 Démonstration du Lemme 4.5

Posons v;(u) = ej(u)(1 — ¢"~%u?), de sorte que le crochet de l’expression
que l'on étudie dans le Lemme 4.5 peut s’écrire

n n n—=k

Z(l — " VuP)e;(u) = Zvj(u) = Z Vgt (w0).

j=k =k

<

Ceci se transforme en

n—=k

j 1 — ap¥
((A/2—r)n+Aj2-1) ,, L — AP
vg(u) X X
k(w) on I —
o (@p P p R )
(p7 a’pk—rn—nujpk-l—lu’ o 7pk+1u7pk_”,pk’+1u2;p)j , .

avec p = 1/q et a = p?E=my? ) les facteurs p*~"u au numérateur et pFtly
au dénominateur apparaissant A 4+ 1 fois. On peut maintenant appliquer
la formule d’Andrews (4.17) & (4.18) en remplagant ¢ par p, et en posant
N=n—km=A/2+1,a=p* "2 by =p" "y c;=by=cy=--- =
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bA/Q = Capj2 = bA/2+1 = CAj242 = Pkin% CA/24+1 = pkHUQ et bA/2+2 =P

Ceci donne comme expression alternative pour (4.18) :

”Uk(u) % (p2k+1_nu2apku;p)n—k’
(p?E—nu?, pFHlus ),

y Z (pP—ry2)atHaspphtHasn

2k—2n,,2\l1+Hla/2_1 (1 2k—n+1,,3\]

0l Sy gy S (P u2) A (pEE Ly ) a2
A/2 _ _
" (p~"™, PP, PP p), y 1—/[ (P, pP s ), (P )it
(p, PP, pR s )y (P, PR s )y (s P
y P p)i, y "0 P w1y (/% Pty r—lase

P wp),,, P PP DR D) (PSP) i —ta e

En posant [ := (l1,...,l4/241), on obtient aprés maintes transformations
élémentaires de p-factoriels (p =1/q) :

n

Y 1 =g"HuP)ej(u) = (1 - ptu) > wy(u), (4.19)

Jj=k 0<i1<-<lpjp11<n—k
ou pour £(1), p(1) et ¥(l) éléments de Z,

A)2

n+l; — -
wy(u) == (=1)$OpOy¥O xRy (n, k,n, p, u) x H [ . 1}
l A)2
A/2+1
X X Ro(0,n+1,k+1l;,p, 1/u
|:l17l2_l17--->lA/2+1_ZA/2:|p }_[1 ol P1/u)
A2

X HRO(O,n —k—1li_1+1,0,p,1/u) x Ro(0,k+1; +1,0,p,u)
=2
X Rl(n7n - ll - k7n - llypa 1/“) X R2(n7 ka ZA/2+17 ZA/27p7 U), (420)

et pour a <y < [ entiers et |g| # 1

(1—u)(q)p-a-1 (@)8—a—1
Ro(a, B,7,q,u) := = . (4.21)
( (qa_wu)ﬁ*a (qo‘_Vu)V_a(qu)ﬁ,vfl
puis pour n > j > i > 0 entiers et |g| # 1
Ri(naisjyq,u) = D (qnﬂ_jﬂu)m*”“, (4.22)

(@) (Q)rnfnﬂ'



et enfin pour 0 < mgy < m; <n — k entiers et |¢| # 1

(Q)n (1/u)m1*m2 (qu2)k+m2 (qu)nfmlfl ]
(QU)n (qu2)k—l (qu)k-l—ml (Q/u)n—k—ml

Ro(n, k,my,ma,q,u) := (4.23)

Remarque 4.8. Les fractions Ry/(1—u), Ry et Ry définies a I’aide de (4.21)-
(4.23) sont des g-analogues de certaines briques élémentaires et spéciales de
[11].

L’expression (4.19) indique que pour démontrer le Lemme 4.5, il nous suffit
maintenant, en vertu de la formule de Leibniz de dérivation d’un produit, de
prouver que pour tout entier [ :

d”l(!p)l [C;lel(u)} . c7Z [p; H =7 [q; (1]] )

Mais grace a la formule de Leibniz de nouveau et a l'expression (4.20), ceci
est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 4.9. Soit |q| # 1. Pour tous entiersl >0, a <~y <3, n>j>i>0
et0<mo<m <n-—=~k,ona:

dg—a_1(q) [ d 1
ﬁl'l() |:dulR0(a7/6>’Y7 Q7u):| € Z |:Q7 q:| ’ (424)
: u=1
dn(q)" [dl . } [ 1]
—Ri(n,%,7,q,u e€eZ\q -, 4.25
l' dul 1( ) w1 q ( )
—Ro(n, k,mi,mo, q,u eZ\|q,—|. 4.26
0 | 7 2( 1,M2,q, ) - . (4.26)

De plus, ces propriétés restent valables lorsque u est remplacé par u®, e € Z
(en particulier par 1/u).

Démonstration. Tout d’abord, le fait que les propriétés (4.24)-(4.26) restent
valables lorsque u est remplacé par u®, e € Z, est une simple conséquence de
la dérivation des fonctions composées.

Commencons donc par démontrer (4.24), en décomposant en éléments simples
la fraction rationnelle (en w) :

1— g
RO(a)ﬂaf}/acb Za]

q] ’YU
J#W
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e (1—g)...(1—go)
A 01 -q). (T

aj:

qui se récrit

) ) . —a—-1
aj = (—1)i—eqli—a)-at1)/2 {ﬁ ; fa ] €Zlq].
q

En dérivant, on obtient donc

1 d

ST R
- R, — J=nl, .
1 gt Boles 6,7, ¢, 1) ;_aq %

_ qj_'Yu)H-l ’
G

ce qui en prenant u = 1 prouve (4.24).
Démontrons ensuite (4.25). Comme R;(n,i,j,q,u) est un polyndéme en u de

degré (r —1)n+j, on a ddele (n,i,7,q,u) =0sil> (r—1)n+ j. Supposons
donc que [ < (r —1)n+j. On a alors :

1 d ;
- v . . _ o f +...+f
l!dulRl(n7Z7]7Q7u)_ o Z ( 1)q ! !
nti—j+1< f1<--<fi<rn+i
« Rl(naiaja q, u) .
(1 —qhu)...(1—qhu)
En posant g, := fi, — (n+1i — j) pour tout m € {1,...,1}, ceci peut s’écrire

lorsque u =1 :

1[d - I (n+i—j)l4gr+ta
ﬁ WRl(nv %, 7,4, U):| . = Z (_1) q g o Rl(q)7
u= 1<g1<<gi<rn—n-+j
avec
> n it rm—n-+j 1
Ri(q) :== ) T l ) = nti—jt wrigray (427)
(Q)n (Q)rnfnJrj (1 -9 J 91) tee (1 -4 J gz)
Pour prouver (4.25), il suffit donc de démontrer que
dn(q)'Ra(q) € Zq). (4.28)

Pour cela, faisons quelques rappels sur les polynémes cyclotomiques. Pour
t € N, le t-ieme polynome cyclotomique est ¢y(2) := [[yr—1 pei(z — €2F7/1),
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avec comme premiere propriété le fait que ¢y(x) € Z[z]. Ensuite, on peut

montrer que

¢" —1=]]¢ale)

din

ce qui permet de déduire d’une part que
n
= H oi(q)
t=1
et d’autre part Pordre de divisibilité suivant dans Z|q] :

n o .
q¢—1 0sit=1
ords(q) (H q—1> :{ 2] sit>2
=1 -

t

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Maintenant, comme R; (q) est une fraction rationnelle en ¢, dont numérateur
et dénominateur s’expriment au signe pres en produits de fonctions du type

¢+(q) (de par (4.29)), il suffit pour prouver (4.28) de voir que
VteN, ordg,g (dn(q)lf%l(q)> > 0.

Nous distinguons pour cela trois cas.

e Sit =1, alors on a en vertu de (4.30) et (4.31)
ordg, (g) <dn(Q)ZR1(Q)> =1+ ordg, () (R1(q)> —l-1=0.

e 5i2 <t <n,alors (4.30) et (4.31) donnent

l
07“d¢t(q) (d ) Z 1 — ord¢t(q (1-— qngr"H*j))
=1

(T lED (Y"t”J |

(4.32)

)

ou il est facile de voir que le terme a l'intérieur de chaque parenthese

est positif ou nul, ce qui permet de conclure.

e Sit > n,on adans un premier temps par (4.30)

ordg, (q) (dn(q)l]:zl(q)) = ordy,(q) (Rl(q)) .
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D’autre part, puisque 1 < g; < --- < g <rn—n+ j, on peut écrire en
utilisant (4.29)

l rn+1
m+n+i—j
D ordy g (L= ) < N ordg, ) (1 ¢%)
m=1 g=n+i—j+1
rn+i rn+i . . :
™+ 1 n+1i—7
= D ordg(1-d)= ] 1:{ t J_{ t J
g=n+i—j+1 g=n+i—j+1
tlg tlg
= Ordtbt(q) ((qn+z—J+I)Tn_n+j) )

Donc finalement, puisque n > j et t > n, on a en reprenant (4.27)

ordy, (q) (dn(q)lﬁl(@) 2 L%J - L%J B Vn_th

SGH Nl s KL

Il ne reste plus qu’a prouver (4.26). Supposons dans un premier temps que
my > mg. On peut alors écrire en reprenant la définition (4.23)
RQ(?’L, kv mi,ma,q, U’) = (1 - u_l)R3<q7 ’LL),

ou

_ (@n (9/1)my—my—1 (qu2)k+m2 (qu)n—m;—1
R3(Q7 u) . 2 :
(qWn  (qu¥)r-1 (@Wksmy (@/W)n—k—m,
Ceci montre, a ’aide de la dérivation des produits par Leibniz, qu’il suffit
pour prouver (4.26) de montrer que

dn()"" |:le3(Q7u):|

1
i Jul €Z [q, ] . (4.33)

q

u=1

Mais, sachant que m; —mg — 1 < n et k+mo < k+ my < n, la propriété
de Leibniz et la dérivation des fonctions composées permettent de voir qu’il
suffit pour montrer (4.33) de prouver que pour tous 1 < h; <--- < h; <n

R3(qa1)
(I—gM)...(1—qgM)

On distingue les trois mémes cas que précédemment. Sit =1 out > n, on
voit par (4.30) et (4.31) que ordg,(q) (Ra(g)) = 0. Dans le cas out 2 <t < n,

Ry(q) = dn(q)"™" €Z|q. (4.34)
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on écrit

ordg,(q) (Ra(q)) = 1 + Z ( — ordg, (g)(1 — qh’”)> +ordg,(q) (Rs(q, 1))

mp —mg — 1 k—1
>1+ord¢t<q><R3<q,1>>=1+[ e N

k+mo k+m n—mp—1 n—k—m
1 il el e
n—mp;—1 n—k—m k—1
(e el il e e el )
k+ my k + mo m1 — msy
([ - ) )
mi1 —mo mi1 —mg — 1
([ - [m==))
Or l'identité élémentaire 0 < |a+b| — |a| — |b] < 1 permet d’affirmer que
la premiere parenthese de cette expression est supérieure ou égale a 0, et les
deux suivantes sont entre 0 et 1. Ceci montre que si ordy, 4y (R4(q)) < 0, alors
les deux dernieres parentheses doivent valoir 1, ce qui implique que ¢ divise
mq — my. Mais en écrivant ces deux dernieres parentheses de deux autres
fagons, on voit que ordg,(y (R4(q)) < 0 impliquerait aussi le fait que ¢ divise
k+mo+1 et k+mq; donc t diviserait 1 = (mg —ma)+ (k+ma+1) — (k+my),
ce qui est absurde car t > 2. Donc ordy,(q) (R4(q)) > 0.

Démontrons enfin (4.26) dans le cas m; = my. De méme que ci-dessus, il
suffit de montrer que pour tous 1 < hy <--- < h; <n

lRQ(n7 k>m17m17Q7 1)
(1—qM)...(1—qM)

Ici aussi si t = 1 ou t > n, alors par (4.30) et (4.31), ordy,(q) (Rs(q)) = 0.
Pour 2 <t < n, l'ordre de multiplicité ordg, ) (R5(q)) vaut

Rs(q) := dn(q) € Z[q].

!
Z (1 —ordg, (1 — qhm)> + ordg, g (R2(n, k,m1,m1,q,1))

m=1

Z 0Td¢t(q) (RQ(n, k, mi,mi,q, 1))

[ - e e
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