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Chapitre 1

Les constructibles

1.1 Fermés et ouverts

Définition 1.1.1 Soit K un corps algébriquement clos, et s < w. Une partie
F de K?® est un fermé principal si elle consiste des s-uples dans K® qui
annulent un polynéme f(z1,...,2z,). Donc F' consiste des zéros de f(z); il
est défini par I’équation polynomiale f(Z) = 0. Plus généralement, un fermé
est une intersection finie de fermés principaux; il est défini par un systeme
(une conjonction) d’équations polynomiales.

Un ouvert principal est le complément d'un fermé principal ; il est donc
défini par une inéquation f(z) # 0. Un ouvert est le complément d’un fermé,
il est la réunion des ouvert principaux et est donné par une disjonction
d’équations.

Cette définition dépend de I’espace ambiant : le méme polynéme f(z) peut
étre considéré comme polynoéme en variables T qui figurent dedans, ou bien
en variables Zy pour tout y; si  est de longueur s et  est de longueur ¢,
alors f(z) = 0 définit un fermé F dans K%, et le fermé F' x K' dans K5t
Nous remarquons que l'intersection d’un nombre fini d’ouverts principaux
donnés par des inéquations f;(z) # 0 (pour i < n) est encore principal, et
determiné par I'inéquation [],_, fi(Z) # 0. Alors, la réunion d'un nombre
fini de fermés principaux est aussi un fermé principal ; par distributivité des
opération booléennes on voit facilement que la réunion d’un nombre fini de
fermés est fermé, et 'intersection d’un nombre fini d’ouverts est ouvert. Nous
verrons plus tard que lintersection d’une famille quelconque des fermés est
encore fermée, et est en fait l'intersection d’une sous-famille finie (ce qui



qualifie comme noethérianité), et que ce vocabulaire topologique est bien
justifié. Il s’agit de la topologie de Zarisksi.

Pour s = 1, un fermé est soit K entier, soit un ensemble fini, dont le car-
dinal est borne par le plus petit des degrés des polynomes dans sa définition.
Par dualité, un ouvert est soit vide, soit co-fini (de complément fini) dans
K. Par contre, des que s > 2, la structure formée dans K par les fermés
(ou les ouverts) est beaucoup plus riche; il n’y a pas seulement les produits
des fermés de K, mais aussi les diagonales (définies par z; = z;), les droites,
les cercles, les plans, sous-espaces, hyperplans. ... On note que dans plusieurs
dimensions les points sont toujours fermés, mais ne sont plus des fermés prin-
cipaux; en général les fermés principaux sont des ensembles de codimension
1 (donc, des courbes dans K?, des surfaces dans K3, etc.).

Lemme 1.1.2 1. L%néquation f(Z) # 0 définit un ouvert non-vide ssi f
n’est pas le polynome nul.

2. L’intersection de deux ouverts non-vides de K™ n’est pas vide ; K™ n’est
pas la réunion de deux fermés propres.

DEMONSTRATION: Pour la premiere partie on raisonne par récurrence sur
le nombre s de variables. C’est vrai si s = 0 et f est constant non-nulle.
Soit donc f(z,y) = Y iy fi(@)y" ot f,(Z) n'est pas identiquement nul ; par
hypothese d’induction on trouve a tel que f,(a) # 0, et f(a,y) n’a pas plus
que n zéros. Comme tout corps algébriquement clos est infini, on trouve b tel
que f(a,b) # 0.

La deuxieme partie suit : si f(z) et g(Z) ne sont pas identiquement nuls,
leur produit (fg)(Z) ne 'est pas non plus. Donc, la réunion de deux fermés
principaux propres n’est pas K° entier. Or, tout fermé propre est contenu
dans un fermé principal propre. m

Définition 1.1.3 Un constructible est une combinaison booléenne de fermés.

Donc, un constructible est obtenu a partir des fermés en prenant réunions
finies, intersections finies, et compléments. Evidemment, un constructible est
aussi une combinaison booléenne d’ouverts.

Lemme 1.1.4 Tout constructible est réunion d’un nombre fini d’ensembles
de la forme FN O, ou F est fermé et O est ouvert principal ; on peut méme
[’écrire comme une réunion de tels ensembles deux-a-deuz disjoints.



DEMONSTRATION: En utilisant les lois distibutives booléennes et le loi de de
Morgan, on peut exprimer tout constructible en forme normal disjonctive,
¢’est-a-dire comme réunion d’intersections de fermés et d’ouverts. Mais une
intersection (finie!) de fermés est encore fermée, et une intersection d’ouverts
est ouverte ; tout constructible A s’exprime sous la forme A = J,_,, £i N €Y,
ou les F; sont fermés et les €2; ouverts. Chaque (); est égale a une réunion
finie U, ,,, O! d’ouverts principaux O/, et A=/J,_, Ujcn, Fi N 0’

Pour exprimer A = |, <n Fi M O; comme réunion des intersections deux-
a-deux disjointes, on I’écrit d’abord comme

A=JFEn0O;n((~0;U=F).

i<n 7<i

Si (V;i(=0; U—F)) = U, 7 N QJ avec @7 fermé et Qf ouvert principal,
on obtient

FnOin()(~0;U~F) = Fnoin|Jenq
7<t j<n;
= JEnenoing
Jj<n;
= J@EneIn()-)n(0;na),

j<n; k<j

ce qui donne la forme requise. =

Autrement dit, chaque constructible s’exprime comme réunion d’un nombre
fini d’ensembles définis chacun par un systeme de la forme

[1(@) = OA fol®) = 0N A ful®) = 0 A g(z) # 0

bien str, il n’y a rien de canonique de cette décomposition !

Pour chaque s nous avons défini les parties constructibles de K*. Il nous
faut maintenant établir des liens entre les constructibles de ces différents es-
paces. On voit facilement que si F'(7, §) est un fermé (principal) de K***, alors
pour chaque @ € K* on obtient un fermé (principal) K(Z,a) en substituant
a pour y dans les équations. De méme, pour un ouvert (principal) O(z,y) de
K*** on obtient un ouvert (principal) O(Z, a) de K*; en substituant dans un
constructible C(Z, y) on obtient un constructible C(z, a).



Définition 1.1.5 Une famille {C; : i € I} de constructibles dans K* est
uniforme s'il y a un t et un constructible C(Z, ) de K*** tel que chaque C;
s’exprime comme C(Z,a;) pour un a; € K*.

Par exemple, les droites du plan K? forment une famille uniforme de fermés :
on considere le fermé F(z, y,u, v, w) de K® défini par uz+vy = w; une droite
est obtenue en substituant (a, b, ¢) (avec a # 0 ou b # 0) pour (u,v,w).

Proposition 1.1.6 1. Si{F;:i € I} est une famille uniforme de fermés
dans K, il y a un n < w tel que pour chaque v € I soit F; = K, soit

2. Si{C; i € I} est une famille uniforme de constructibles dans K, alors
il y a un nw tel que pour chaque i € I soit |C;| < n, soit |K — C;| < n.

DEMONSTRATION: Si C(z,y) est un constructible dans K'** et n est la
somme des degrés en x de tous les polynomes qui figurent dans une définition
de C, alors il est facile de voir que tout ensemble défini par C(z,a) pour
un a € K' a au plus n éléments, ou bien son complément a au plus n
éléments. Mais si C(x,a) est fermé, la deuxieme alternative est impossible
sauf si C(z,a) est K entier. m

Lemme 1.1.7 Sini F C K* ni F' C K sont vides, alors F' x F' est fermé
dans K* ssi F est fermé dans K® et F' est fermé dans K*.

DEMONSTRATION: Si F' et I sont fermés, on obtient les équations définissant
F x F' comme réunion des équations définissant F' et F’ (c’est-a-dire en
prenant U'intersection de F' x K' et K*® x F'). Réciproquement, si F' x F’ est
fermé, alors F'(z) = (F x F')(Z,a) pour tout a € F’, donc F est fermé. Par
symétrie, I’ I'est aussi. m

On voit donc que la topologie de Zariski sur K*** raffine bien la topologie
produit induite par les topologies de Zariski sur K* et sur K'. Mais elle est
bien plus fine : les diagonales ne sont pas fermées dans la topologie produit !

1.2 Projection d’un constructible

Dans cette section, nous allons démontrer un théoreme important qui a
été découvert, indépendamment, en algebre par Chevalley et en logique par
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Tarski. Il nous dit qu’en prenant des projections, nous ne sortons pas de
I'univers constructible.

Soit C(Z, ) un ensemble dans K*t*. Si 7 dénote la projection de K*™ &
K*, la projection 7C est I'ensemble des @ € K*° tel qu’il y a un b € K* avec
(a,b) € C. Cest pour ¢a qu’on la note aussi 3y C(Z, 7), avec I'avantage que la
notation specifie les variables projectées. Il est évident que la projecton par
rapport a plusieurs variables s’écrit comme suite de projections par rapport
a une seule : JyC(z,y) définit le méme ensemble que Jy; ... Iy, C(Z,7), et
aussi que Jy; ... Jy; C(z, 7).

Lemme 1.2.1 1. La projection d’un ouvert est ouvert.

2. S1 F(z,y) est un fermé contenu dans la diagonale xs = y, alors la
projection Jy F(z,y) est fermé.

DEMONSTRATION: Comme la projection d’une réunion est la réunion des pro-
jections (mais attention : la projection d’une intersection n’est pas nécessairement
I'intersection des projections), il suffit de traiter le cas d’un ouvert principal,
défini par une inéquation g(z,y) # 0. Si g(z,y) = >_.,, 6:(Z)y", cette projec-
tion équivaut I'ouvert défini par \/,_, ¢;(Z) # 0, car dans un corps infini un
polynome non-nul n’est pas anullé par tous les éléments.

Pour la deuxieme partie, il suffit de reécrire les équations en substituant
T, pour y. m

Proposition 1.2.2 Si C C K* est constructible, il existe un fermé F(Z,y)
de Kt tel que C(Z) est égal o Iy F(Z,y); en plus, la projection est une
bijection entre F(Z,y) et C(Z).

DEMONSTRATION: Tout constructible C' s’exprime comme une réunion dis-
jointe |J,_,,(Fi N O;), ou F; est fermé et O; est un ouvert principal défini par
une inégalité g;(z) # 0. Si F} dénote le fermé donné par ¢;(Z)y — 1 = 0, alors
C est la projection du ferme défini par la réunion (J,_,, ((F; x K) N F}); les
composantes de cette réunion étant aussi deux-a-deux disjointes, la projec-
tion nous donne bien une bijection. m

Pour la preuve du théoreme principal, nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme 1.2.3 Tout constructible peut s’exprimer comme réunion finie de

constructibles, chacun défini par un systeme d’équations et d’inequations po-
lynomiales dont au plus une seule mentionne la derniére variable.



DEMONSTRATION: Considerons d’abord un systeme de deux équations f(Z,y) =
0 A g(Z,y) = 0. En developpant par rapport a y on obtient

N h@y =0AY g@)y =0;

i<m i<n

ou ni f,, ni g, sont identiquement nuls. Si m > n, considérons le polynome

r(Z,y) = gu(2) f(Z,y) — ™" f(2) (2, y),

un polynome de degré en y inférieur & m. Je tiens que f(z,y) = 0Ag(z,y) =0
est équivalent a

[r(Z,y) = 0Ag(Z, y) = OAga(Z) # OIV[f(Z,y) = 0N g;(T)y’ = OAga(T) = 0].

i<n

En effet, on voit facilement que tout (a,b) qui satisfait f(a,b) = g(a,b) =0
aussi satisfait la disjonction. Pour le converse, si (a, b) satisfait la disjonction,
soit g,(a) = 0 et on a aussi f(a,b) = g(a, b) = 0, soit g,(a) # 0 et le fait
que r(a,b) = g(a,b) = 0 implique que f(a,b) = 0. On note que la somme des
degrés en y des polynomes dans chaque conjonction est inférieure a m + n,
c’est-a-dire inférieure a la somme des degrés en y de f et de g.

En itérant ce procédé, on voit par récurrence (sur le maximum des sommes
des degrés en y de tous les polynomes dans une conjonction qui contient au
moins deux polynomes qui font intervenir y) que tout fermé F'(z, y) s’exprime
comme réunion disjointe de constructibles de la forme C;(z) N F;(Z,y), ou F;
est un fermé principal.

Pour traiter le cas général, il suffit de considerer une intersection d’un
fermé avec un ouvert principal, car tout constructible est une réunion finie
de tels ensembles. Par le raisonnement précédent, on peut 1’écrire comme
C(z)NF(z,y) NO(Z,y), on C est constructible, F est fermé principal, et O
est ouvert principal. Soit F' défini par un équation f(Z,y) = >_.,, fi(® Yyt =0

et O par une inéquation g(z,y) = >, 9 (Z)y? # O

Sin > m, on considere r(Z,y) = fn(Z)g(Z,y)—y" "g.(Z)f ( y) de degré
en y inférieur a n ; on voit comme précédemment que f ( ,y) =0Ag(Z,y) #0
équivaut a

[fm(Z) # 0 A f(Z,y) =0Ar(Z,y) # 0]
V [fn(®) = 0N fi(Z)y' = 0Ag(x,y) # 0);

<m
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la somme des degrés en y des polynomes dans chaque conjonction étant
inférieure & m + n, on peut raisonner par récurrence.

Si m > n, on regarde l'algorithme d’élimination pour la conjonction
f(z,y) =0A g(z,y) = 0. Comme avant, on peut mettre

r1(7,y) = gn(2)f(Z,y) = fn(T)y™"9(T, y);

si le degré m; en y de r; est inférieur a celui de g, on s’arrete. Sinon, on a

ra(@,y) = ga(@)r1 (2, y) — 1 (2)y™ "9(2,y),
ot 7H(Z) est le coefficient de y™ dans r1(Z,y). On repete k < deg,(f) —
deg,(g) fois; a la fin on obtient

(@ (@ y) = gu(@)" [ fm(@)y" "9(Z,y) + 11(Z,y)

= p(T,y)9(7,y) + (T, y),

ol le degré en y de p est inférieur a m et celui de 7 est inférieur a n. Si
pour un certain Z un coefficient 74 ;(z) de y/ dans ri(Z,y) n'est pas nul
(avec j maximal possible), on repete en divisant ry ;(Z)g(Z,y) par rx(Z,y).
En conclusion, si on met Co(Z) = A\, r4;(Z) = 0 et ho(Z,y) = (7, y), on voit
que f(Z,y) =0Ag(Z,y) =0A g(Z ) # 0 peut s’exprimer sous la forme

7&0/\\/ hi(Z,y) = 0],

ou les C;(x) sont constructibles et deux-a-deux disjoints, et le degré en y
de chaque polynome h; est inférieur & n pour tout i > 0. En plus, les C;(7)
recouvrent K*®, car a chaque étape en divise en deux, dépendant si h(z) = 0 ou
non pour un certain polynoéme h(z). Or, g,(Z) # OA=[f(Z,y) = 0Ag(Z,y) =
0] est équivalent a

%0/\\/ z) A hi(z,y) #0].

Donc f(Z,y) =0A g(z,y) # 0 équivaut a
[f(Z.9) =0 A gu(2) =0A D g;(@)y # 0]

j<n

V I[f(@,y) =0Ag(Z) 0N =(f(Z,y) =0Ag(T,y) = 0)];
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la deuxieme conjonction s’exprime aussi comme

Le seul cas ou la somme des degrés en y de f et de h; n’est pas inférieur a
m +n est le cas ¢ = 0. Mais

Co(T) N gn(Z) #ONA f(2,y) =0Ag(T,y) #0

est équivalent a

Co(Z) A gn(®) # 0 A p(Z,y) =0 A g(7,y) # 0,

et la somme des degrés en y de p et de g est inférieur a m + n.
Par récurrence sur ce degré, le lemme est démontré. m

Voici le théoreme principal :

Théoreme 1.2.4 Soit K un corps algébriquement clos. Alors la projection
d’un constructible est constructible.

DEMONSTRATION: Par le lemme précédent, et car la projection d’une réunion
est la réunion des projections, il suffit de considerer un systeme de la forme
C(x) A f(z,y) = 00u C(@) A f(z,y) # 0. Si f(z,9) = 3., fi(2)y', la

projection du premier cas s’exprime comme

C@ A\ fi@) #0V fo(®) =0

0<i<n

car tout polynome non-nul a une racine dans un corps algébriquement clos.
Dans le second cas, la projection s’écrit

C@ A\ fi(@) £0. =

<n

Pour terminer cette section, on note que si C(Z,7,Z) est un constructible
avec une projection constructible 3zC(Z,y, z), alors on peut substituer a
pour ¢ et ensuite projeter le constructible C(z,a, Z), ou bien projeter C' et
ensuite substituer : on obtient le méme constructible 3z C(z, a, z). Donc, les
projections d’une famille uniforme donnent une famille uniforme.



Chapitre 2

Logique

2.1 La terminologie

Cette section est plein de définitions de base; elles sont assez naturelles
et je les ai rassemblées ici pour faciliter la référence. J’ai aussi tenté de les
illustrer en disant ce que ca signifie dans les cas qui nous interessent en
particulier, c’est-a-dire les anneaux et les corps.

D’abord quelques mots sur la notation : je dénoterai par w l’ensemble
des entiers non-négatifs ; plus généralement «, 3 etc. seront des ordinaux. La
somme « + 3 de deux ordinaux est l'ordinal correspondant a l'ordre de la
concatenation o’ (; leur produit a3 est 'ordinal correspondant a des copies
de «a arrangées en type de § (donc 2w = w, mais w -2 = w + w). L'ex-
ponentiation ordinale est défini récursivement par a® = 1, o' = af - a et
o’ = Jgs @ pour ordinal limite 4. (Alors 2 = lim,<,2" = w.)

Les cardinaux seront appelés k, A,...; un cardinal est identifié avec le
plus petit ordinal de sa cardinalité. Le cardinal successeur de s sera s, qui
est bien différent du successeur ordinal x + 1, lui aussi de cardinal x (pour
 infini). Rappelons que la somme et le produit de deux cardinaux infinis
est égal a leur maximum, mais la puissance A" est de cardinal strictement
supérieur a A (théoreme de Cantor).

Définition 2.1.1 Un language L est I'union (disjointe) d’un ensemble F de
symboles de fonctions, d’'un ensemble R de symboles de relations, et d'un
ensemble C de symboles de constantes. A chaque f € F et chaque R € R on
associe un entier, I’arité, qui indique le nombre d’arguments.

En plus, on aura les variables, qui seront notés z,v, z, . .., xg, T1, Ta, . . ..
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Exemple 2.1.2 Le language naturel Lz pour la théorie des anneaux consiste
de trois fonctions binaires (d’arité deux) 4, — et *, une relation binaire =,
et deux constantes 0 et 1.

Définition 2.1.3 Soit £ un language. La collection des L-termes est défini
récursivement par :

— toute constante et toute variable est un L-terme.

— ¢i f € F est une fonction n-aire et tq,...,%, sont des L-termes, alors
f(t1, ..., t,) est un L-terme.

Une L-formule atomique est une expression de la forme R(t,...,t,), ou
R € R est une relation n-aire et ty,...,t, sont des L-termes. La collection
des L-formules est défini récursivement par :

— une L-formule atomique est une L-formule.

— si ¢ et ¥ sont des L-formules, leurs combinaisons booleennes p A )
(conjonction, et), ¢ V ¢ (disjonction, ou) et =g (négation, non) sont
des L-formules.

— si p est une L-formule et = est une variable, les quantifications Vrp
(universelle, quel que soit) et Jxp (existentielle, il y a) sont des L-
formules. Les occurrences de la variable x dans ces formules sont liées
a ce quanteur YV ou 3 (sauf si elles sont déja liées & un quanteur dans
). Une variable qui n’est pas liée est libre.

Un énoncé, ou une formule close, est une formule sans variable libre; une
formule positive est une formule sans négation.

Exemple 2.1.4 Les termes de Lg sont les polynomes sur Z (ot n est une
abbreviation pour 14 - -+1, somme de n fois 1, et 2™ dénote z*- - -xx, produit
de n fois ). Les Lr-formules atomiques sont les équations polynomiales.

Définition 2.1.5 Soit £ un language. Une L-structure 991 est un ensemble
M, la domaine de 9 (souvent confondue avec M), et

— pour chaque symbole f € F d’arité n une fonction f™: M™ — M.

— pour chaque symbole R € R d’arité n un sous-ensemble R™ de M™.

— pour chaque symbole ¢ € C un élément ¢™ € M.

Définition 2.1.6 Soit £ une language, et 9t une L-structure. Si m est un
uple d’éléments de M et T est un uple de variables (de la méme longueur)
dans un terme ¢(Z), on peut substituer m pour toutes les occurences de
dans t et obtenir un terme ¢(m), un terme a paramétres m. Nous allons définir
Vinterpretation t™ d'un terme t & parametres dans 9t récursivement par :
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— Dinterpretation d’une constante ¢ est ¢™: linterpretation d’un pa-
rametre m est m.

—si f € F est une fonction n-aire et ti,...,t, sont des termes a pa-
rametres, alors f(t1,...,t,) " = fA@F, .. t7).

De méme, pour une formule ¢(Z), on peut substituer m pour toutes les occu-
rences libres de Z dans ¢ et obtenir une formule ¢(m) a parametres. Nous al-
lons définir la satisfaction d’une formule a parametres dans 9 récursivement
par :

— si p(m) = R(ty(m), ..., t,(m)) est une formule atomique, ot R € R est
une relation n-aire et ¢y, . .., ¢, sont des termes, alors ¢(m) est satisfaite
dans M si (¢, (m)™, ... t,(m)™) € R™.

— sl @ = @1 A g, alors ¢ est satisfaite dans 9 si ¢y et o sont satisfaites
dans 9.

— sl = 1 V g, alors ¢ est satisfaite dans 9 si ¢ ou ¢y (ou bien les
deux) est satisfaite dans 9.

— si ¢ = ), alors ¢ est satisfaite dans 901 si ¢ n’est pas satisfaite dans
M.

— si p = Va(x), alors ¢ est satisfaite dans 9 si pour tout m € M la
formule ¢(m) est satisfaite dans 1.

— si p = dxh(x), alors @ est satisfaite dans 9 s'il y a un m € M tel que
1(m) est satisfaite dans 9.

Si ¢ est satisfaite dans 91, on le dénote par 9t = ¢.

On peut aussi voir les choses de 'autre coté : si M = p(m), on dit également
que m satisfait ¢(z) dans M, et on écrit m =on ¢(Z).

Exemple 2.1.7 Un anneau est un exemple naturel d'une £g-structure (mais
on pourrait aussi interpreter les symboles de L par autre chose). Souvent on
confond f et f™, R et R™, et c et ¢™. Donc, dans un anneau R, on parlera de
+, —, *, et pas de +%, —F_ % T1’égalité = est dans la plupart des languages,
et sera toujour interpreté par la vrai égalité.

Si ® est un ensemble d’énoncés et M une L-structure, on écrit M = P si
M = ¢ pour tout ¢ € & ; on dit que M satisfait @, ou bien que M est un
modele de ®.

Définition 2.1.8 Deux formules ¢(Z) et ¢(Z) sont équivalentes si pour toute
L-structure 9 et pour tout m € M on a M = @(m) si et seulement si

M = ¢(m).
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Exemple 2.1.9 1l est facile de vérifier que pour tout ¢ et ¥ les formules
suivantes sont équivalentes :

— @ et .

= (e AY) et mp V.

— (V) et mp A

— V- et ~Jzp.

— dz—p et ~Vrp.
En particulier, on peut remplacer une formule quelconque par une formule
équivalente qui ne contient ni V ni V.

DEMONSTRATION: Par exemple, pour tout L-structure 9 et tout m dans
M on a

M —p(m) & M —p(m)
< il n’est pas vrai que M =!—p(m)
< il n’est pas vrai que M = p(m)
S MEp(m). =

Nous utiliserons aussi les abbreviations suivantes : ¢ — ¥ pour —p V ¥, et
w < Y pour (¢ — ) A (¥ — ). On doit faire attention : ces connectifs
cachent des négations, et sont interdits dans les formules positives.

Exercice 2.1.10 Deux formules ¢(Z) et 1(Z) sont équivalentes si et seule-
ment si VZ ¢(Z) <> ¥(Z) est vrai dans toute L-structure.

Définition 2.1.11 Une théorie T' est un ensemble d’énoncés consistant (qui
a un modele) ; elle est compléte si pour chaque énoncé ¢ soit tout modele de
T satisfait ¢, soit tout modele satisfait —¢.

Si 9 est une L-structure et A un ensemble d’éléments dans M, le L(A)-
théorie de M, noté Th(IM, A), est 'ensemble de tous les énoncés a parametres
dans A qui sont satisfaits par 9. Il est évident que c¢’est une théorie complete.
Nous verrons plus tard que sauf si 91 est fini, il est impossible qu'une
théorie caractérise un modele a isomorphisme pres. Donc, on définit :

Définition 2.1.12 Deux L-structures 9N et N sont élémentairement équivalentes
si elles satisfont les mémes énoncés.

Exemple 2.1.13 La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique
p fixe est une théorie complete ; elle est donnée par les énoncés suivants :
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1. l'additon est un groupe abélien, avec — comme inverse et 0 comme
élément neutre.

2. la multiplication est un groupe abélien sur tous les éléments sauf 0,
avec 1 comme élément neutre.

3. la loi distributive.

4. soit p = 0, en caractéristique p > 0, soit n # 0 pour tout n € w, en
caractéristique 0.

5. Vag...Vr,3y Y., iy’ = 0, pour tout n € w.

On notera que les axiomes 1, 2 et 3 s’expriment par un seul énoncé, qui
axiomatise le théorie des corps. Si on ajoute 4, on obtien la théorie des
corps de caractéristique p, qui est axiomatisable par un seul axiome si et
seulement si p > 0. Les axiomes 1, 2, 3 et 5 forment la théorie ACFE des
corps algébriquement clos; 5 ne s’exprime pas par un nombre fini d’énoncés.
Finalement, 1-5 donnent la théorie ACF, des corps algébriquement clos de
caractéristique p.

Nous verrons plus tard que tous les corps algébriquement clos de méme
caractéristique sont élémentairement équivalents, et ACF, est une théorie
complete. En plus, un modele de ACF,, est déterminé a isomorphisme pres
par une seule invariante, le degré de transcendance.

2.2 La compacité

Nous allons construire ici, a partir d'une famille {90, : ¢ € I} de L-
structures, une L-structure qui est une sorte de limite, ou moyenne, des
structures dans la famille.

Définition 2.2.1 Soit I un ensemble quelconque. Un ensemble U de sous-
ensembles de I est un filtre sur I si
heu.
-siXeldetY el,alors XNY eU.
—siXelUet XCY C I alorsY € U.
Un filtre U est un ultrafiltre si pour chaque X C I soit X € U, soit [— X € U.

Pour tout ¢ € I il y a Pultrafiltre principal sur i, qui est ensemble {X C
I : i € X}. Par contre, l'existence des ultrafiltres non-principaux est plus
délicat.
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Lemme 2.2.2 Tout filtre sur I est contenu dans un ultrafiltre.

DEMONSTRATION: On voit facilement que la réunion d’une chaine croissante
de filtres sur I est toujours un filtre sur I ; c’est une propriété inductive. Or,
le lemme de Zorn (oui, nous supposerons 'axiome du choix) nous assure que
tout filtre est contenu dans un filtre maximal. Vérifions qu’'un filtre maximal
est un ultrafiltre.

Soit donc U un filtre maximal, et X ¢ U un sous-ensemble de I. On pose
U ={Y CI:3F el F— X CY}. Clest un ensemble clos par intersection
(car U Vest) et agrandissement; si ) € U’, on aurait F' — X = () pour un
Fel,dou FFC X et X €U, contradiction. Donc U’ est un filtre qui étend
U et contient I — X ; par maximalité I — X €¢U/. m

Définition 2.2.3 Soit {9; : i € I} une famille de L-structures, et & un
filtre sur I. Le produit réduit [, 9; /U est la structure M suivante :
— la domaine de 9 est le produit X;M;, modulo la relation ~ d’équivalence
suivante :

(miziel)~(n:iel)e{iel - m=n}el.

On dénotera la classe de (z; : i € I) modulo ~ par [x; : i € I].
— pour tout ¢ € C on pose ¢™ = [ . € I].
— pour tout f € F d’arité n on pose

o ([mf i€, .. ml i€ 1)) = [fM(m},...,m}) i € 1).

pour tout R € R d’arité n on pose
R™={(ml:ieI],....mr:icI)eM :{icl:(m!,...,m") e R™}cu}.

Il nous faut vérifier que c’est une bonne définition, qui définit vraiment une
L-structure.

D’abord, supposons que (m; :i € )~ (n;:1€1I)et (n;:i€1)~ (k;:
i€ I). Alors

{zefmz:kz}g{zefmz:nz}ﬂ{zefnl:kl}eu,

parce que U est clos par intersection et agrandissement. Donc (m; : i € I) ~
(ki - i € I); car reflexivité et symétrie sont évidentes, ~ est bien une relation
d’équivalence.
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Ensuite, si [m! : i € I] = [n! : i € I] pour j = 1,2,...,n, alors par cloture

de U par intersections finies,
J={iel:m}=nlpourtout j=1,2,...,n} €U.
Mais si f € F est une fonction n-aire, J est contenu dans
{ie I fM(mi,....om}) = f(n,....n7)},

et la définition de f™ ne dépend pas du choix des représentants modulo ~.
De méme, si R € R est une relation n-aire, alors J est contenu dans
{iel:(m;,...,m!"€R™ < (n;,...,n") € R},

et la définition de R™ ne dépend pas du choix des représentants modulo ~
non plus.

Théoréme 2.2.4 CRITERE DE Los Soit U un ultrafiltre sur un ensemble I,
et {9, : 1 € I} une famille de L-structures. Sim = (fm} i € I],...,[m}:

i € I]) est un n-uple dans le produit réduit M = [[,M;/U et ©(Z) est une
L-formule, alors M = p(m) si et seulement si

fiel:MEomi,....m"}eU.

DEMONSTRATION: D’abord, nous démontrons par récurrence sur la longueur
d’un terme t(Z) que

fiel: M Etim},.... m"=n}eU

si et seulement si M = t(m) = [n; 1 i € I].

C’est évident si t(z) = f(Z) pour une fonction n-aire f € F, par définition
de f™. Soient donc #1(Z),. .., (%) des termes de longueur inférieur a celle
de t, et f € F une fonction k-aire, tels que t(z) = f(t,1(Z),...,tx(Z)). Si
nf =t;(m},...,m!) pour j = 1,2,..., k, par hypothese de récurrence MM =
n}:iel]l= tj(m), pour tout j = 1,2,..., k. Ensuite

M= f(nl:iel],...,[nF:iel])=[n:i€l]

si et seulement si {i € I : M; = f(n},...,nF) = n;} € U par définition de
7. le résultat suit par substitution.
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Maintenant on peut démontrer le théoreme par récurrence sur la longueur
de ¢(Z); pour I’économie de l'effort supposera qu’on a remplacé toutes les
formules par des formules équivalentes qui ne contiennent ni V ni V (et la
récursion reste bien dans cette classe).

Si () = R(z) pour un R € R, la proposition suit de la définition de
R™; si o(z) = R(t1(T),...,1(Z)) est atomique, on utilise le paragraphe
précédent. Si p(m) = —p(m), on a

MEp(m) < MEp(m)
g {ZEIgﬁz):w(mzlvvmzl)}g—fu
& {iel:MEYm],... . mH} el
& {iel:MEe(m;,....,m}}el,

car le complément d'un ensemble J C I est dans U si et seulement si J ¢ U.
Si () = p1(Z) A p2(Z), on a pour j = 1,2 que

{iel: M, Izgpj(m%,...,m?)} D{iel:MEp(my,...,m"}. (1)

Donc si le dernier est dans U, ainsi sont les premiers, et par hypothese de
récurrence M = ¢, (m) pour j = 1,2, d’ou M = ¢(m). Réciproquement, si M
satisfait ¢(m), il satisfait ¢ (m) et po(m), donc les deux premiers ensembles
dans () sont dans U, ainsi que leur intersection, qui est le troisieme.
Finalement, si p(m) = Iz tp(x,m),soit J = {i € I : M; = p(m},...,m")}.

Pour chaque i € J soit n; € M; tel que M; = »(n;,my,...,me); pour i & J
on choisit n; € M; quelconque. Si n = [n; : i € I], alors par hypothese de
récurrence ¢ € I implique MM = ¥ (n,m), d’ou M |= p(m). Réciproquement,
siM = o(z),ilyaunn =[n; : i € I] € M tel que M = Y(n,m);
par hypothese de récurrence {i € I : M; = Y(n;,mi,...,m"} € U, et
fiel:MEem,...m"N}eEU =

Remarque 2.2.5 On n’a utilisé le fait que U est un ultrafiltre que pour la
négation. Ainsi, un produit réduit modulo un filtre U satisfait une formule
©(m) sans =, V ou V si et seulement si {i € [ : M; = o(m},...,m")} €eU.

Comme simple corollaire, on obtient un des théoremes le plus fondamentaux
de la théorie des modeles.

Théoréme 2.2.6 COMPACITE Soit X un ensmble d’énoncés tel que tout
sous-ensemble fini de X a un modele. Alors X a un modéle.
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DEMONSTRATION: Soit I la collection de sous-ensembles finis de X, et pour
1 € I soit I; 'ensemble des sous-ensembles finis de ¥ qui étendent 7. Si
U ={X CI:iyaieltelqueX D [;}, alors pour X DO [; et Y D I,
ona XNY D Iy, €Up; enplus X D I; 34, et Up est un filtre. Soit U un
ultrafiltre contenant .

Pour ¢ € I soit M; un modele de i, et M = [[, M, /U. Donc pour tout
o€ Xona

{iE[:ﬁﬁi ):J}QI{U}GUOQU.

Par le théoreme de Los, M =o0. =

Le réciproque est bien sur évident.

Exercice 2.2.7 Démontrer que si tous les 91; sont élémentairement équivalents,
alors un ultraproduit [], 90t /U est élémentairement équivalent aux 9.

Exercice 2.2.8 Démontrer qu’il n’y a pas d’ensemble ¥ d’énoncés de Ly tel
que les modeles de ¥ sont précisement les corps finis.

2.3 Sous-structures élémentaires

Définition 2.3.1 Soit 9 une L-structure. Une sous-structure de O est un
ensemble M de 9 qui contient toutes les constantes et qui est clos par toutes
les fonctions; les réstrictions a M des relations de 9 y induiseront une L-
structure 1.

M est une sous-structure élémentaire de M si pour tout formule p(m) a
parametres dans 2 on a M |= ¢(m) si et seulement si N = p(m). On dénote
cette condition par 9t < MN.

Un L-morphisme de L-structures est une application qui preserve les
constantes, les fonctions, et les relations. Un L-morphisme o : 9 — N
est élémentaire si pour tout m € M on a M = (m) si et seulement si

Nk p(o(m)).

Exercice 2.3.2 Soit 99 une sous-structure de M. Les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

- M <N

— Th(9M, M) = Th(MN, M).

— l'inclusion 91 — N est un L-morphisme élémentaire.
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Exercice 2.3.3 Soient M < N < N’ des L-structures. Alors M < N’

Exercice 2.3.4 Soit (MM, : i < a) une chaine élémentaire de L-structures
(M; < M; pour tout ¢ < j). Alors la réunion M = J,_, M, est une L-
structure qui satisfait 9, < 91 pour tout i < a.

<o

Exercice 2.3.5 Soit U un ultrafiltre sur un ensemble 7, et 99T une L-structure.
Alors on peut considérer I'ultraproduit ou tous les 91; sont égaux a M ; on
I'appele une ultrapuissance de M, et on le dénote [, M/U.

1. Vérifier que 'application diagonale m — [m : ¢ € I] est un £-morphisme,
I'inclusion canonique.

2. Démontrer que I'inclusion canonique est élémentaire.

Maintenant nous allons voir que ’équivalence élémentaire ne peut pas deter-
miner le cardinal d’'une L-structure, sauf s’il est fini.

Lemme 2.3.6 Soit M une L-structure infini. Alors il y a M = M arbitrai-
rement large.

DEMONSTRATION: Soit A un cardinal arbitraire, {¢; : i < A} des nouvelles
constantes, et

S = Th(M, M) U {c; # ¢; i # j}.

Alors chaque sous-ensemble fini de ¥ ne mentionne qu’'un nombre fini de
constantes, qu’on peut réaliser dans 991. Donc ¥ est finiment réalisable, et
ainsi réalisable par compacité ; soit 91 un modele de ¥. Evidemment |9t > .
En plus, on a une injection canonique de 9t dans O, qui envoie un élément
m € I a la réalisation m™ de sa constante dans N.

Soit maintenant ¢(m) € L£(m) pour un m € M. Alors

M = p(m) < p(m) € Th(M, M) < N |= ¢(m),
donc l'inclusion est élémentaire. m
Voici un critere utile pour que une sous-structure soit élémentaire :

Proposition 2.3.7 CRTITERE DE TARSKI Soit 9 une sous-structure de N.
Alors M < N si et seulement si pour tout formule p(x) a paramétres dans

M, si N = Jre(x), alors il y am e M tel que N = o(m).
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On notera que ce critere ne mentionne plus la satisfaction dans 9.

DEMONSTRATION: Nous démontrons par induction sur la longueur d'un
énoncé ¢ a parametres dans M que M | ¢ si et seulement N E . Si
@ est atomique, ¢a suit du fait que 9t est une sous-structure de N, et donc
les interpretations des constantes sont les mémes, et les fonctions et relations
sont les restrictions a 9 des fonctions et relations de .

Si ¢ est une combinaison booléenne, on peut facilement appliquer ’hy-
pothese de récurrence. Par exemple, si ¢ = =), alors

MEpeMEYNEYNE Q@

On notera que ceci démontre aussi que tout sous-structure 9 C N satisfait
les mémes énoncés sans quantificateurs que I, sans aucun hypothese sur
I'inclusion.

Maintenant, si ¢ = Jx(z) et M = p(z), alors il y a m € M tel
que M | (m). Par hypothese de récurrence M = ¢(m), d'ou N = .
Réciproquement, si M = ¢, alors par hypothese il y a m € 9 tel que
M = ¢ (m). Par hypothese de récurrence M = (m), et M= . =

Corollaire 2.3.8 LOWENHEIM-SKOLEM Soit 0 une L-structure infini. Alors
pour tout A C N et tout X infini tel que |L|+ A < X <N, i y a une sous-
structure €lémentaire M < N contenant A.

Pour tout A > |L]| + |N| il a une sur-structure élémentaire M = N de
cardinal \.

DEMONSTRATION: Nous définissons une suite ascendante (A; : i € w) de
sous-ensembles de I, tel que |A;| = A pour tout i € w, et | J,., A est une sous-
structure 9t de Y qui satisfait le critere de Tarski. Alors A < |9 < A-w = A,
et nous aurions trouvé la structure requise.

Soit Ay un ensemble de cardinal A qui contient A, et (¢;(x) : i < \) une
énumération des formules a parametres dans Ay et a une variable libre z.
Notons d’abord qu’il n’y en a pas plus que A, car une telle formule est un
mot de longueur fini n dans 'alphabet

EUA()U{JZZ'2i€u)}U{_‘7v7/\73’V7<7)}

de cardinal A, dont il y a au plus

Ury=Ur=rw=Ax

new n<w
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Pour chaque i < A on choisit un a; € M tel que N E Jr p(z) implique
M = p(a;), et on met Ay = AgU{a; :i € I}. Donc || = A\; en remplagant
Ag par A; on obtienda A,, puis Az, etc. Il est évident de la construction
que tout A; est de cardinal A, et que J,., A; satisfait le critere de Tarski,
car une formule ne peut utiliser que des parametres dans un des A;, pour 7
suffisament grand.

En plus, car les énumerations (¢;(x) : i < \) contiennent toutes les
formules x = ¢, onc € C, et x = f(a), ou f € Feta € A; pour un i € w, on
voit que (J,.,, Ai est en fait une sous-structure de M.

Pour la deuxieme partie, on construira d’abord par compacité une sur-
structure élémentaire Y > N de cardinal au moins A, et ensuite une sous-
structure élémentaire 9" < DN contenant N de cardinal A. Alors T < N, m

2.4 Elimination des quantificateurs

Définition 2.4.1 Une théorie T' élimine les quantificateurs si toute formule
©(Z) est équivalente a une formule sans quantificateurs.

L’élimination des quantificateurs a une conséquence bien importante.

Définition 2.4.2 Une théorie T' est modeéle-compléte si tout inclusion de
modeles de T" est élémentaire.

Proposition 2.4.3 Une théorie qui élimine les quantificateurs est modéle-
complete.

DEMONSTRATION: Soient 9% et 9 des modeles de T avec M C N, et ¢(m)
un énoncé a parametres dans M. Alors ¢(Z) est équivalent dans tout modele
de T a une formule 1 (Z) sans quantificateurs, et

M= p(m) & MEy(m) < NiEyim) < Ni=p@m). =

Dans cette section, nous allons démontrer un critere pour qu'une théorie
élimine les quantificateurs, et ensuite vérifier que ce critere est satisfait par
la théorie des corps algébriquement clos. Cela nous donnera une deuxiéme
démonstration du fait que la projection d’un constructible est constructible.
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Lemme 2.4.4 Soit T une théorie telle que si 9 et N sont des modéles de
T, eta €M etbcN deus uples qui satisfont les mémes formules atomiques
(dans leurs modéles respectifs), alors a et b satisfont les mémes formules de la
forme 3x (x,y), ot ¢ est sans quantificateurs. Alors deuz tels uples a € IM
et b € M satisfont les mémes formules.

Il est nécessaire que I'hypothese du lemme soit satisfaite pour tous modeles
M, Nde T, et tous a € M, b e N.

DEMONSTRATION: On raisonne par récurrence sur la longueur des formules.
le cas des combinaisons booléennes étant évidant, il suffit de traiter le cas ou
M = Vo p(x,b). Soit donc a € M, et mettons

¥ = Th(9, N) U {¢(c, b) : ¢ atomique tel que M = (a,a)},

ol ¢ est une nouvelle constante. Pour chaque partie finie ¥y C X soient
V1(e,b), ..., u(c, b) les formules de Xy qui mentionnent c. Alors 9 |= 3z A, ¥i(x, @),
donec M = Jr A, ¥i(z,b) par hypothese du lemme; on voit quon peut

choisir une interpretation convenable ¢ de ¢ telle que N satisfasse méme

Th(D, N) U Xy. Par compacité, ¥ a un modele 9V, et 'inclusion canonique

M — M est élémentaire. Donc N |= Vo o(z,b) ; en particulier N = ¢(c, b).

Or, a’a et ¢”"b satisfont les mémes formules atomiques: par hypothese de
récurrence M = p(a,a). Car a € M était arbitraire, M = Vo p(x, a). L'autre
direction, et le cas d’un quantificateur existentiel, suit par symétrie. m

Théoréme 2.4.5 Une théorie T élimine les quantificateurs si et seulement
si pour tous modéles M et N de T deux uples @ € M et b € N qui satisfont
les mémes formules atomiques (dans leurs modéles respectifs) satisfont les
mémes formules de la forme 3z p(x,y), ot ¢ est sans quantificateurs.

DEMONSTRATION: Si 7' élimine les quantificateurs, une formule de la forme
Jdx o(x,y) est équivalente a une formule ¢ () sans quantificateurs. Soit A la
sous-structure de 91 engendré par a et B la sous-structure de 1 engendré
par b: on voit facilement qu’on peut continuer 'application @ — b & un
isomorphisme entre A et B. Donc

M e p(@,a) o ME @) o Ak (@)
& BED) &N E D) o N o),

car les sous-structures préservent les formules sans quantificateurs.
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Réciproquement, supposons que le critere soit satisfait, et qu’une formule
() n’est pas équivalente modulo T a une formule sans quantificateurs.
Soient ¢, d des nouvelles variables, et considérons

Y =T U{y(e) « ¢(d) : ¢ atomique} U {p(c), mp(d)}.

Si ¥ est finiment satisfaisable, on peut trouver un modele 9t de ¥ entier,
dans lequel & et d™ satisfont les mémes formules atomiques, mais pas les
mémes formules, en contradiction avec le lemme précédent. Donc il y a une
partie finie Ty U {¥;(¢) < ¥i(d) : i < n} U {©(€), ~p(d)} qui n'a pas de
modele, ou Ty C T'. 11 suit que dans chaque modele 90t = T la formule ¢ est
équivalente & une des 22" combinaisons booléennes des {1); : i < n}.

Si M et N sont deux modeles de T' qui satisfont les mémes énoncés ato-
miques, alors par le critere ils satisfont les mémes énonces; en particulier ¢
est équivalente dans 91 a la méme combinaison booléenne des v; que dans
M. Par compacité, un nombre fini d’énoncés atomiques vrais dans 91 suffit
a impliquer, modulo T, que ¢ est équivalente a une combinaison booléenne
particuliere ; soit ogy leur conjonction.

Car il n'y a que |£| + w énoncés sans parametres, par compacité il y
en a un nombre fini ogy,,...,o9m, tels que tout modele en satisfait un; si
V1, ..., sont le combinaisons booléennes des {1; : i < n} correspondantes,

alors () est équivalent modulo 7" a \/,_,[0i(7) A o;]. m

Corollaire 2.4.6 La théorie des corps algébriquement clos élimine les quan-
tificateurs.

DEMONSTRATION: Soient K et L deux corps algébriquement clos, et a € K
et b € L deux uples qui satisfont les mémes formules atomiques. Alors a
et b engendrent des sous-corps A et B isomorphes. Considérons une formule
o(x, y) sans quantificateurs ; ¢’est une disjonction finie de formules de la forme
N fi(z,y) =0 A g(z,y) # 0, ol les f; et g sont des polynomes a coefficients
dans Z.

Si A\, fi(x,a) = 0 définit un ensemble fini dans K (possiblement vide), il
est contenu dans la cloture algébrique A de A, ainsi que toutes les solutions
de ¢(z,a). Or, I'isomorphie de A et B implique l'isomorphie de leurs clotures
algébriques ; on voit que ¢(z, @) a une solution dans A (c’est-a-dire dans K)
si et seulement si p(z,b) a une solution dans B (c’est-a-dire dans L).

Si A\, fi(z,a) = 0 définit un ensemble infini dans K (ce sont des équations

polynomiales triviales), c’est K entier, et ¢(z,a) définit un ensemble co-fini.
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La cloture algébrique étant infini, p(z, @) a une solution dans A, et o(x,b) a
une solution dans B par isomorphie, donc dans L. B
En tout cas, K = Jx ¢(x,a) si et seulement si L = Jx ¢(x,b). m
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Chapitre 3

Conséquences de I’élimination
des quantificateurs dans la
théorie des corps
algébriquement clos

La modele-complétude nous donne par un court raisonnement algébrique
le fameux théoreme des zéros de Hilbert.

Proposition 3.0.7 Si K est un corps algébriquement clos, alors tout systéme
fini o(z) d’équations et d’inéquations a coefficients dans K qui a une solution
dans un corps L extension de K a déja une solution dans K lui-méme.

DEMONSTRATION: Soit L la cloture algébrique de L. Alors ¢(Z) a une solu-
tion dans L; car K < L par modele-complétude, K = 37 ¢(z). =

Théoreme 3.0.8 NULLSTELLENSATZ Soit K un corps algébriquement clos,
et f1(Z), ..., fm(Z),q(Z) des polynomes sur K. Si tout zéro commun de fi,..., fm
est aussi un zéro de g, alors il y a k tel que g* est dans l'idéal engendré par

fioooos e

DEMONSTRATION: On met fo(Z,2) = 1 — g(Z)z, et considere I'idéal I dans
K[z, z] engendré par fo, f1,..., fm-

Supposons que I < K[z, z]. Alors I est contenu dans un idéal propre maxi-
mal M, et K|[Z,z]/M est un corps L. Car M ne peut contenir aucun élément
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invertible de ’anneau, K s’injecte canoniquement dans L par a — a + M ;
ceci induit une injection o : K[X,Z] — L[X, Z] des anneaux polynoémiaux
en XZ.

On voit facilement que les polynomes fo(X, Z), ..., fn(X, Z) ont un zéro
commun (xg+ M, ..., x, + M,z + M), car

filvo+ M, ..., xp+ M, z+ M) = fi(xo,...,2n,2)+ M€ M.

Donc fy,..., f,n ont un zéro commun dans K, qui est impossible, car tout
zéro commun Ty de fi,..., f,, annule g, d’ou fo(Zo, 2) = 1.

Alors I = K|z, z], et il y a des polynomes p;(z, z) € K[z, z] pour i < m
tels que Y% pifi = 1; en mettant z = 1/¢(Z) et en multipliant par une large
puissance g¢ de g, on obtient polynémes p;(z) = ¢%(2)p:i(7,1/9(z)) € K|[]

tels que
m

d(7) =S 5@ (7). =
i=1
Maintenant, nous allons étudier les fonctions définissables (c’est-a-dire construc-
tibles) dans un corps algébriquement clos :

Définition 3.0.9 Soit 9t une L-structure. Une fonction f : M™ — M" est
définissable si son graphe est un sous-ensemble définissable de M™t",

Définition 3.0.10 Soit K un corps. Une fonction f : K™ — K est rationelle
par morceaur constructibles s’il y a une partition de K™ en un nombre fini
Co, . .., C,, de parties constructibles, telles que pour chaque ¢ < m la restric-
ton de f(z) a C; s’exprime comme f;(Z)/g;(Z), ou f; et g; sont des polynomes
tels que ¢;(Z) ne s’annule pas sur C;.

Théoreme 3.0.11 Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle. Alors toute fonction f : K™ — K définissable est rationelle par mor-
ceaux constructibles.

Remarque 3.0.12 Si f n’est défini que sur une partie constructible C' de
K™ on peut la prolonger a K™ entier en mettant f(z) = 0 pour tout z ¢ C.

Si f(z) = (fi(x),..., fr(Z)) est une fonction a valeurs vectorielles, le
théoreme s’applique bien sur aux coordonnées f;(Z).

25



DEMONSTRATION: Si f est défini en utilisant des parametres b, et si a € K™,
alors f(a) est fixé par tout automorphisme de K qui fixe ab. Mais I’ensemble
des tels éléments est le corps L engendré par @ et b : si ¢ € L, évidemment
c est fixé par tout automorphisme qui fixe ab; réciproquement, si ¢ ¢ L
est algébrique sur L, on peut I'envoyer par un automorphisme de la cloture
algébrique L de L & n’importe quelle racine de son polynéme minimal (dont
il y a pluseronsieurs car en caractéristique nulle ¢ engendre une extension
séparable de L), et étendre cet automorphisme a K en fixant une base de
transcendence de K sur L; si ¢ est transcendant sur L, on peut ’envoyer a
¢ + 1 par un automorphisme de K qui fixe L et les autres éléments d’une
base de transcendence de K sur L qui contient c.

Mais tout élément de L s’exprime comme fonction rationelle en ab : pour
tout @ € K™ il y a une fonction rationelle sans parametres f5(z,y) telle
que f(a) = fa(a,b). Il n’y a quun nombre dénombrable de fonctions ratio-
nelles sans parametres, disons (f;(Z,9) : ¢ € w); pour tout ¢ € w 'ensemble
Ci(z) = {z € K™ : f(z) = f;(Z,b)} est constructible. Soient ¢ des nouvelles
constantes ; on met

2(¢) = Th(K, K) U {~C;(e) : i € w}.

Si ¥ a un modele K, on a inclusion canonique z +— 2% de K dans K ;
car Ky |= Th(K, K), l'inclusion est élémentaire. Or, dans K; il y a un uple
¢kt tel que f(¢) ne s’exprime pas comme fonction rationelle en ¢“b; ceci
contredit 'argument précédent, qui marche aussi bien dans K; que dans K.
Donc il y a une partie finie de 3(¢) qui n’a pas de modele. Alors il y
am € wetig,..., iy tels que Th(K, K) implique \/7_, C;;(¢) ; on voit que
f est rationelle sur chaque partie de la partition C;,,C;;, — Cj,...,C;,
Ujc Ci;- ®
En caractéristique p > 0 il y a une légere complication, c¢’est que ’application
x +— P est un endomorphisme, dit le Frobenius. En fait, évidemment (xy)? =
2PyP, mais car un nombre premier p divise tous le coefficients binomiales
(’;) pour 0 < ¢ < p, on a aussi (z + y)? = aP + y?. En plus, car zP —
a? = (x — a)?, le Frobenius est clairement injectif, et surjectif car dans un
corps algébriquement clos tout élément a une racine pme. Donc l'inverse
du Frobenius est une fonction définissable qui n’est pas linéaire, méme par
morceaux.

Définition 3.0.13 Soit K un corps de caractéristique p > 0. Une fonction
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est pseudo-rationelle si elle est obtenue en composant une fonction rationelle
avec une puissance de l'inverse du Frobenius.

Une fonction f : K" — K est pseudo-rationelle par morceaux construc-
tibles s’il y a une partition de K™ en un nombre fini de parties constructibles
telle que sur chaque partie f coincide avec une fonction pseudo-rationelle.

Théoreme 3.0.14 Soit K un corps algébriguement clos de caractéristique
p > 0. Alors toute fonction définissable est pseudo-rationelle par morceauz.

DEMONSTRATION: On raisonne comme précédemment, sauf que I’ensemble
des éléments de K qui sont fixés par tout automorphisme de K qui fixe a
et b n’est plus le sous-corps L engendré par ab. Ce qu’on doit prendre a sa
place, c’est la cloture inséparable L"*P de L, obtenue en ajoutant toutes les
racines p"-mes des éléments de L, pour tout m € w : car tout élémént de
L n’a qu’une seule racine p"-me, c¢’est un corps fixé par les automorphismes
de K qui fixent ab; réciproquement, tout élément de L™ ayant une racine
pme, L¢P est parfait, et tout polynome non-linéaire irreductible sur L¢P
a plusieurs racines.

Donc f(a)?™ est une fonction rationelle de @b pour un m € w assez large,
c’est-a~dire f(a) est pseudo-rationelle, et on finit comme avant. =

Exercice 3.0.15 Démontrer les deux théoremes précédents directement (sans
compacité) en utilisant le lemme principal de ’algorithe d’élimination.

Voici une proposition qui connecte la théorie d’un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle avec celles des corps de caractéristique p > 0 :

Proposition 3.0.16 1. La théorie d’un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique donné p est compléte : toult énoncé ¢ sans parameétres
est soit vrai dans tout corps algébriquement clos de caractéristique p,
soit fauzx dans tout corps algébriquement clos de caractéristique p. Le
meme est vrai pour les énoncés a parameétres a, pourvu que les corps
contiennent le corps engendré par a.

2. Soit ¢ un énonce sans parameétres. Alors ¢ est vrai dans tout corps
algébriquement clos de caractéristique nulle si et seulement si ¢ est
vrai dans tout corps algebriquement clos de caractéristique p > 0, pour
tout p premier sauf un nombre fini.

DEMONSTRATION:
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1. La premiere partie suit de la deuxieme, car tout corps de caractéristique
donné contient le sous-corps engendré par 0 et 1 (le corps premier). Soit
donc ¢(a) un énoncé a parametres a, et K et L deux corps algébriquement
clos contenant le corps A engendré par a. Alors a satisfait les mémes
formules sans quantificateurs dans K, dans A et dans L, et donc les
mémes formules; en particulier K = p(a) < L = ¢(a).

2. Soit I un ensemble infini de nombres premiers p > 0 tel qu’il y a un
corps K, algébriquement clos de caractéristique p avec K, = ¢, et soit
U un ultrafiltre non-principal sur I. On met K = [[, K,/U ; car tout
K, satisfait la théorie des corps algébriquement clos, le théoreme de Los
nous dit que K aussi est un corps algébriquement clos. En plus, pour
tout n € w tout K, sauf au plus un seul satisfait n # 0; car U n’est pas
principal, K est de caractéristique nulle. Et le fait que K, = ¢ pour
tout p € I implique que K | .
Le réciproque suit en regardant la négation de ¢. =

En particulier, tout énoncé est soit vrai dans tous les corps algébriquement
clos sauf un nombre fini, soit faux dans tous les corps algébriquement clos
sauf un nombre fini.

Corollaire 3.0.17 PRINCIPE D’AX Si K est un corps algébriquement clos
et C' C K" est constructible, toute application constructible injective de A
dans A est surjective.

DEMONSTRATION: Soit K un corps avec une fonction constuctible f : A — A
qui est injective mais pas surjective. Si a sont les parametres utilisés pour
définir f et A, ce fait s’exprime par une formule p(a), et K = 37 ¢(Z). Donc
cet énonce est vrai dans les corps algébriquement clos de toute caractéristique
sauf un nombre fini; en particulier il y a un nombre premier p tel que la
cloture algébrique K, de F, satisfait 3z ¢(Z).

Soit b € K, tel que K, = ¢(b). Donc il y a un sous-ensemble constructible
B de K,; et une application constructible g : B — B qui est injective mais pas
surjective, o B et g se définissent a partir de b comme A et f se définissent
a partir de a. Il y a une partition constructible de B en un nombre fini de
parties constructibles By, ..., B,, telles que g est équivalent a une fonction
pseudo-rationelle g; sur chaque B;. Soit C' I’ensemble fini des parametres qui
figurent dans la définition des B; et des g;, et F' un sous-corps fini de K, qui
contient C'. Alors les valeurs de g sur F" N B sont des valeurs des fonctions
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pseudo-rationelles a parametres dans F', et donc toujours dans F" N B : la
restriction de g a F" N B est une fonction injective de F™ N B dans lui-méme.
Mais une fonction injective sur une domaine fini est surjective : g atteint tous
les points dans F" N B, pour tout sous-corps fini /' de K, assez grand. Or,
la réunion de ces sous-corps est K lui méme, g est bien surjective sur B, ce
qui contredit nos hypotheses. m
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Chapitre 4

Ensembles fortement minimaux

4.1 La dimension

Dans ce chapitre nous allons introduire une dimension qui dans le cas
d'un corps algébriquement clos devient la dimension géometrique.

Définition 4.1.1 Soit 91 une structure. Pour les sous-ensembles A définissables
de 9° nous allons définir par récurrence la condition “dim(A) > n” par
— dim(A) > 0 si A n’est pas vide.
— dim(A) > n+1 ¢’il y a une famille infinie Ay, Ay, ... de sous-ensembles
définissables disjoints de A tel que dim(A;) > n pour chaque i € w.
Nous posons dim(A) = n si dim(A) > n mais dim(A4) % n+ 1.

Il est évident que A C B implique dim(A) < dim(B). On voit facilement
qu'un ensemble définissable est de dimension au moins 1 si et seulement s’il
est infini; il est de dimension au moins 2 s’il contient une famille infinie
d’ensembles disjoints infinis, etc.

Lemme 4.1.2 Si dim(A) > n+ 1, alors dim(A) > n.

DEMONSTRATION: Par récurrence sur n. Pour n = 0 on sait que A contient
une infinité d’ensembles non-vides, donc A n’est pas vide et dim(A) > 0.
Supposons donc que dim(A) > n + 2 et considérons une famille Ag, A1, ...
de sous-ensembles définissable disjoints de A avec dim(A4;) > n+ 1 pour tout
i € w. Par hypothese de récurrence dim(A;) > n pour tout i € w, doncc
dim(A) >n+1. =
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Donc la définition de la dimension est raisonnable; dans la prochaine sec-
tion on va rencontrer une condition sous laquelle la dimension de tout en-
semble définissable est finie. En fait, on peut prolonger la définition et définir
une dimension a valeurs ordinales, appellé rang de Morley, par la condition
“dim(A) > § si dim(A) > pour tout o < 6”7, out § est un ordinal limite.

Lemme 4.1.3 dim(A U B) = max{dim(A),dim(B)}.

DEMONSTRATION: A U B contient A et B, donc dim(A U B) > dim(A)
et dim(A U B) > B. Pour le réciproque, nous démontrons par récurrence
sur n que dim(A U B) > n implique dim(A) > n ou dim(B) > n. Pour
n = 0 c’est claire : si AU B ets non-vide, soit A, soit B ets non-vide. Soit
donc dim(AU B) > n+ 1 et Cy, Cy, ... une famille infinie de sous-ensembles
définissables disjoints de AU B tel que dim(C;) > n pour chaque i. On pose
I={icw:dim(ANC;) >n}et J={i €w:dim(BNC;) > n}; comme
A; U B; = C, 'hypothese de récurrence implique que I U J = w. Si I est
infini, on obtient une famille infini disjointe de sous-ensembles définissables
de A de dimension au moins n, et dim(A) > n+ 1, sinon dim(B) >n+1. m

Alors la dimension d’une réunion finie |J_, A; est le maximum des dim(A4;).

Proposition 4.1.4 dim(A) > n + 1 si pour tout k € w il y a une famille
Ay, ..., Ay de sous-ensembles définissables disjoints de A avec dim(A;) > n
pour tout 1 > k.

Remarquons que le réciproque est évident.

DEMONSTRATION: Supposons que nous avons trouvé une partition de A en
un nombre fini d’ensembles X, ..., X, d’ensembles de dimension au moins
n (ensembles disjoints, avec |J;o, Xx = A). Nous allons voir qu’on peut
raffiner cette partition. Par hypotheése il y a une famille Ay, ..., A, de
sous-ensembles définissables disjoints de A de dimension au moins n; car
U<, XiNA; = A; pour chaque j > k+1, on trouve i(j) tel que dim(X;NA;) >
n. Il y a donc j # j' tel que i(j) = i(j') = io; on divise X;, en deux parties
Xi, NAj et X;y — A; O X;, N Ay, chaqu'une de dimension au moins n.

On obtient un arbre infini de sous-ensembles définissables de A & bran-
chement fini (en effet, chaque sommet non-final a deux successeurs); par le
Lemme de Konig il y a une branche infinie, disons AD Yy DY DY, D -+
Si Z; est I'autre successeur de Y; (différent de Y;,1), on voit que les Z; forment
une famille infinie de sous-ensembles définissables disjoints de A de dimension
au moins n. Or, dim(A) >n+1. =
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Définition 4.1.5 Le degré deg(A) d'un sous-ensemble définissable A de 91°
est le cardinal d’une famille maximale de sous-ensembles définissables dis-
joints de A de méme dimension.

Par la proposition précédente, le degré d’un ensemble de dimension finie
existe. Tout ensemble A de dimension finie se décompose en deg(A) ensembles
de méme dimension et de degré 1 ; cette décomposition est unique a ensembles
de dimension < dim(A) pres.

Exercice 4.1.6 Sidim(B) < dim(A), alors A et AU B ont méme dimension
et degré.

Exercice 4.1.7 Si A et B ont méme dimension n, alors deg(A U B) <
deg(A) + deg(B), avec égalité si et seulement si dim(A N B) < n.

Exercice 4.1.8 Si A, B et AN B ont méme dimension, alors deg(AU B) +
deg(A N B) = deg(A) + deg(B).

Ile st évident qu’une bijection définissable préserve la dimension et le dergé,
comme elle échange les sous-ensembles définissables de sa domaine et de son
image. Plus généralement, nous avons :

Proposition 4.1.9 Soit f : A — B une surjection définissable. Alors dim(A)
dim(B) ; si en outre |f~1(b)| < d pour tout b € B, alors dim(A) = dim(B)
et deg(B) < deg(A) < d - deg(B).

DEMONSTRATION: Toute famille de sous-ensembles disjointes définissables
de B se releve en une telle famille de sous-ensembles de A ; la premiere partie
suit par récurrence sur la dimension.

Pour la deuxieme partie supposons que les fibres f~1(b) sont toutes de
cardinal au plus d. Si dim(A) > n + 1, alors par récurrence dim(B) > n.
Supposons donc que dim(B) = n et deg(B) = k, et choisissons une famille
Ag, ..., Age de sous-ensembles disjoints de A de dimension au moins n. Par
récurrence dim(f(A;) > n pour tout i < dk. Soit By, ..., By une partition de
B en ensembles disjoints de dimension n et degré 1. Alors pour tout ¢ < dk
il y a un j(é) tel que dim(f(A;) N Bj)) = n. Donc dim(B;;) — f(4;)) < n.
Mais il y a une valeur jo qui est pris au moins d + 1 fois par les j(i), disons
jo = jlio) = -+ = j{i). Or

d d
dim(Bj, — [ f(A:,)) = dim(|J[Bj, — f(Ai,)])
s=0 s=0
= max?_,dim(Bj, — f(4;,) <n,
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d’ou dim(B;, N ﬂjzo f(A;,))) = n > 0. En particulier, c’est un ensemble
non-vide. Mais chaque b € B;, N ﬂfzo f(A;,) a un préimage dans chaque
A;, pour s = 0,...,d, et donc |f — —1(b)] > d + 1, contradiction. Donc
dim(A) = dim(B).

Une famille disjointe de sous-ensembles de B de dimension n se relevant
en une famille disjointe de sous-ensembles de A de dimension n, on voit que
deg(A) > deg(B). Mais si dim(A) = n et deg(A) > d - deg(B), on obtient
une contradiction comme dans le paragraphe précédent, d’ou dim(A) < d -
deg(B). m

4.2 La minimalité forte

Définition 4.2.1 Une structure 9 est minimale si tout sous-ensemble définissable
X C 9N est soit fini, soit co-fini.
M ets fortement minimale si tout N = M est minimale.

Exercice 4.2.2 Démontrer qu'une structure 9 est fortement minimale si
et seulement si pour chque formule ¢(z,7) il y a un n € w tel que pour

chaque m € M soit [{z € M : M = p(x,m)} < n, soit [{x € M : M =
—p(x,m)}| < n (on dit que ¢ est uniformement fini ou co-fini).

Exemple 4.2.3 On a déja vu qu’'un corps algébriquement clos est fortement
minimal.

Remarquons qu'un ensemble est minimal si et seulement s’il est de dimension
1 et de degré 1.

Théoréme 4.2.4 Soit M une structure fortement minimale, n > 0 un en-
tier, et C(,y) une partie définissable de M. Alors
1. dim(M') = n et deg(M") = 1.
2. pour tout entier k l'ensemble {a € IM™ : dim(C(Z,a)) = k} est définissable.
3. il existe un entier d tel que deg(C(Z,a)) < d pour tout a € IM™.

DEMONSTRATION: Nous allons démontrer les parties 1.-3. simultanément par

récurrence sur n. Si n = 1, la minimalité de 9 implique que dim(9M) = 1
et deg(9) = 1. La minimalité forte implique que pour chaque C(z,7) il y a
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un k tel que pour tout a soit C'(x,a), soit M — C(z,a) a au plus k éléments,
donc on peut définir {a : dim(C'(z,a) = 1} par

dxg,... xk/\xl—xj/\/\C xi, a
i#j

et {a : dim(C(xz,a) = 0} par le complément. En plus, ce k& borne aussi la
multiplicité de C(z, a), qui vaut |C(z,a)| si C(x,a) est fini, et 1 sinon.

Considérons donc une partie C(Z, z,a) définissable de 9" ™!, Notons Ay
I'ensemble des (a,a) € 9™ pour lesquels le fibre C'(z,a,a) C IN" est vide,
et Ay 'ensemble des (a,a) € MM*™ tels que dim(C(z,a,a)) = k pour tout
k < n; par hypothese de récurrence ¢a forme une partition définissable de
MT™ . On pose

C’i(:fv Z, g) = C(‘fa Z, g) N A1<x’ 5)7

on obtient ainsi une partition de C'(z, x, a) en ensembles définissables C;(Z, z, a).
Si A;(x,a) est fini, son cardinal est borné indépendemment de a par un

entier d'; si aq,...,aq sont ses éléments, on a bien
d/
dim(Cy(z,z,a)) = dim(\/[Ci(Z,z,a) Az = a;])
j 1

= max _dim(Cy(z, z,a) Nz = a;) = 1.

En plus, si f : (Z,2) — = dénote la projection, qui a des fibres de taille
bornée par d’, on obtient

deg(Ci(z,x,a)) < d - deg(Jx Ci(T, x,a)),

ce qui est borné indépendemment de a par hypothese d’induction.

Si A;(z,a) est infini, par définition dim(C;(z,z,a)) > i + 1 (on peut le
décomposer en une infinité d’ensembles disjoints de dimension au moins 7 en
spécifiant la derniere variable). Nous allons démontrer que dim(C;(Z, z,a) =
i+ 1, et que deg(Ci(Z,z,a)) est borné par max{deg(C;(z,a,a) : A;(a,a)}
(qui est borné indépendemment de a, disons par d').

Pour i = 0 la projection g : (z,x) +— x a des fibres finies sur C;(z, z, a), de
taille bornée par d’; par la section précédente on obtient dim(Cy(Z,x,a)) =
dim(3z Cy(z,xz,a)) = 1 et deg(Ci(z,z,a)) < d' - deg(3z Ci(z,z,a)) = d.
Pour ¢ > 0 supposons quil y a une famille By, ..., By de sous-ensembles dis-
joints de C;(Z,x,a) avec dim(B;) > i+ 1 pour tout 0 < j < d'. Les fibres
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B;(z,a,a) étant de dimension majorée par ¢ pour tout (a,a) € A;, il faut que
les ensembles {a € M : dim(B;(Z,a,a)) = i} (qui sont définissables par hy-
pothese de récurrence)soient cofinies dans 9t. On trouve donc a € I tel que
dim(B;(z,a,a)) =i pour tout 0 <1i < d’, ce qui contredit deg(C;(z,a,a)) <
d.

En particulier, on est dans ce cas pout 9", qui est donc de dimension
dim(M") +1=n+1 et degré 1-deg(M") =1. m

Nous retirons de la preuve :

Corollaire 4.2.5 Si 9 est une structure fortement minimale, A C 9", et
[ A— M est une application définissables telle que les fibres non-vides sont
de dimension k et de multiplicité d, alors :

— soit l'image f(A) est fini, dim(A) =k et deg(A) < d-|f(A)],

— soit l'image f(A) est infini, dim(A) =k + 1 et deg(A) < d. m

4.3 Relations d’équivalence

Soit f : A — B une application définissable. Dans cette section, nous
allons démontrer une formule d’additivité qui lie dim(A) a la somme de
dim(f(A)) et la dimension des fibres de f. Plus généralement, on peut consi-
derer une relation d’équivalence E sur un ensemble A (elle serait f(z) = f(y)
dans le cas ci-desus) et essayer de définir une dimension pour I’ensemble A/FE
de classes modulo F, telle que dim(A) est la somme de dim(A/FE) et la di-
mension des classes. Evidemment, ¢a nécessite que toutes les classes ont la
méme dimension.

Lemme 4.3.1 Soit £ une relation d’équivalence définissable sur un ensemble
A définissable. Si toutes les classes de E sont de taille bornée par d, alors
tout sous-ensemble définissable B de A a la méme dimension que [’ensemble
B*={a€ A:3b€e B E(a,b)}.

DEMONSTRATION: B* D B, donc dim(B*) > dim(B), et il suffit de démontrer
inductivement sur n que dim(B*) > n implique dim(B) > n, ce qui est
évident pour n = 0. Supposons donc que dim(B*) > n + 1, et conside-
rons une famille By, By, ... de sous-ensembles définissables disjoints de B*
de dimension au moins n. Posons C; = B N B; on a B} = C}, et par hy-
pothese de récurrence dim(B;) > n implique dim(C;) > n pour tout . Or, si
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dim(B) # n+1, il y a une infinité des C; qui ont un point a commun, qui est
aussi dans les B} correspondants. Comme il n’y a que d point équivalents a
a, on trouve a’ équivalent a a qui est dans une infinité des B;, ce qui contredit
leur disjonction. m

Proposition 4.3.2 Soit MM une structure fortement minimale, A C IM™ un
ensemble définissable, et I une relation d’équivalence définissable sur A tel
que chaque classe modulo E est de dimension d + 1. Alors il existe un sous-
ensemble définissable B de A qui coupe chaque classe modulo E en un en-
semble de dimension d.

DEMONSTRATION: Soit C' une classe modulo F, et considérons les projections
fi de C' sur la ime coordonnée. Comme dim(C') = d+1, ¢'il n’y a qu’un nombre
fini de points a tels que f;*(a)NC est de dimension d, il y a un point a dans
cette projection tel que la fibre f;!(a) N C est de dimension d+ 1, et je peux
projeter sur la deuxieme coordonnée, etc. Je fixe donc une coordonnée apres
I’autre ; eventuellement je dois en trouver une telle qu’il y a une infinité de
fibres de dimension d; a fortiori la projection de C' sur cette coordonnée a
une infinité de fibres de dimension d. En partitionant A en un nombre fini
de sous-ensembles E-invariants, je peux donc supposer que la projection de
chaque classe modulo E sur la premiere coordonnée a une infinité de points
dont la fibre est de dimension d. Or, pour chaque a € A I’ensemble

B(a) = {a € M : dim(FE(a,ar)) = d}

(ou T est de longueur n — 1) est définissable uniformément en parametres,
et donc uniformément cofini; il y a un k et ag,...,ar € 9 tel que B(a) N
{ag,...,ax} # () pour tout @ € A. L’ensemble B est donc

k

{acA:\/[fi@@) =a,ANa, € B@)}. m

s=0

Définition 4.3.3 Soit E une relation d’équivalence sur un ensemble A. Un
ensemble de choiz multiples pour E dans A est une partie B de A qui coupe
chaque classe modulo E en un nombre fini (non-nulle) de points.

Corollaire 4.3.4 Soit MM une structure fortement minimale, A C IM" et K
une relation d’équivalence définissable sur A. Alors il y a un ensemble de
choixz multiples définissables pour E dans A.
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DEMONSTRATION: A se partitionne définissablement comme A = AgU---U
A,, ou A; est 'ensemble des points de A dont la classe modulo E est de
dimension i. Le corollaire suit par ¢ applications de la proposition précédente
a chaque A;. m

Théoreme 4.3.5 Soit M une structure fortement minimale, et f : A — B

une application définissable surjective, telle que toutes les fibres ont la méme
dimension d. Alors dim(A) = dim(f(A)) + d.

DEMONSTRATION: Par induction sur d. Si d = 0, la taille d’une classe est
son degré, qui est donc borné. On voit facilement par récurrence sur n que
dim(f(A)) > nimplique dim(A) > n; pour le réciproque, on utilise le Lemme
4.3.1, et une récurrence sur la dimension.

Pour le cas général, on trouve un ensemble (définissable) Cy C A qui
coupe chaque classe modulo la relation d’équivalence définissable f(z) = f(y)
en un ensemble de dimension d — 1; par hypothese de récurrence dim(Cp) =
dim(B) + (d — 1). Comme chaque classe modulo F de A — Cj est toujours
de dimension d, on peut repeter; a la fin on aura trouvé une famille infi-

nie Cy, (1, ... de sous-ensembles disjointes définissables de A de dimension
dim(B) + (d — 1), ce qui montre dim(A) > dim(B) + d.
Pour I'autre sens de I'inégalité, supposons que Ag, Ay, ... est une famille

de sous-ensembles disjoints de A de dimension au moins n. Chaque A; se
divise en un nombre fini d’ensembles

Al ={a € A; - dim(f'(f(a)) N A;) = j},

ot 0 < j < d. Par récurrence dim(A?) > n implique dim(f(A7)) +j > n.
Comme dim(f(A?)) 4 j < dim(B) + 7, si dim(B) + d # n + 1, on obtient
dim(f(A%) = dim(B) pour tout i. On trouve donc b € B tel que f~1(b)
contient un nombre arbitrairement large de sous-ensembles disjoints de di-

mension d (dans autant des A¢ quon veut), ce qui contredit le degré borné
de f71(b). m

Un (élément) imaginaire, c’est une classe modulo une relation d’équivalence
définissable.

Théoreme 4.3.6 Dans une structure fortement minimale N, toute relation
d’équivalence définissable E sur un ensemble définissable A C O™ est de la
forme fz) = f(y), ou [ est une fonction définissable de A dans un quotient
C/F, ou C est définissable et F' est une relation d’équivalence sur C a classes
finies.
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DEMONSTRATION: Soit C' un ensemble de choix multiples pour £ dans A,
et F' la restriction de F a C'; la fonction f associe a chaque a € A la classe
modulo F' des ¢ € C' qui lui sont congrus modulo £. =

Ce phénomene s’appele aussi élimination faible des imaginaires. Dans un
corps algébriquement clos, en a plus :

Théoreme 4.3.7 Soit K un corps algébriquement clos, A C K™ définissable,
et E une relation d’équivalence définissable sur A. Alors il y a une fonction

f:A— K™ telle que E(a,b) si et seulement si f(a) = f(b).

On peut donc remplacer les imaginaires dans A/E par leurs images dans
f(A).

DEMONSTRATION: D’apres le théoréme précédent, on peut supposer que les
classes modulo E sont finies, et en fait de taille borné (par une borne sur leur
degré). En partitionnant A, on peut méme supposer qu’elles sont toutes de
taille k.

Si A est un sous-ensemble de K, on peut facilement coder 1’ensemble
{ai,...,a;} par la suite (o1(aq,...,ax),...,0r(ag,...,ar)), ou les o; sont les
fonctions élémentaires symétriques (donc les coefficients du polynme normé
(x —ay)---(x — ag), a signe pres).

Pour le cas général ou les a; sont de longueur n, on considere 1'exten-
sion galoisienne Q(z) de Q(01(Z), 0%, (Z)), ot T = (x1,...,Zk, sont des
éléments trancendents indépendents sur Q, avec groupe de Galois G. Si
H est le sous-groupe des automorphismes dans G qui permutent les blocs
(1, oy @n), (Tpaty - Ton)s - oy (Thn—kats - - -, Tkpn) €ntre eux, et si K est le
corps fixe de H, on peut trouver un générateur de Q(z) sur K tel que les
coefficients de son polynéme minmal sur K s’expriment comme polynomes
71(Z), 72(Z), . ... L'ensemble {ay,...,ar} est codé par I'uple

(ri(ay...ar),2(a1...a;)...). m

Exercice 4.3.8 Trouver explicitement des polynomes 71, 7o, etc.

4.4 Sous-structures

D’abord, nous allons généraliser la notion de cloture algébrique.
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Définition 4.4.1 Soit 91 und structure, et A C 991 un ensemble de pa-
rametres. Un élément a € M est ahgébrique sur A s’il y a un ensemle fini X,
définissable a paramétres dans A, qui contient a. La cloture algébrique acl(A)
est ’ensemble de tous les éléments de 9 algébriques sur A.

Un élément a € M est définissable sur A sil’ensemble {a} est définissable
a parametres dans A. La cloture définissable dcl(A) est ’ensemble des éléments
définissables sur A.

Evidemment {a} est un ensemble définissable (par la formule x = a) fini qui
contient a; I'i,porance c’est qu’on peut prendre des parametres dans A.

Exemple 4.4.2 Si 9 = K est un corps algébriquement clos, acl(A) est la
cloture algébrique (dans le sens corporal) et dcl(A) est la cloture inséparable

du corps engendré par A. Donc acl(A) = (A) et dcl(A) = (A)nsep,

Lemme 4.4.3 Les clotures algébriques et définissables sont des operateurs
finitaires, positifs et idempotens. En effet,

1. acl(A) = U, ca fini acl(Ag) et del(A) = U, ca fini dcl(Ay).
2. ACdcl(A) Cacl(A), et
3. acl(acl(A)) = acl(A) et dcl(dcl(A)) = dcl(A).

DEMONSTRATION: Comme une formule n’utilise qu'un nombre fini de pa-
rametres, tout a € acl(A) est algébrique, et tout a € dcl(A) est définissable,
sur un sous-ensemble fini Ay C A; cei démontre 1. La partie 2. est évident
de la définition, comme {a} est définissable a parametre a.

Pour 3., considérons une formule ¢(z, ao, . . ., ax) & parametres dans acl(A)
qui définit un ensemble fini, disons a n éléments. Pour ¢ < k soit ¢;(z, a;)
une formule a parametres dans A qui définit un ensemble fini contenant a;.
Soit |¢(x,y)| < n la formule

on,...,xn[/\ o(x;,7) — \/xZ = x|

Alors
ElyOa <oy Yk [/\wz(yzadl) A @(ZB?yOv s 7yk) A |90($a/y07 cee 7yk)| S n

i<k
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est une formule & parametres dans A qui définit un ensemble fini conte-
nant les réalisations de ¢(z,ao,...,a;). Donc acl(acl(A) C acl(A); on a
égalité par la partie 2. Pour la cloture définissable, on considere la méme
démonstration, sauf que n = 1 et toutes les formules définissent des en-
sembles a un élément. m

Théoreme 4.4.4 Soit M une structure fortement minimale, et A C M un
sous-ensemble infini algébriquement clos. Alors A < 9.

DEMONSTRATION: Comme A est algébriquement clos, il contient les constantes
et est clos par les fonctions. Donc, avec la structure induite c¢’est bien une
sous-structure de M. Vérifions qu’elle est élémentaire. Soit alors ¢(x) une
formule a parametres dans A qui définit un ensemble non-vide dans 91. Par
minimalité forte, soit ¢ définit un ensemble fini, qui est inclus dans la cloture
algébrique de A, et donc dans A, soit ¢ définit un ensemble co-fini dans 9,
qui doit coupe A en un ensemble infini. En tout cas, on trouve a € A tel que
M = p(a); par le critere de Tarski A < 9. =
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