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Dans ce chapitre, nous abordons le problème de la résolution de systèmes formés de plu-

sieurs équations différentielles linéaires. Dans l’exemple 5.1.2, nous avons exprimé l’évolution

de la concentration x(t) d’un polluant dans une cuve en fonction du temps par l’équation

différentielle :
d

dt
x(t) = −

r

V
x(t),

avec la condition initiale x(0) = p0. La solution de cette équation est

x(t) = p0e
−

r
V
t.

Dans l’exemple 5.1.5, nous avons considéré le même problème mais avec trois cuves. L’évolution

des concentrations x1(t), x2(t) et x3(t) dans chaque cuve est définie par le système différentiel

suivant
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx1(t)

dt
= −

r

V
x1(t)

dx2(t)

dt
=

r

V
x1(t)−

r

V
x2(t)

dx3(t)

dt
=

r

V
x2(t)−

r

V
x3(t)

Ce système s’écrit matriciellement sous la forme

dx(t)

dt
= Ax(t), (12.1)

avec

x(t) =





x1(t)
x2(t)
x3(t)



 ,
dx(t)

dt
=













dx1

dt
dx2

dt
dx3

dt













et A =
r

V





−1 0 0
1 −1 0
0 1 −1



 .
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Nousmontronsdanscechapitrequelasolutiondel’équationdifférentielle(12.1)est

x(t)=e
tA
p0,

oùe
tA

estl’exponentielledelamatricetA.Plusgénéralement,nousdonnonsuneméthodede

résolutiondessystèmesdifférentielsdelaforme:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx1(t)

dt
=a

1
1x1(t)+···+a

n
1xn(t)

..

.
..
.

dxn(t)

dt
=a

1
nx1(t)+···+a

n
nxn(t)

oùa
j
i∈Retlesxi:R→Rsontdesfonctionsdérivablesdevariablet,quis’écritmatricielle-

mentsouslaforme
dx(t)

dt
=Ax(t),

avec

A=







a
1
1...a

n
1

..

.
..
.

a
1
n...a

n
n





,etx(t)=







x1(t)
..
.

xn(t)





,

où
dx(t)

dt
désigneladérivéduvecteurx(t).

§1Systèmesdifférentielslinéairesàcoefficientsconstants

12.1.1.Matricesdevariablesréelle.—UnematricedevariableréelletdeMn,m(K)estune

application

A(−):R−→Mn,m(K)

t7−→A(t)

LescoefficientsdeAsontalorsdesfonctionsa
j
i:R−→K.Unematriceestditeconstantesi

toussescoefficientssontconstants.

LamatriceA(t)=[a
j
i(t)]devariableréelletestditedérivable,sitoussescoefficientssont

desfonctionsdérivables.Sadérivéeestalorslamatrice

dA(t)

dt
=

(

da
j
i(t)

dt

)

.

L’application
d

dt
:Mn,m(K)−→Mn,m(K)

estlinéaire,i.e.,pourtoutesmatricesA(t)etb(t)deMn,m(K)devariableréellet,etpourtous

scalairesλ,µ∈K,ona

d

dt
(λA(t)+µb(t))=λ

dA(t)

dt
+µ

db(t)

dt
.
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Onsupposequeleséchangessontcontinus.LeslacsL1,L2,L3contiennent,àl’instantt=0,

respectivementq1,q2,q3grammesdepolluant.

8.Écrireleséquationsdécrivantl’évolutiondelaquantitédepolluantdanschaquelac.

9.Déterminerlaquantitédepolluantdanschaquelac,lorsquettendvers+∞.

12.2.6Exercice.—OnconsidèrelamatricedeMn(R)suivante

A=











ab...b

ba
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.b

b...ba











ensupposantn≥2.Déterminerlasolutiondusystèmedifférentiel

dx(t)

dt
=Ax(t),

prenantent=0lavaleurx(0),contenuedansl’hyperplandeR
n

d’équationx1+...+xn=0.

12.2.7Exercice.—Leproblèmedediffusionsuivantapparaı̂tdansdenombreusessituations

biologiques.Considéronsdeuxcellulescontenantdescomposéeschimiques.Onsouhaiteétudier

laconcentrationd’uncomposéinjectédansunecellule,alorsquelesdeuxcellulespeuventdif-

fusermutuellementcecomposé.

Àl’instantt=0,oninjecteuneunitéd’uncomposéchimiquedanslacelluleA.Lecomposé

sediffuseselonlesrèglessuivantes.Àchaqueinstantt,ladiffusionducomposédelacellule

AverslacelluleBestdexfoislaconcentrationducomposédanslacelluleAetladiffusion

ducomposédelacelluleBverslacelluleAestdeyfoislaconcentrationducomposédansla

celluleB.Onsupposex,y>0.

a)Déterminer,àchaqueinstantt,laconcentrationducomposédanschacunedesdeuxcel-

lules.

b)Lesconcentrationsducomposédanschaquecellulesestabilisent-ellesauboutd’uncer-

taintemps?
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En effectuant un décomposition en éléments simples :

1

x(x− λ2)2
=

1
λ2

2

x
+

ax+ b

(x− λ2)2
.

D’après le lemme de décomposition en noyaux, on a

R
3 = Ker(A)⊕Ker(A− λ213)

2.

La matrice de la projection sur Ker(A) parallèlement à Ker(A− 213)
2 est donc

Π1 = (A− λ213)
2 =

1

3





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 .

Pour le calcul de Π2, il est inutile de déterminer a et b, on exploite la relation Π2 = 13 − Π1.

On a donc

etA = Π1 + etλ2Π2 + etλ2t(A− λ213)Π2.

D’où

x(t) =





x1(t)
x2(t)
x3(t)



 = Π1





x

0
0



+ etλ2Π2





x

0
0



+ etλ2t(A− λ213)Π2





x

0
0



 .

Comme λ2 < 0, on déduit que

lim
t→+∞

x(t) = Π1





x

0
0



 .

Par suite, pour i = 1, 2, 3, on a

lim
t→+∞

xi(t) =
1

3
x.

Autrement dit, à terme le produit chimique se sera diffusé dans les trois cuves de façon ho-

mogène, chaque cuve contenant un tiers de la quantité initiale du produit.

12.2.5 Exercice. — On considère la matrice réelle

A =





−7 4 3
2 −5 3
5 1 −6



 .

1. Montrer que le polynôme caractéristique de A est pA = −x(x+ 9)2.
2. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé à la valeur propre −9.

3. La matrice A est-elle diagonalisable?

4. Déterminer le polynôme minimal de A.

5. Exprimer, en fonction de la matrice A, les projecteurs spectraux Π0 et Π−9 de A.

6. Exprimer, en fonction de A, Π0 et Π−9 la matrice etA, où t est un réel.

7. On considère trois lacs L1, L2 et L3, chacun de volume V , reliés entre eux par un système

de canaux permettant de faire circuler l’eau entre les lacs. L’eau circule avec un taux indiqué

par la figure suivante.
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12.1.2 Proposition. — L’application
d

dt
satisfait les propriétés suivantes.

i) Pour toutes matrices compatibles A(t) et b(t), on a

d

dt
(A(t)b(t)) =

dA(t)

dt
b(t) +A(t)

db(t)

dt
.

ii) Si P est une matrice constante et inversible, pour toute matrice A(t), on a :

d

dt
(P−1A(t)P) = P−1dA(t)

dt
P.

Preuve. Montrons i). Posons A(t) = [aji (t)] et b(t) = [bji (t)]. On a

(Ab)ji =
∑

k

aki b
j

k

Donc

d

dt
(Ab)ji =

d

dt

(

∑

k

aki b
j

k

)

=
∑

k

d

dt
(aki b

j

k).

D’où

d

dt
(Ab)ji =

∑

k

(

daki
dt

b
j

k + aki
db

j

k

dt

)

=
∑

k

daki
dt

b
j

k +
∑

k

aki
db

j

k

dt

=

(

dA

dt
b

)j

i

+

(

A
db

dt

)j

i

.

Ainsi
d

dt
(Ab)ji =

(

dA

dt
b+A

db

dt

)j

i

.

L’assertion ii) est une conséquence immédiate de i). Si P est une matrice constante, on a
dP

dt
= 0. �

12.1.3 Proposition. — Pour toute matrice constante A, on a

d

dt
etA = AetA = etAA. (12.2)

Preuve. Soit A une matrice diagonalisable de spectre Sp(A) = {λ1, . . . , λp}. D’après le théorème

de décomposition spectrale, on a A = λ1Πλ1
+ . . .+ λpΠλp

, d’où

etA = eλ1tΠλ1
+ . . .+ eλptΠλp

,
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oùlesΠλisontlesprojecteursspectrauxdeA.Onendéduitque

d

dt
e
tA

=λ1e
λ1t

Πλ1+...+λpe
λpt

Πλp,

=

(

p
∑

i=1

λiΠλi

)(

p
∑

i=1

e
λit
Πλi

)

=Ae
tA
.

Commee
tA

estunpolynômeenA,onaAe
tA

=e
tA
A.

SilamatriceAn’estpasdiagonalisable,laméthodeestlamême.Onutiliselarelation

suivantequidécouledeladécompositionspectralealgébrique:

e
tA

=

p
∑

i=1

ki−1 ∑

k=0

t
k
e
λit(A−λi1)

k

k!
Πλi.

�

12.1.4.Systèmesdifférentielslinéaires.—Unsystèmedifférentiellinéairedupremierordre

àcoefficientsconstantsréels(resp.complexes)estladonnéed’uneéquation

dx(t)

dt
=Ax(t)+v(t)(E)

oùtparcourtunintervalleréelI,A∈Mn(R)(resp.A∈Mn(C))etv:I−→R
n

(resp.

v:I−→C
n
)estuneapplication.

L’applicationvestappeléesecondmembredel’équation(E).L’équationhomogèneas-

sociéeà(E)estl’équationdifférentiellesanssecondmembre:

dx(t)

dt
=Ax(t)(E0)

Onappellesolutionde(E)touteapplicationx:I−→R
n

(resp.x:I−→C
n
)declasse

C
1

etsatisfaisant(E),pourtoutréelt.

12.1.5Proposition.—

i)L’ensembledessolutionsdel’équationhomogène(E0)formeunsous-espacevecto-

rieldel’espacevectorielC
∞
(I,R

n
)(resp.C

∞
(I,C

n
)).

ii)Lasolutiongénéraledel’équation(E)estlasommed’unesolutionparticulièrede(E)
etd’unesolutiongénéraledel’équationhomogène(E0).

Preuve.Montronsi).Delarelation
dx(t)

dt
=Ax(t),ondéduitquelessolutionsx(t)de

l’équationhomogène(E0)sontdeclasseC
∞

.Ilestimmédiatquetoutecombinaisonlinéaire

desolutionsde(E0)estsolutionde(E0).

Montronsii).Supposonsquey(t)soitunesolutionparticulièredel’équation(E)etx(t)une

solutiongénéraledel’équationhomogène(E0).Ona

d

dt
(x(t)−y(t))=A(x(t)−y(t)).

Parsuitex(t)−y(t)estsolutiondel’équationhomogène(E0).�
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Parexemple,ilcirculedelacuveL1àlacuveL2unvolumede2alitresdeliquidepar

seconde,oùaestuneconstantefixée.Onsupposequeleséchangesdeliquideentrelescuves

sontcontinus.

OnsupposequelestroiscuvesL1,L2etL3necontiennentquedel’eau.Àl’instantt=0,

onversexgrammesd’unproduitchimiquedanslacuveL1.Onsouhaiteétudierladiffusionde

ceproduitdanslesautrescuves,enparticulierdéterminerlaquantitédepolluantdanschaque

cuveàchaqueinstant,puislorsquettendvers+∞.

Notonsxi(t)laquantitéduproduitchimique,expriméeengramme,danslacuveLiàl’ins-

tantt.Lorsquet=0,onax1(0)=x,x2(0)=x3(0)=0.Laconcentrationdeproduitchimique

danslacuveLi,àl’instanttest
1

V
xi(t)grammeparlitre.LEtauxdevariationdelaquantitédu

produitchimiquedanslacuveLiestdéfinipar

dxi(t)

dt
=

(

quantitédeproduitchimiquequi

entredanslacuveLiparseconde

)

−

(

quantitédeproduitchimiquequi

sortdelacuveLiparseconde

)

D’oùlesystèmed’équationsdifférentielles:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx1(t)

dt
=4

a

V
x2(t)−4

a

V
x1(t)

dx2(t)

dt
=2

a

V
x1(t)+3

a

V
x3(t)−5

a

V
x2(t)

dx3(t)

dt
=2

a

V
x1(t)+

a

V
x2(t)−3

a

V
x3(t)

Cesystèmes’écritmatriciellementsouslaforme

d

dt





x1(t)
x2(t)
x3(t)





=
a

V





−440
2−53
21−3









x1(t)
x2(t)
x3(t)





.

D’aprèslethéorème12.1.6,lasolutiondecesystèmeest





x1(t)
x2(t)
x3(t)





=e
tA





x

0
0





,

avec

A=
a

V





−440
2−53
21−3





.

OncalculelepolynômecaractéristiquedelamatriceA:

pA=−x(
6a

V
+x)

2
.

Posonsλ1=0etλ2=−
6a
V.Ondéterminelesous-espacepropreassociéàlavaleurpropreλ2:

Eλ2=Vect





−2
1
1





.

Parsuite,lamatriceAn’estpasdiagonalisableetsonpolynômeminimalest

mA=x(
6a

V
+x)

2
.
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et
∫ t

0

e−s(s− 1)ds = (2− t)e−t − 2.

Par suite,

∫ t

0

e(t−s)Av(s)ds = −
e4t

12

(

(
3

4
+ t)e−4t − 1

)





1
1
1



+
et

3

(

(2− t)e−t − 2
)





−1
2
−1



 .

Par ailleurs, on a

etAx(0) = e4tΠ4





x1

x2

x3



+ etΠ1





x1

x2

x3





=
e4t

3
(x1 + x2 + x4)





1
1
1



−
et

3





−2x1 + x2 + x3

x1 − 2x2 + x3

x1 + x2 − 2x3





Le système différentiel admet donc pour solution

x(t) =
e4t

3

(

(x1 + x2 + x4)−
1

4

(

(
3

4
+ t)e−4t − 1

)





1
1
1





−
et

3





−2x1 + x2 + x3

x1 − 2x2 + x3

x1 + x2 − 2x3



+
et

3

(

(2− t)e−t − 2
)





−1
2
−1



 .

12.2.3 Exercice. — Résoudre le système différentiel

dx(t)

dt
= Ax(t) +





1
t

1



 ,

pour les matrices suivantes

A =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 , A =





−1 1 3
−2 2 2
−2 1 4



 .

12.2.4. Exemple. — On considère un ensemble de trois cuves dans une usine chimique, reliées

entre elles par un système de canalisations. Les cuves L1, L2 et L3 ont chacune le même volume

V . Le système de canalisation permet un échange du liquide contenu dans les trois cuves. Les

canalisations et les débits de chacune d’elles sont représentés par la figure 12.1.

FIGURE 12.1 – Trois lacs reliés par des canaux
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12.1.6 Théorème. — La solution de l’équation différentielle (E) avec la condition initiale

x(0) = x0 existe et est unique. Elle est donnée par

x(t) = etAx0 +

∫ t

0

e(t−s)Av(s)ds.

Preuve. Nous admettrons l’unicité. L’existence peut se montrer en utilisant la méthode de la

variation de la constante. D’après la relation (12.2), pour tout vecteur constant y,

x(t) = etAy,

est solution de l’équation homogène (E0). On cherche une solution de (E) sous la forme

x(t) = etAy(t),

où y(t) est un vecteur dépendant de t. On a :

dx(t)

dt
= AetAy(t) + etA

dy(t)

dt
,

= Ax(t) + etA
dy(t)

dt
.

Comme x(t) est solution de l’équation (E), on obtient

etA
dy(t)

dt
= v(t).

La matrice etA est inversible. On a donc

dy(t)

dt
= e−tAv(t).

Soit

y(t) =

∫ t

0

e−sAv(s)ds+ y0.

Donc

x(t) = etAy(t),

= etA
∫ t

0

e−sAv(s)ds+ etAy0,

=

∫ t

0

e(t−s)Av(s)ds+ etAy0.

Or x(0) = x0 donc y0 = x0. On a ainsi

x(t) = etAx0 +

∫ t

0

e(t−s)Av(s)ds.

�
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12.1.7Proposition.—Lasolutiondel’équationhomogène(E0)aveclaconditioninitiale

x0est

x(t)=e
tA
x0.

Deplus,l’espacedessolutionsdel’équationhomogène(E0)estdedimensionn.Unebase

decetespaceestdonnéeparlesvecteurscolonnesdelamatricee
tA

.

Preuve.Lapremièreassertionestuneconséquenceimmédiateduthéorèmeprécédent.Notons

C1,...,Cnlescolonnesdelamatricee
tA

:

e
tA

=
[

C1|C2|...|Cn

]

.

Silevecteurx0apourcomposantex
i
0,ona

x(t)=
[

C1|C2|...|Cn

]











x
1
0

x
2
0
..
.

x
n
0











.

D’oùx(t)=x
1
0C1+...+x

n
0Cn,ainsilafamille(C1,...,Cn)formeunebasedel’espacedes

solutionsdel’équationhomogène(E0).�

§2Exemples

12.2.1.Exemple.—Lesystèmedifférentiel

dx(t)

dt
=Ax(t),x(0)=x0,A=





31−1
22−1
220





,(12.3)

apoursolutionx(t)=e
tA
x0.Ilnoussuffitdoncdedéterminerlamatricee

tA
.

LepolynômecaractéristiquedelamatriceAestpA=−(x−1)(x−2)
2
,sonpolynôme

minimalest(x−1)(x−2)
2
.LamatriceAn’estpasdiagonalisable.

DéterminonsuneidentitédeBézoutentrelespolynômespremiersentreeuxx−1et(x−2)
2
.

Eneffectuantundécompositionenélémentssimples:

1

(x−1)(x−2)2=
1

(x−1)
+

−1

(x−2)
+

1

(x−2)2=
1

(x−1)
+

3−x

(x−2)2.

D’oùl’identitédeBézout:

1=(x−2)
2
+(3−x)(x−1).

OnendéduitlesprojecteursspectrauxdeA

Π1=(A−213)
2
=





1−10
000
2−20





,

Π2=(−A+313)(A−13)=





010
010
−221





.
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Pourcalculercedernier,onauraitpuaussiexploiterlarelationΠ2=13−Π1,moinscoûteuse

encalculs.

Delarelation(10.6),ondéduitque

e
tA

=t
0e

t

0!
(A−13)

0
Π1+t

0e
2t

0!
(A−213)

0
Π2+t

e
2t

1!
(A−213)Π2,

=e
t
13Π1+e

2t
(13+t(A−213))Π2,

=e
t
Π1+e

2t
Π2+te

2t
(A−213)Π2.

D’où:

e
tA

=





e
t
+2te

2t
−e

t
+e

2t
−te

2t

2te
2t

e
2t

−te
2t

2e
t
+2(2t−1)e

2t
2(e

2t
−e

t
)(1−2t)e

2t





.

Onendéduitlasolutiondusystèmedifférentiel(12.3).

12.2.2.Exemple.—Lesystèmedifférentiel

dx(t)

dt
=Ax(t)+v(t),x(0)=





x1

x2

x3





,A=





211
121
112





,v(t)=





1
t

1





(12.4)

apoursolution

x(t)=e
tA
x(0)+

∫

t

0

e
(t−s)A

v(s)ds.

D’aprèsl’exemple9.2.1,lamatriceAestdiagonalisable,despectreSp(A)={1,4}etses

projecteursspectrauxsont

Π1=−
1

3





−211
1−21
11−2





,Π4=
1

3





111
111
111





.

OnaA=Π1+4Π4,d’où,pourtousréeltets,ona

e
(t−s)A

=e
4(t−s)

Π4+e
(t−s)

Π1.(12.5)

Parailleurs,

Π1v(s)=
s−1

3





−1
2
−1





,Π4v(s)=
2+s

3





1
1
1





.(12.6)

Deséquations(12.5)et(12.6),ondéduitque

∫

t

0

e
(t−s)A

v(s)ds=

∫

t

0

e
4(t−s)2+s

3
ds





1
1
1





+

∫

t

0

e
(t−s)s−1

3
ds





−1
2
−1





,

=
e
4t

3

∫

t

0

e
−4s

(2+s)ds





1
1
1





+
e
t

3

∫

t

0

e
−s
(s−1)ds





−1
2
−1





.

Or,ona:∫

t

0

e
−4s

(2+s)ds=−
1

4

(

(
3

4
+t)e

−4t
−1
)

,


