CHAPITRE
12

Systemes dynamiques continus
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Dans ce chapitre, nous abordons le probleme de la résolution de systeémes formés de plu-
sieurs équations différentielles linéaires. Dans I’exemple 5.1.2, nous avons exprimé 1’évolution
de la concentration z(¢) d’un polluant dans une cuve en fonction du temps par I’équation

différentielle : p
r
—x(t) = —=x(t
Sx(t) = —x(0),
avec la condition initiale x(0) = py. La solution de cette équation est

x(t) = poe” V1.
Dans I’exemple 5.1.5, nous avons considéré le méme probléme mais avec trois cuves. L’évolution
des concentrations w1 (t), x3(t) et 23(¢) dans chaque cuve est définie par le systéme différentiel

suivant
r

) _
ddt(t> = Viﬂl(t)
x r r
dxs(t r r
= —ay(t) — —m3(t
TR G )
Ce systeme s’écrit matriciellement sous la forme
dx(t)
= Ax(¢ 12.1
avec
dzy
21 (1) it -1 0 0
x(t) = | @) |, L’;gt) I I
w3(t) ) (,11?3 0 I -1
dt
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10 CHAPITRE 12. SYSTEMES DYNAMIQUES CONTINUS

En effectuant un décomposition en éléments simples :

1 é ar +b

oz —N)? oz (z—M)?
D’apres le lemme de décomposition en noyaux, on a
R? = Ker(A) @ Ker(A — \15)%

La matrice de la projection sur Ker(A) parallelement 2 Ker(A — 213)? est donc
1 111
1 :(A7A213)2:g 111
111

Pour le calcul de 115, il est inutile de déterminer a et b, on exploite la relation [Ty = 13 — II;.

On a donc
A1+ e210, + et (A — Ao13)IT,
D’ou
z1(t) z T T
x(t)= | wa2(t) | =T | 0 | +e™Ty | 0 | + ™A - A1), | 0

Comme \; < 0, on déduit que

8

lim x(¢t) =1, | 0
t—+o00
Par suite, pour¢ = 1,2,3,0na

. 1
tgg_nooxi(t) =3

Autrement dit, a terme le produit chimique se sera diffusé dans les trois cuves de facon ho-
mogene, chaque cuve contenant un tiers de la quantité initiale du produit.

12.2.5 Exercice.— On considére la matrice réelle

-7 4 3
A=| 2 -5 3
5 1 -6
. Montrer que le polyndme caractéristique de A est pp = —z(z + 9)2.

. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre —9.

. La matrice A est-elle diagonalisable ?

. Déterminer le polyndme minimal de A.

. Exprimer, en fonction de la matrice A, les projecteurs spectraux Il et II_g de A.

. Exprimer, en fonction de A, 11, et [I_g la matrice etA ol t est un réel.

. On considere trois lacs Ly, Ly et Lz, chacun de volume V/, reliés entre eux par un systeme
de canaux permettant de faire circuler I’eau entre les lacs. L’eau circule avec un taux indiqué
par la figure suivante.

N A W -
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d
12.1.2 Proposition. — L’application % satisfait les propriétés suivantes.

i) Pour toutes matrices compatibles A (¢) et b(t), on a

d dA(t) db(t)

a(A(t)b(t)) = Tb(t) + A(f)7~

ii) Si P est une matrice constante et inversible, pour toute matrice A(t), ona:

d
dt

LA,

Z(PTAMP) =PI

Preuve. Montrons i). Posons A (t) = [a!(t)] et b(t) = [b(t)]. On a

-y
k

Donc
d od ; d .
—(Ab) = — kpi | = —(a*p).
D’ou
Ab i= /
> ( L+l )
K dt
k
dA db\’
= —b A— | .
( >i * ( i)
Ainsi
d ; dA db
—(Ab) = [ — A
dt( b); = ( dt L dt)
L’assertion ii) est une conséquence immédiate de i). Si P est une matrice constante, on a
dP
—=0.0
dt

12.1.3 Proposition. — Pour toute matrice constante A, on a

d
—eth = Aeth = e AA. (12.2)
dt
Preuve. Soit A une matrice diagonalisable de spectre Sp(A) = { A, ..., A, }. D’aprés le théoréme
de décomposition spectrale, ona A = M\II, + ...+ A HA,), d’ou

tA At Apt
et =My, + ...+ e,
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CHAPITRE 12. SYSTEMES DYNAMIQUES CONTINUS

et .
/ e (s —1)ds=(2—t)e " -2
0
Par suite,
642 3 1 et -1
/ et=IAy(5)ds = ——(E+e™=1) |1 |+=(2-te'-2)| 2
0 124 1 3 1
Par ailleurs, on a
T Ty
ex(0) = My | 2y | + €'l | oy
T3 T3
At 1 o | 2Tt arta
:3(1*1—&-1*2—&-14) 1 -3 T, — 229 + T3
1 T+ Ty — 213
Le systeme différentiel admet donc pour solution
1
et 1,3
x(t)=—((m14+z2+z)— - (G+t)e™=1) | 1
3 434 1
ot —2x1 + @ + 3 ot -1
—— | m =2+ a3 +§((27t)e’t72) 2
1+ X9 — 2[E3 -1
12.2.3 Exercice.— Résoudre le systeme différentiel
1
dx(t
O axy+ |t |,
dt 1
pour les matrices suivantes
211 -1 13
A=|1 21/, A=| -2 2 2
112 -2 14

12.2.4. Exemple.— On considére un ensemble de trois cuves dans une usine chimique, reliées
entre elles par un systéme de canalisations. Les cuves L;, Lo et L3 ont chacune le méme volume
V. Le systéme de canalisation permet un échange du liquide contenu dans les trois cuves. Les
canalisations et les débits de chacune d’elles sont représentés par la figure 12.1.

4a

FIGURE 12.1 — Trois lacs reliés par des canaux
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12.1.6 Théoréme.— La solution de I’équation différentielle (£) avec la condition initiale
x(0) = xq existe et est unique. Elle est donnée par

t
x(t) = etxq +/ ety (s5)ds.
0

Preuve. Nous admettrons 1’unicité. L’existence peut se montrer en utilisant la méthode de la
variation de la constante. D’apres la relation (12.2), pour tout vecteur constant y,

x(t) = ey,
est solution de I’équation homogene (). On cherche une solution de (&) sous la forme
x(t) = ey (),

ol y(t) est un vecteur dépendant de t. On a :

dx(t) A tA ady(t)
dt Acly(t) +e dt ’
dy(t)
= Ax(t AT
x(t) + 6 dt

Comme x(t) est solution de I’équation (&), on obtient

dy(t)
et o = v(t).

La matrice e** est inversible. On a donc

dy (t
(}(;5 ) = e’tAv(t).
Soit .
y(t) = / e *Av(s)ds + yo.
Jo
Donc

x(t) = y(t),

t
= etA/ ey (s)ds + ey,
0
t
= / ey (5)ds + ey,
0
Or x(0) = xp donc yy = Xo. On a ainsi

t
R
0
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