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§ 1 Équations d’évolution linéaire couplées

5.1.1. Évolution discrète du temps. — On s’intéresse à l’évolution d’une population de re-

nards dans une forêt au cours des années. Supposons que le nombre de renards l’année n est

proportionnel au nombre de renards l’année précédente n− 1. En désignant par x(n) le nombre

de renards vivant dans la forêt l’année n, l’évolution du nombre de renards se modélise par

l’équation

x(n) = ax(n− 1), (5.1)

où a est une constante positive réelle. Cet exemple est un modèle d’évolution linéaire. La po-

pulation est croissante si a > 1 et en extinction si a < 1. Si a = 1 la population reste constante

à sa valeur initiale. Connaissant la population initiale x(0) de renards l’année 0, de l’équation

de récurrence 5.1, on déduit le nombre de renards en fonction de l’année n :

x(n) = anx(0).

De nombreux problèmes d’évolution discrète linéaire peuvent être décrits par une telle équation.

5.1.2. Évolution continue du temps. — Afin d’illustrer les problèmes d’évolution continue,

considérons une cuve pleine d’eau de volume V litre et contenant p litre de polluant à l’instant
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t=0.Unrobinetd’eaunonpolluéeversedanslacuveàraisonderlitred’eauparseconde.

Afindemaintenirlaquantitéd’eauconstantedanslacuve,unrobinetvidelacuveàraisonder
litred’eauparseconde,commeindiquésurlafigure5.1.

FIGURE5.1–Évolutiondelaconcentrationdepolluantdansunecuve

Onsouhaitedéterminerlaquantitédepolluantdanslacuveàtoutinstantt.Notonsx(t)la

quantitédepolluantdanslacuveàl’instantt.Letauxdevariationdelaquantitédepolluantpar

rapportautempss’exprimepar

dx(t)

dt
=concentrationquiarrive−concentrationévacuée.

L’eauverséedanslacuveétantnonpolluée,laconcentrationdepoluantquiarriveestnulleet

laconcentrationévacuéeest
r
Vx(t),onadonc

dx(t)

dt
=0−

r

V
x(t),(5.2)

aveclaconditioninitialex(0)=p0.Cetteéquationdifférentielleadmetpoursolution

x(t)=e
−

r

Vt
p0.

5.1.3.Équationscouplées,lacasdiscret.—Dansdenombreusessituations,onétudiel’évolution

deplusieursespècescohabitantdansunmêmeécosystème.Lesystèmeestalorsdécritparplu-

sieursvariablesdutempsx1(n),x2(n),...,xk(n)quireprésententlenombred’individusde

chaqueespèce.Cesvariablesdépendentlesunesdesautres,onditqu’ellessont≪couplées≫.

Ilexisteplusieurscasd’évolution:

—chaquepopulationauneffetnégatifsurlacroissancedesautrespopulations,ils’agitde

lacompétitioninterspécifique,

—onparlederelationsproie-prédateurouhôte-parasite,lorsqu’unepopulationauneffet

positifsuruneautre,maisl’effetestnégatifdansl’autresens,

—chaquepopulationauneffetpositifsurlacroissancedesautrespopulations,onparlealors

d’évolutionensymbiose.

5.1.4.Unmodèleproie-prédateur.—Commeillustrationdumodèleproie-prédateur,considérons

lespopulationsderenardsetdemulotsdansuneforêt.L’évolutiondecesdeuxpopulationsest

liéedufaitquel’onsupposequelesrenardsmangentlesmulots.Enconséquence,plusilyaura

demulots,pluslesrenardsaurontàmanger;onpeutsupposeralorsquecelaencourageleur

reproduction,parsuitelenombrederenardsaugmente.D’autrepart,plusilyauraderenards,

plusdemulotsserontmangés,cequivaréduirelapopulationdemulotsl’annéesuivante.

Cesdeuxespècessontainsieninteraction,onpeutmodélisercetteinteractiondelafaçon

suivante.Notonsrespectivementparx1(n)etx2(n)lenombrederenardsetdemulotsl’annéen.

Leséquationsquidécriventl’évolutiondesdeuxpopulationsformentlesystème:
∣

∣

∣

∣

x1(n)=ax1(n−1)+bx2(n−1),
x2(n)=−cx1(n−1)+dx2(n−1),

(5.3)
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où a, b, c, d sont quatre constantes réelles positives. On regroupe les deux quantités x1(n) et

x2(n) pour former un vecteur

x(n) =

[

x1(n)
x2(n)

]

.

Le système d’équation (5.3) s’écrit alors sous la forme d’une seule équation

x(n) = Ax(n− 1), (5.4)

où A désigne la matrice
[

a b
−c d

]

L’équation (5.4) est une généralisation au cas de plusieurs variables de l’équation (5.1). De la

même façon que dans le cas à une seule variable, connaissant les deux populations l’année 0,

i.e., étant donné le vecteur x(0), on montre par récurrence que le nombre de renards et de mulots

l’année n est donné par

x(n) = Anx(0).

5.1.5. Équations couplées, la cas continu. — On considère le problème de concentration de

polluant de l’exemple 5.1.2, mais maintenant avec trois cuves. On dispose trois cuves pleines

d’eau polluée, d’un volume V chacune, de telle façon que l’eau circule entre elles selon le

schéma de la figure 5.2.

FIGURE 5.2 – Évolution de la concentration de polluant dans trois cuves

Il y a r litre d’eau par seconde qui passe de la cuve C1 à la cuve C2, de la cuve C2 à la cuve

C3 et de la cuve C3 à l’égout. De plus r litre d’eau pur par seconde est versé dans la cuve C1.

Les cuves contiennent initialement p1, p2 et p3 litre de polluant respectivement. On souhaite

déterminer la quantité de polluant qui se trouve dans chacune des cuves à chaque instant t de

l’évolution du système.

Notons xi(t) la quantité de polluant dans la cuve i, à l’instant t. On a

dxi(t)

dt
= concentration qui arrive − concentration évacuée.

La concentration du polluant évacuée de la cuve i est donc
r

V
xi(t). Les quantités de polluant

satisfont donc le système différentiel suivant :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx1(t)

dt
= −

r

V
x1(t)

dx2(t)

dt
=

r

V
x1(t)−

r

V
x2(t)

dx3(t)

dt
=

r

V
x2(t)−

r

V
x3(t)
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Cesystèmes’écritmatriciellementsouslaforme

d

dt





x1(t)
x2(t)
x3(t)





=
r

V





−100
1−10
01−1









x1(t)
x2(t)
x3(t)





.

Ouencore,

dx(t)

dt
=Ax(t),(5.5)

enposant

x(t)=





x1(t)
x2(t)
x3(t)





etA=
r

V





−100
1−10
01−1





etoù
dx(t)

dt
désigneladérivéeduvecteurx(t):

dx(t)

dt
=













dx1(t)

dt
dx2(t)

dt
dx3(t)

dt













.

Nousmontreronsplusloindanslecoursquel’équation(5.5)admetpoursolution

x(t)=e
tA
x(0),(5.6)

oùx(0)=





p1
p2
p3





désignelevecteurreprésentantlesconcentrationsdepolluantdanslestrois

cuvesàl’instantt=0etoùe
rt

VA
estlamatricedéfinieparunesériedematrices:

e
rt

VA
=

+∞∑

k=0

1

k!

(

rt

V
A

)

k

.

Nousjustifieronsplusloincettedéfinitionetnousprésenteronsdesméthodesdecalculdes

exponetiellesdematrices.Onremarqueral’analogieentrelasolution(5.6)etlasolutionde

l’équationdifférentielle(5.2).

Commedanslecasdiscret,lecalculdelasolutionpasseainsiparceluidespuissancesdela

matriceA.Nousallonsvoircommentl’onpeutréduirelecalculdespuissancesdeAàceluides

puissancesd’unematricediagonalesemblableàA.Onappellecetteopérationledécouplage.

§2Ledécouplagedesystèmed’équations

Nousallonsmontrerquepourrésoudreunsystèmed’équationscouplées,ilestjudicieux

detransformercesystèmeenunsystèmedécouplé.Dansunpremiertemps,onmontrequela

résolutiond’unsystèmedécoupléestimmédiate.
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5.5.3Exercice.—OnconsidèrelesdeuxmatricesdeMn(K)

I=
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,A=











ab...b

ba
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.b
b...ba











.

1.ÉcrireAcommecombinaisonlinéairedeIet1n.

2.CalculerlesmatricesI
k

etA
k
,pourtoutentiernaturelk.

5.5.4Exercice.—SoitA=

[

21
23

]

etP=

[

−1
1

2

11

]

.

1.MontrerquelamatriceP
−1
APestdelaforme

D=

[

λ0
0µ

]

.

2.Combienya-t-ildecheminsdelongueur2,3et4danslegrapheci-dessous?

p
��

KK99q
yy ��

ee
��
WW

3.ComparerlesrésultatsavecA
2
,A

3
,A

4
quel’oncalculeraàl’aidedelamatriceD.

4.Déterminer,pourtoutentierk≥1,lenombredecheminsdelongueurkdanslegraphe

suivant

p
%%

..

.n

99GGq

..

.n
yy ��

ee

5.5.5Exercice.—Écrirelesmatricesd’adjacencedesgraphessuivants
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Pour calculer le nombre d’itinéraires possibles en k jours d’une ville à une autre, on calcule les

coefficients de la matrice Gk. La matrice G est diagonalisable. On montre en effet

D =





−1 0 0
0 −1 0
0 0 2



 = P−1GP,

avec

P =





−1 −1 1
0 1 1
1 0 1



 et P−1 =
1

3





−1 −1 2
−1 2 −1
1 1 1



 .

Comme G = PDP−1, on a

Gk = PDP−1PDP−1 . . .PDP−1,

soit

Gk = PDkP−1.

Donc

Gk = P





(−1)k 0 0
0 (−1)k 0
0 0 2k



P−1.

Soit

Gk =
2k

3





1 1 1
1 1 1
1 1 1



+
(−1)k

3





2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2



 .

En particulier,

G2 =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 , G3 =





2 3 3
3 2 3
3 3 2



 , G4 =





6 5 5
5 6 5
5 5 6



 .

§ 5 Exercices

5.5.1 Exercice. — Soit Π le plan de R3 d’équation x+3y+5z = 0 et soit ∆ la droite d’équation

3x = 5y = 15z. Notons π la projection de R
3 sur le plan Π parallèlement à la droite ∆.

1. Écrire la matrice de l’endomorphisme π dans la base canonique de R
3.

2. Sans calcul, trouver une base de R3 dans laquelle la matrice de π est la plus simple possible,

i.e., ayant le plus grand nombre de coefficients nuls.

5.5.2 Exercice. — Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme

de E vérifiant u2 = IdE .

1. Montrer que

E = Ker(u− IdE)⊕Ker(u+ IdE).

2. Montrer que si u 6= IdE et u 6= −IdE , alors il existe une base de E dans laquelle l’endomor-

phisme u est représenté par la matrice
[

1p 0

0 −1q

]

,

où 1p et 1q désignent les matrices identités de Mp(C) at Mq(C) respectivement.
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5.2.1. Les équations découplées. — Supposons que nous ayons une équation d’évolution

discrète

x(k) = Ax(k − 1),

avec par exemple

A =

[

3 0
0 5

]

.

L’équation est équivalente au système de deux équations linéaires :

∣

∣

∣

∣

x1(k) = 3x1(k − 1)
x2(k) = 5x2(k − 1)

Ces équations sont dites non couplées, car x1(k) ne dépend que des valeurs des x1(i), pour

i ≤ k, et est indépendant des valeurs de x2(i). De même pour x2(k) qui ne dépend que des

valeurs de x2(i), pour i ≤ k.

Les solutions du système se déduisent par une simple récurrence :

x1(k) = 3kx1(0) et x2(k) = 5kx2(0).

5.2.2. Le découplage. — Considérons le système suivant de deux équations couplées :

∣

∣

∣

∣

x1(k) = 2x1(k − 1) + x2(k − 1),
x2(k) = x1(k − 1) + 2x2(k − 1).

(5.7)

Afin de résoudre ce système, nous effectuons le changement de variables suivant :

y1(k) =
x1(k) + x2(k)

2
, y2(k) =

x1(k)− x2(k)

2
. (5.8)

On a alors

x1(k) = y1(k) + y2(k), x2(k) = y1(k)− y2(k). (5.9)

En additionnant et soustrayant les deux équations du système précédent, on obtient

∣

∣

∣

∣

y1(k) = 3y1(k − 1),
y2(k) = y2(k − 1).

(5.10)

Ce dernier système est découplé, il admet pour solutions :

y1(k) = 3ky1(0), y2(k) = y2(0).

On peut alors résoudre notre problème initial. On a

y1(0) =
x1(0) + x2(0)

2
, y2(0) =

x1(0)− x2(0)

2
.

D’où

y1(k) = 3k
x1(0) + x2(0)

2
, y2(k) =

x1(0)− x2(0)

2
.

Et en utilisant les équations (5.9), on obtient

x1(k) =
3k + 1

2
x1(0) +

3k − 1

2
x2(0), x2(k) =

3k − 1

2
x1(0) +

3k + 1

2
x2(0). (5.11)
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5.2.3.Exégèsematricielle.—Lesystème(5.7)s’écritsouslaformematriciellesuivante

x(k)=Ax(k−1),

avec

A=

[

21
12

]

etx(k)=

[

x1(k)
x2(k)

]

.

Lechangementdevariable(5.8)consisteàconsidérerlamatrice

Q=
1

2

[

11
1−1

]

etdéfinirlevecteury(k)par

y(k)=Qx(k).(5.12)

Parailleurs,lechangementdevariable(5.9)s’écritmatriciellementsouslaforme:

x(k)=Py(k),avecP=

[

11
1−1

]

.(5.13)

OnvérifieraqueP=Q
−1

.Lesystèmedécouplé(5.10)s’écritmatriciellementsouslaforme

y(k)=

[

30
01

]

y(k−1).

Onendéduitque

y(k)=

[

30
01

]

k

y(0)

=

[

3
k

0
01

]

y(0).

Donc,de(5.12),ondéduitquey(0)=Qx(0),d’où:

y(k)=
1

2

[

3
k

0
01

][

11
1−1

]

x(0)

=
1

2

[

3
k
(x1(0)−x2(0))
x1(0)−x2(0)

]

.

D’après(5.13),onendéduitfinalementque

x(k)=
1

2

[

11
1−1

][

3
k
(x1(0)−x2(0))
x1(0)−x2(0)

]

=

[

3
k
/2(x1(0)+x2(0))+(x1(0)−x2(0))

3
k
/2(x1(0)+x2(0))−(x1(0)−x2(0))

]

.

Cecicorrespondàlasolutionquenousavonsobtenuen(5.11).

Lechoixduchangementdevariable(5.13)pourobtenirunsystèmedécouplé,i.e.,avecune

matricediagonale,estpossiblecarilexistedeux≪vecteurspropres≫

[

1
1

]

et

[

1
−1

]

.
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Genève

ee
99

FIGURE5.3–Liaisonsféroviairesentretroisvilles

estlamatrice

G=





011
012
000





5.4.3Proposition.—SoientGlamatriceassociéeàungrapheGetkunentiernaturel.Le

nombredecheminsdelongueurkdusommetjausommetidanslegrapheGestdonnée

parlecoefficient(G
k
)
i
j.

Preuve.Onobtientcerésultatparrécurrencesurlalongueurdunombredechemins.Lenombre

decheminsdelongueur2dejàiest
n∑

l=1

G
l
jG

i
l,

carG
l
jestlenombredecheminsdelongueur1dejàletG

i
lestlenombredecheminsde

longueur1delài.Cettesommecorrespondaucoefficient(G
2
)
i
j.

Onsupposeque,pourtousi,j,(G
k−1

)
i
jestlenombredecheminsdelongueurk−1entre

ietj.Alors

(G
k
)
i
j=

n∑

l=1

(G
k−1

)
l
jG

i
l.

�

5.4.4.Exemple.—Unconducteurdetrainréalisechaquejouruntrajetreliantl’unedestrois

villesdelafigure5.3.Chaquejour,ilnepeutfairequ’undestrajetsindiqués.Endeuxjours,il

nepourradoncfairequelesquatretrajetssuivantsaudépartdeLyon:

Lyon→Paris→Genève

Lyon→Genève→Paris

Lyon→Genève→Lyon

Lyon→Paris→Lyon

Lesitinérairespossiblesformentlescheminsd’ungraphedontlessommetssontlesvilles.La

matricedecegrapheest

G=





011
101
110





.
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Ainsi

[u]Can =





1 0 −1
0 1 −1
0 0 0



 .

Alors que, étant donnée une base (e1, e2) du plan Π, la famille B = (e1, e2, e) forme une base

de R
3 ; dans cette base, on a

[u]B =





1 0 0
0 1 0
0 0 0



 .

Ce qui montre que l’endomorphisme u est diagonalisable. On observera que

R
3 = Π⊕∆ = Vect(c1, c2)⊕ Vect(e),

et que

i) pour tout x ∈ Π, u(x) = x = 1.x,

ii) pour tout x ∈ ∆, u(x) = 0 = 0.x.

On dit dans ce cas qu’il existe deux directions globalement invariantes et que u admet pour

valeurs propres 1 et 0. Nous montrerons que tout endomorphisme de R2 admettant deux valeurs

propres disctinctes est diagonalisable.

5.3.5. Exemple. — Soit rθ la rotation de R
2 d’angle θ et de centre l’origine. La matrice de rθ

dans la base canonique est

[rθ]Can =

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

.

Si θ 6= kπ, alors il n’existe pas de direction globalement invariante et rθ ne possède pas de

valeurs propres. Dans ce cas, il est impossible de trouver une base de diagonalisation, ainsi

l’endomorphisme rθ n’est pas diagonalisable.

§ 4 Marches sur un graphe et diagonalisation

5.4.1. Graphes orientés. — Un graphe (orienté fini) G est la donnée d’un ensemble fini de

sommets S , d’un ensemble fini d’arcs A, de deux applications

s : A −→ S, t : A −→ S

appelées respectivement source et but. Un arc de source p et de but q est noté graphiquement de

la façon suivante

p −→ q.

5.4.2. Matrices d’adjacence. — Soit G un graphe à n sommets. On suppose que les sommets

sont numérotés de 1 à n. On associe au graphe G, une matrice G de Mn(R) telle que Gi
j est le

nombre d’arcs de source j et de but i dans G. Cette matrice est appelée la matrice d’adjacence

du graphe G.

Par exemple, la matrice du graphe suivant

1 //

��

2
��

����
3
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de la matrice A associés respectivement aux ≪ valeurs propres ≫ 3 et 1 de la matrice A. C’est-

à-dire que l’on a

A

[

1
1

]

= 3

[

1
1

]

et A

[

1
−1

]

=

[

1
−1

]

.

La matrice A est semblable à une matrice diagonale :

[

3 0
0 1

]

=
1

2

[

1 1
1 −1

]

A

[

1 1
1 −1

]

.

La première matrice dans le second membre de l’égalité est l’inverse de la matrice de change-

ment de base

P =

[

1 1
1 −1

]

formée de deux vecteurs propres associés aux deux valeurs propres.

Nous retiendrons que ≪ découpler ≫ un système revient à le ≪ diagonaliser ≫ . On a construit

deux matrices de changement de bases P et Q telles que

D = QAP,

ou de façon équivalente

A = PDQ,

car P et Q sont inverses l’une de l’autre. Ainsi, le calcul des puissances de A se réduit à celui

des puissances de D :

x(0)

Q

��

A // x(1) A // x(2) A // · · ·
A // x(k − 1) A // x(k)

y(0)
D

// y(1)

P

OO

D
// y(2)

P

OO

D
// · · ·

D
// y(k − 1)

P

OO

D
// y(k)

P

OO

Plus généralement, nous montrerons dans ce cours que lorsque l’on peut trouver n valeurs

propres différentes d’une matrice A de Mn(R), on peut résoudre un système couplé

x(k) = Ax(k − 1)

en considérant un système découplé

y(k) = Dy(k − 1).

§ 3 La diagonalisation des matrices et des endomorphismes

5.3.1. Problème de diagonalisation des matrices. — De nombreux problèmes comme celui

du découplage conduisent au problème suivant :

Donnée : A une matrice de Mn(K).
Question : Trouver une matrice inversible P de Mn(K), telle que P−1AP soit diagonale.

Nous verrons qu’il existe de nombreuses autres situtations dans lesquelles ce problème in-

tervient.
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5.3.2.Problèmedediagonalisationdesendomorphismes.—Onpeutdonneruneautrefor-

mulationdeceproblème.SoitEunK-espacevectorieldedimensionfinien.

Donnée:uunendomorphismedeEreprésentéparunematrice[u]BdansunebaseBdeE.

Question:TrouverunebaseB
′
deE,tellequelamatrice[u]B′soitdiagonale.

Deuxmatricessemblablesreprésentantlemêmeendomorphismedansdesbasesdifférentes,

laversionmatricielledeceproblèmecorrespondauproblème5.3.1:siPdésignelamatricede

passagedelabaseBàlabaseB
′
,onalarelation:

[u]B′=P
−1
[u]BP.

Lorsquelamatrice[u]B′estunematricediagonale,i.e.,delaforme:











λ10···0

0λ2

..
.

..

.
..
.

..
.

..
.0

0···0λn











onditquel’endomorphismeuestdiagonalisable.Lesvecteurs(e1,...,en)delabaseB
′

ont

unepropriétéremarquable,ilssatisfont,pourtouti∈J1,nK,

u(ei)=λiei.

Nousverronsqueceproblèmen’admetpastoujoursdesolution:unendomorphismen’est

pastoujoursdiagonalisable.Cependant,nousverronsqu’ilesttoujourspossibledetrouverun

changementdebasetelquelamatrices’exprimedanscettebasecommeunematricediagonale

parblocs.

5.3.3.Unereformulationgéométrique.—Onpeutdonneruneautreformulationduproblème

dediagonalisationd’unendomorphisme.SoituunendomorphismedeE,diagonaliserurevient

àtrouverunedécompositiondeEenunesommedirecte

E=E1⊕...⊕Ep

desous-espacesvectorielstelleque,pourtouti∈J1,pK,

i)Eieststableparu,i.e.,u(Ei)estunsous-espacedeEi,

ii)larestrictionu|Eidel’endomorphismeuàEiestunehomothétie,c’est-à-dire,qu’ilexiste

unscalaireλitelque

u(x)=λix,

pourtoutvecteurxdeEi.
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EnchoisissantunebaseBipourchaquesous-espaceEi,laréunionB1∪...∪Bpdecesbases

formealorsunebaseBdeEdanslaquellelamatricedeuestdelaforme

[u]B=















































λ10
..

.

0λ1





0







λ20
..

.

0λ2







..
.

0







λp0
..

.

0λp















































oùchaquebloc






λ10
..

.

0λ1







estlamatricedelarestrictiondel’endomorphismeuausous-espaceEi,exprimédanslabaseBi.

5.3.4.Exemple.—SoientΠleplandeR
3

d’équationz=0et∆ladroited’équation

x=y=z.Soitul’endomorphismedeR
3

quiprojettetoutvecteurxdeR
3

surleplanΠ
parallèlementàladroite∆.

NotonsCan=(c1,c2,c3)labasecanoniquedeR
3

:

c1=





1
0
0





,c2=





0
1
0





,c3=





0
0
1





.

Soite=





1
1
1





unvecteurdirecteurde∆.L’endomorphismeuestcaractérisépar

u(x)+λe=x,u(x)∈Π,pourtoutx∈R
3
.

Doncsi[x]Can=





x1

x2

x3





,ona

[u]Can





x1

x2

x3





=





x1−λ
x2−λ
x3−λ





et[u]Can





x1

x2

x3





∈Π.

Soitencore

[u]Can





x1

x2

x3





=





x1−x3

x2−x3

0





.


