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L’objectif de ce chapitre est d’introduire les notions de valeur propre et de vecteur propre

d’une matrice et de présenter des méthodes permettant de déterminer ces valeurs propres, no-

tamment via le calcul avec le polynôme caractéristique de la matrice.

§ 1 Préliminaires

Nous avons vu dans le chapitre 5 que la notion de valeur propre d’une matrice intervient

dans le découplage d’un système d’équation. En particulier, les vecteurs propres interviennent

pour décrire le changement de variable permettant d’obtenir un système découplé. Nous avons

illustré la problématique du découplage avec les systèmes d’équations différentielles linéaires

et les systèmes d’équations récurrentes. Avant de définir formellement dans la section suivante

les notions de valeur propre et de vecteur propre d’une matrice, nous considérons un nouvel

exemple d’illustration avec le problème de migration de population suivant.

6.1.1. Migration de population. — On étudie la répartition de la population entre deux zones

géographiques d’un même pays, disons entre une région nord et une région sud. Chaque année,

un mouvement de population entre ces deux zones s’opère de la façon suivante :

- 80% de la population des régions du nord part vivre dans les régions du sud,

- 70% de la population des régions du sud rejoint les régions nords.

On suppose que la population totale du pays reste constante d’une année à l’autre, ainsi 20%
des habitants des régions du nords restent dans le nord et 30% des habitants des régions du sud

restent dans le sud. Le mouvement de population est schématisé par la figure 6.1
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FIGURE6.1–Mouvementdepopulationentredeuxzonesgéographiques

Étantdonnéunerépartitioninitiale,l’annéek=0,delapopulationentrelesdeuxzones,

quelleseralarépartitiondepopulationlak-ièmeannée?Est-cequ’auboutd’uncertaintemps,

toutelapopulationvaseretrouverenzonesud,oubienlenombred’habitantsva-t-ilsestabiliser

danschaquezone?

6.1.2.Modélisationduproblème.—Notonsnklenombred’habitantsdesrégionsdunordla

k-ièmeannéeetsklenombred’habitantsdesrégionsdusudlak-ièmeannée.L’évolutiondes

deuxpopulationsestrégieparlesystèmed’équationscoupléessuivant
∣∣
∣∣nk+1=0.2nk+0.7sk
sk+1=0.8nk+0.3sk

quis’écritmatriciellementsouslaforme:
[
nk+1

sk+1

]
=A

[
nk

sk

]
,

avec

A=

[
0.20.7
0.80.3

]

etoùlevecteurp(k)=

[
nk

sk

]
exprimelarépartitiondelapopulationaunordetausud

l’annéek.Parexemple,sil’annéek=0,onaunmilliond’habitantsaunordetdixmille

habitantsausud,i.e.,p(0)=

[
10

6

10
4

]
,alorsl’annéesuivante,àk=1,ilyaura

p(1)=

[
n1

s1

]
=A

[
10

6

10
4

]

=

[
207000
803000

]
.

Pourconnaı̂trelapopulationdanschacunedesrégionslak-ièmeannée,onpeutappliquerla

formulesuivante,obtenueparrécurrencesurlenombred’annéesk:
[
nk

sk

]
=A

k

[
n0

s0

]
.

Voicilesvaleursduvecteurp(k)pourquelquesvaleursdek:

p(1)=

[
207000
803000

]
,p(2)=

[
603500
406500

]
,p(3)=

[
405250
604750

]
,

p(4)=

[
504375
505625

]
,p(5)=

[
454812.5
555187.5

]
,p(6)=

[
479593.75
530406.25

]
,(6.1)

p(7)=

[
467203.12
542796.87

]
,p(8)=

[
473398.43
536601.56

]
,p(30)=

[
471333.33
538666.66

]
.
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FIGURE 6.2 – Évolution de la population entre le nord et le sud les 12 premières années

Nous allons montrer que le calcul des puissances k-ième successives de la matrice A peut

se faire à l’aide d’un simple calcul de valeurs propres de la matrice A. Cette approche permet

d’éviter les multiplications de la matrice A par elle-même, cette opération étant coûteuse en

nombre d’opérations. Cette approche va nous permettre aussi de mieux comprendre l’évolution

du système, ici de l’évolution de la population dans chaque zone géographique, en fonction du

vecteur de répartition initial p(0).

6.1.3. Calcul des valeurs propres. — Nous allons donner dans ce chapitre une méthode de

calcul des valeurs propres pour une matrice : les valeurs propres de la matrice A sont les solu-

tions λ de l’équation suivante :

det(A− λ12) = 0.

Soit ∣∣∣∣
0.2− λ 0.7
0.8 0.3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 0.5λ− 0.5 = (λ− 1)(λ+ 0.5) = 0.

La matrice A possède ainsi deux valeurs propres, λ = 1 et λ = −0.5, qui sont les racines du

polynôme λ2 − 0.5λ− 0.5.

Si λ est valeur propre, comme det(A− λ12) = 0, la matrice A− λ12 admet un noyau non

trivial. Autrement dit, il existe des vecteurs x solutions de l’équation suivante

Ax = λx.

Ces vecteurs sont dans la même direction que Ax, on les appelles vecteurs propres associés à

la valeur propre λ. La valeur propre indique si les vecteurs propres sont laissés inchangés, s’ils

sont étirés, réduits ou encore inversés. Dans notre exemple, les vecteurs propres associés à la

valeur propre λ = 1 reste inchangés, ils vérifient Ax = x. Ceux associés à la valeur propre

λ = −0.5 sont réduits et inversés : Ax = −0.5x.

6.1.4. Les sous-espaces propres. — Lorsque l’on calcule les puissances de la matrice A, les

valeurs propres sont élevées à la puissance, alors que les vecteurs propres restent inchangés. En

effet, pour tout vecteur propre x associé à la valeur propre −0.5, on a

A2x = A(Ax) = −0.5Ax = (−0.5)2x,

ainsi, pour tout entier k,

Akx = (−0.5)kx.
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Pourunvecteurproprexassociéàlavaleurpropre1,onaA
k
x=x,pourtoutentierk.

Parsuite,endécomposantlesvecteursdansunebasedevecteurspropres,onpourraalors

calculerlespuissancesdeAsimplementencalculantlespuissancesdesvaleurspropres.

L’ensembledesvecteurspropresassociésàlavaleurpropre−0.5estdéfinipar

E−0.5={x∈R
2
|Ax=−0.5x}.

DoncE−0.5estformédesvecteursx=

[
x1

x2

]
dontlescomposantessatisfontlesystème

d’équationssuivant:∣∣
∣∣−0.5x1=0.2x1+0.7x2

−0.5x2=0.8x1+0.3x2

Ainsi,E−0.5estl’espacevectorieldedimension1engendréparlevecteur

[
1
−1

]
.Delamême

façon,onmontrequel’espacevectorielformédesvecteurspropresassociésàlavaleurpropre

1,définipar

E1={x∈R
2
|Ax=x}.

estengendréparlevecteur

[
0.875
1

]
.CesdeuxvecteursformentunebasedeR

2
.Enparticulier,

étantdonnélevecteurinitial

[
n0

s0

]
=

[
10

6

10
4

]
,ilexistedeuxréelsuniquesβ1etβ2telsque

[
n0

s0

]
=β1

[
1
−1

]
+β2

[
0.875
1

]
.

Decetteéquation,ondéduitlesdeuxréelsβ1etβ2,ona

β1=
1646.10

3

3
etβ2=

1616.10
3

3
.

Onpeutalorsexprimerlevecteur

[
nk

sk

]
,ona

[
nk

sk

]
=A

k

[
n0

s0

]

=β1A
k

[
1
−1

]
+β2A

k

[
0.875
1

]

=β1(−0.5)
k

[
1
−1

]
+β2

[
0.875
1

]

D’où[
nk

sk

]
=

1646.10
3

3
(−0.5)

k

[
1
−1

]
+

1616.10
3

3

[
0.875
1

]

Onaainsirésoluleproblèmeducalculdelarépartitiondelapopulationlak-ièmeannée

sansavoiràfaireleproduitdelamatriceAparelle-mêmek-fois.Siktendversl’infini,ona

defaçonimmédiateque

lim
k→+∞

[
nk

sk

]
=

1616.10
3

3

[
0.875
1

]
=

[
471333,33
538666,66

]

Nousretrouvonslesvaleursnumériquesobtenuesen(6.1).
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3.Soitµunscalaire.CommentconstruireunvecteuryafinquelesvaleurspropresdeA+xy
⊤

etAcoı̈ncidentsaufpourlavaleurpropreλkquiestremplacéeparµ.

6.5.6Exercice.—SoientA∈Mm,n(K)etB∈Mn,m(K)deuxmatrices.

1.Montrerquepourtoutscalaireλ,

λ
m
det(λ1n−BA)=λ

n
det(λ1m−AB).

2.Montrerquesim=n,alorslesmatricesABetBAontlemêmepolynômecaractéristique.

3.Onsupposequem6=n.MontrerquelespolynômescaractéristiquesdeABetBAne

peuventpasêtreégaux.Quepeut-ondiredesspectresdeABetBA?

6.5.7Exercice.—SoientA∈Mn(K)etB∈Mn(K)deuxmatrices.Montrerquesi

AB=BA,alorsAetBontunvecteurproprecommun.

6.5.8Exercice.—CalculerlesvaleurspropresdelamatricesuivantedeM4(R):





abbb
babb
bbab
bbba





6.5.9Exercice.—Onconsidèrelestroismatricesréellessuivantes

A=





a111
1b11
11c1
d11d



,B=




−1ad
be−1
c1f


,C=




a21
2b−1
−11c


.

1.Déterminerlesquadruplets(a,b,c,d)∈R
4
,pourlesquelslamatriceAadmet





−1
2
2
−1



pour

vecteurpropre.

2.Déterminerlesréelsa,b,c,d,e,f,pourlesquelslamatriceBadmet




1
−1
1


,




1
0
−1


,




1
−1
0


pourvecteurspropres.

3.Déterminerlestriplets(a,b,c)∈R
3
,pourlesquelslamatriceCadmet1,aetbcomme

valeurspropres.
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base B = (e1, . . . , en) de E. La matrice de l’endomorphisme u, exprimée dans la base B,

se décompose par blocs de la façon suivante :

[u]B =

[
[u|F ]B′ B

0 C

]

par suite, d’après la proposition 6.3.8, le polynôme pu|F
divise le polynôme pu. �

6.4.6 Exercice. — Soient P ∈ Mm(K) et Q ∈ Mn(K) deux matrices fixées. Soit

u : Mm,n(K) −→ Mm,n(K)

une application définie par

u(A) = PAQ.

1. Montrer que l’application u est linéaire.

2. Montrer que trace(u) = trace(P)trace(Q).

§ 5 Exercices

6.5.1 Exercice. — Construire des exemples de matrices A et B de M2(K) telles que

1. λ valeur propre de A et β valeur propre de B n’implique pas λ+ β valeur propre de A+B.

2. λ valeur propre de A et β valeur propre de B n’implique pas λβ valeur propre de AB.

6.5.2 Exercice. — Soit A une matrice de Mn(K) et soient λ une valeur propre de A et x un

vecteur propre associé à la valeur propre λ. On suppose que k est un entier naturel non nul.

1. Montrer que λk est une valeur propre de Ak et que x est aussi vecteur propre pour la valeur

propre λk.

2. Soit q(x) = a0 + a1x + . . . apx
p un polynôme de K[x]. Montrer que q(λ) est une valeur

propre de la matrice suivante

q(A) = a01n + a1A+ a2A
2 + . . .+ apA

p

et que x est un vecteur propre associé.

6.5.3 Exercice. — Montrer que la trace d’une matrice nilpotente de Mn(K) est nulle.

6.5.4 Exercice. — Soient x1, . . . ,xk des vecteurs propres d’une matrice A de Mn(K), as-

sociées à une même valeur propre λ. Montrer que toute combinaison linéaire non nulle des

vecteurs x1, . . . ,xk est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.

6.5.5 Exercice. — Soit A une matrice de Mn(K) de spectre spec(A) = {λ1, . . . , λp}. On

considère une valeur propre λk de A et un vecteur propre x associé.

1. Soit λ un scalaire qui n’est pas valeur propre de A. Montrer que

(A− λ1n)
−1x =

1

λk − λ
x.

2. Soit y un vecteur de Kn, montrer que les valeurs propres de A+ xy⊤ coı̈ncident avec celles

de A sauf pour la valeur propre λk qui est remplacée par λk + y⊤x.
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§ 2 Valeurs propres et espaces propres

6.2.1. Définitions. — Soit A une matrice de Mn(K). Un scalaire λ dans K est appelé valeur

propre de A, si l’une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

i) Ker(A− λ1n) 6= {0},

ii) det (A− λ1n) = 0,

iii) il existe un vecteur non nul x de K
n, solution de l’équation

Ax = λx.

L’équivalence des assertions i), ii) est immédiate. L’assertion iii) est une simple reformula-

tion de i)

Un vecteur x vérifiant l’assertion iii) est appelé vecteur propre de A associé à la valeur

propre λ. Le sous ensemble de K formé des valeurs propres de A est appelé le spectre sur K de

la matrice A et sera noté dans la suite SpK(A), ou Sp(A) s’il n’y a pas de confusion possible

avec le corps de base.

6.2.2. Exemple. — Considérons la matrice suivante de M2(R) :

A =

[
0 1
1 0

]
.

Alors, on a [
0 1
1 0

] [
1
1

]
=

[
1
1

]
,

ainsi le vecteur

[
1
1

]
est un vecteur propre de A associé à la valeur propre 1. Par ailleurs, on a

[
0 1
1 0

] [
1
−1

]
= −1

[
1
−1

]
,

le vecteur

[
1
−1

]
est un vecteur propre de A associé à la valeur propre −1.

6.2.3. Sous-espaces propres. —

6.2.4 Proposition. — Soit A une matrice de Mn(K) et soit λ une valeur propre de A.

L’ensemble des vecteurs propres associés à λ

Eλ = {x ∈ K
n | Ax = λx}

est un sous-espace vectoriel de K
n. De plus, le sous-espace Eλ est stable par A, i.e., le

vecteur Ax appartient à Eλ, pour tout vecteur x de Eλ.
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Preuve.Onvérifiequel’ensembleEλcontientlevecteurnuletquesixetysontdeuxvecteurs

deEλetαetβdeuxscalaires,alors

A(αx+βy)=αAx+βAy,

=αλx+βλy,

=λ(αx+βy).

Montronslastabilitédusous-espaceEλparA.Six∈Eλ,ona

A(Ax)=A(λx)=λAx,

doncAx∈Eλ.�

6.2.5.Définition.—L’espaceEλestappelélesous-espacepropredelamatriceAassociéà

lavaleurpropreλ.

6.2.6.Remarque.—Pourlapreuvedelaproposition6.2.4,onpeutremarqueraussique

Eλ=Ker(A−λ1n)estunsous-espacevectorieldeK
n
,entantquenoyaud’unematrice.

Enparticulier,unematriceAadmet0commevaleurpropressi,etseulementsi,elleestnon

inversible.Lesous-espacepropreassociéàlavaleurpropre0estalorsKer(A).

6.2.7.Exemple.—Nousavonsmontréquelamatrice

A=

[
01
10

]
,

admetpourvaleurpropres−1et1.Lessous-espacespropresassociéssont

E−1=Vect(

[
1
−1

]
),E1=Vect(

[
1
1

]
).

6.2.8.Sommedesous-espacespropres.—SoitAunematricedeMn(K)admettantdeux

valeurspropresdistinctesλ1etλ2.Lessous-espacespropresEλ1etEλ2sontalorsensomme

directe.Eneffet,sixestunvecteurpropredeAassociéauxdeuxvaleurspropresλ1etλ2.On

a

Ax=λ1xetAx=λ2x.

D’où

(λ1−λ2)x=0.

Commelesvaleurspropresλ1etλ2sontsupposéesdistinctes,onendéduitquex=0.Ona

donc

Eλ1∩Eλ2={0}.

C’estainsiqueEλ1etEλ2sontensommedirecte.Plusgénéralementona:

6.2.9Proposition.—Soientλ1,...,λpdesvaleurspropresd’unematriceAdeMn(K),
distinctesdeuxàdeux.Lessous-espacespropresEλ1,...,Eλpsontensommedirecte.
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Leséquivalencesdesassertionsi),ii)etiii)sontdonnéesparlaproposition2.4.16.L’as-

sertioniv)estunesimplereformulationdel’assertionii).Montronsque,pourtoutebaseBde

E,λestvaleurpropredelamatrice[u]Bsi,etseulementsi,λestvaleurpropredel’endomor-

phismeu.Supposonspourcelaquelarelation[u]Bx=λxestsatisfaitepourunscalaireλdeK

etunvecteurxdeK
n
.Ennotantx̃levecteurdel’espacevectorielEtelquex=[x̃]B,ona

alorsu(x̃)=λx̃.Cequimontrel’équivalencedesassertionsiv)etv).

Unvecteurxvérifiantl’assertioniv)estappelévecteurpropredeuassociéàlavaleur

propreλ.L’ensembledesvaleurspropresdeuestappelélespectredeuetseranotédansla

suiteSpK(u),ouSp(u)s’iln’yapasdeconfusionpossibleaveclecorpsdebase.

6.4.2.Exemple.—Soitul’endomorphismedeR
2

définipar

u:R
2
−→R

2

[
x
y

]
7−→

[
y
x

]
.

Alors,lamatricedel’endomorphismeuexprimédanslabasecanoniquedeR
2

est

[u]Can=

[
01
10

]
.

Lesvaleurspropresdel’endomorphismeusontlesvaleurspropresdelamatrices[u]Can,soit

Sp(u)={−1,1}.

6.4.3.Polynômecaractéristiqued’unendomorphisme.—D’aprèslaproposition6.3.3,deux

matricessemblablesadmettentlemêmepolynômecaractéristique.Parsuite,pourunendomor-

phismeudeE,lepolynômecaractéristiquedelamatrice[u]BestindépendantdelabaseB.

Autrementdit,siB
′
estuneautrebasedeE,lespolynômescaractéristiquesdesmatrices[u]Bet

[u]B′sontégaux.Onappelepolynômecaractéristiquedeu,notépu,lepolynômecaractéristique

d’unematricedeuexprimédansunebasedeE.

Onal’analoguedelaproposition6.3.4.Eneffet,pardéfinition,unscalaireλestvaleur

propredeusidet(u−λIdE)=0.Parsuite,ona

6.4.4Proposition.—Unscalaireλestvaleurpropred’unendomorphismeusi,etseule-

mentsi,λestracinedesonpolynômecaractéristiquepu.

Lerésultatsuivantrelielepolynômecaractéristiquedelarestrictiond’unendomorphismeà

unsous-espacestableaupolynômecaractéristiquedel’endomorphisme.

6.4.5Proposition.—SoientFunsous-espacevectorielnonnuldeEstableparuetu|Fla

restrictiondeuàF.Alorslepolynômepu|Fdiviselepolynômepu.

Preuve.Lesous-espaceFeststableparu,donclarestrictionu|FdeuàFestunendo-

morphismedeF.ConsidéronsunebaseB
′
=(e1,...,ep)deF.Onlacomplèteenune
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6.3.8 Proposition. — Soit une matrice de Mn(K)

T =

[
A B

0 C

]

définie par blocs, où les blocs A et C sont carrés. Alors les polynôme caractéristiques de A

et C divisent le polynôme caractéristique de T.

Preuve. Si A ∈ Mp(K), on a

pT = det (T− x1n)

= det

[
A− x1p B

0 C− x1n−p

]
,

= det (A− x1p) det (C− x1n−p)

= pApC.

Ainsi, les polynômes pA et pC divisent pT. �

6.3.9 Exercice. — Soit T =

[
A B

0 C

]
une matrice définie par blocs, où les matrices A et C

sont carrées. Montrer que

Spec(T) = Spec(A) ∪ Spec(C).

§ 4 Le cas des endomorphismes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Le K-espace vectoriel L(E) formé des

endomorphismes de E est isomorphe au K-espace vectoriel Mn(K). Étant donnée une base B
de E, un isomorphisme est donné par l’application

Φ : L(E) −→ Mn(K)

u 7−→ [u]B.

Par suite, les notions de valeur propre et de vecteur propre se définissent pour les endomor-

phismes de la même façon que pour les matrices.

6.4.1. Valeurs propres et vecteurs propres d’endomorphismes. — Soit u un endomorphisme

de E. Un scalaire λ dans K est appelé valeur propre de u si l’une des conditions équivalentes

suivantes est vérifiée :

i) l’application u− λIdE est non injective,

ii) Ker(u− λIdE) 6= {0},

iii) det (u− λIdE) = 0,

iv) il existe un vecteur non nul x̃ de E tel que u(x̃) = λx̃,

v) λ est valeur propre de la matrice [u]B de u, exprimé dans une base B de E.
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Preuve. On procède par récurrence sur le nombre p de valeurs propres distinctes. Si p = 1, il

n’y a rien à démontrer. Supposons que les sous-espaces Eλ1
, . . . , Eλp

soient en somme directe.

D’après 2.3.9, c’est équivalent à

Eλ1
∩Eλ2

= {0}, (Eλ1
+Eλ2

)∩Eλ3
= {0}, . . . , (Eλ1

+Eλ2
+· · ·+Eλp−1

)∩Eλp
= {0}.

Pour montrer que les sous-espaces Eλ1
, . . . , Eλp

, Eλp+1
sont en somme directe, il suffit de mon-

trer que

(Eλ1
+ Eλ2

+ · · ·+ Eλp
) ∩ Eλp+1

= {0}.

Soit x = x1 + · · ·+ xp un vecteur de (Eλ1
+Eλ2

+ · · ·+Eλp
)∩Eλp+1

, où xk ∈ Eλk
, pour tout

k ∈ J1, pK. Comme Axk = λkxk, on a

Ax = λ1x1 + · · ·+ λpxp.

Par ailleurs, x est un vecteur propre associé à λp+1, d’où

Ax = λp+1x = λp+1x1 + · · ·+ λp+1xp.

Par suite,

0 = (λ1 − λp+1)x1 + · · ·+ (λp − λp+1)xp.

Les sous-espaces Eλ1
, . . . , Eλp

étant en somme directe, 0 = 0Eλ1
+ · · · + 0Eλp

est la seule

décomposition de 0. D’où, pour tout k ∈ J1, pK,

(λk − λk+1)xk = 0Eλk
,

Comme les valeurs propres λi sont deux à deux distinctes, tous les vecteurs xk sont nuls, par

suite le vecteur x est nul. Ainsi, le sous-espace (Eλ1
+ Eλ2

+ · · · + Eλp
) ∩ Eλp+1

est trivial et

les sous-espaces Eλ1
, . . . , Eλp

, Eλp+1
forment une somme directe. �

De ce résultat, on déduit que si une matrice A de Mn(K) admet n valeurs propres disctinctes

λ1, . . . , λn, alors

K
n = Eλ1

⊕ . . .⊕ Eλn
.

6.2.10. Exemple. — Considérons la matrice suivante de M2(R)

A =

[
1 1
1 1

]

La matrice A est de rang 1, du théorème du rang, on déduit que son noyau Ker(A), qui

est le sous-espace propre associé à la valeur propre 0, est de dimension 1. On remarque que

E0 = Vect(e1) avec e1 =

[
1
−1

]
. On remarque aussi que le vecteur e2 =

[
1
1

]
est vecteur

propre de A associé à la valeur propre 2, car Ae2 = 2e2. Le sous-espace propre E2 est de

dimension 1 et engendré par le vecteur e2. Les vecteur e1 et e2 forment une base B de R2, on a :

R
2 = E0 ⊕ E2.

Considérons la matrice de passage de la base canonique de R
2 à la base B :

PB
Can =

[
1 1
−1 1

]
.
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Elleadmetpourinverselamatrice

P
B
Can

−1
=

1

2

[
1−1
11

]
.

Onvérifiealorsque[
00
02

]
=P

B
Can

−1
AP

B
Can.

6.2.11Exercice.—Déterminerlesvaleurspropresetespacespropresdesmatricessuivantes

deM3(R):

a)




000
000
000


,b)




001
000
000


,c)




011
001
000


,d)




011
011
000


,

e)




111
001
001


,f)




111
011
001


,g)




111
111
011


,h)




111
111
111


.

§3Calculdesvaleurspropres

6.3.1.Définition.—Lepolynômecaractéristiqued’unematriceAdeMn(K)estlepolynôme

deK[x]définipar

pA=det(A−x1n).

6.3.2.Exemples.—LepolynômecaractéristiquedelamatriceA=

[
01
10

]
est

pA=

∣∣
∣∣−x1

1−x

∣∣
∣∣=x

2
−1=(x−1)(x+1).

LepolynômecaractéristiquedelamatriceA=

[
11
11

]
est

pA=

∣∣
∣∣1−x1

11−x

∣∣
∣∣=(1−x)

2
−1=−x(2−x).

6.3.3Proposition.—Deuxmatricessemblablesontlemêmepolynômecaractéristique.

Preuve.SoientAetBdeuxmatricessemblables.IlexistedoncunematriceinversiblePtelle

queB=P
−1
AP.MontronsquepA=pB.Ildécouledelapropriétédudéterminantque:

pP−1AP=det(P
−1
AP−x1n)

=det(P
−1
(A−x1n)P)

=(detP)
−1

det(A−x1n)detP.

AinsipA=pB.�
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Pardéfinition,unscalaireλestvaleurpropred’unematriceAsiledéterminantdelamatrice

A−λ1nestnul.Onadonc

6.3.4Proposition.—Unscalaireλestvaleurpropred’unematriceAsi,etseulementsi,λ
estracinedesonpolynômecaractéristiquepA.

6.3.5.Exemple.—Lepolynômecaractéristiqued’unematricedeMn(K)peutnepasavoir

deracinesdanslecorpsK.Parexemple,lepolynômecaractéristiquedelamatrice

A=

[
0−1
10

]

estpA=x
2
+1,quin’apasderacinesréelles,parsuiteSpR(A)=∅.Danslechapitre

suivant,nousverronsqu’alorslamatriceAn’estpasdiagonalisabledansM2(R),maisest

diagonalisabledansM2(C).Eneffet,onaSpC(A)={−i,i}etlessous-espacespropresdeA

dansC
2

sont

Ei=Vect(

[
i
1

]
)etE−i=Vect(

[
−i
1

]
).

6.3.6.Exemple.—L’exempleprécédentcorrespondàlamatricedelarotationduplanvecto-

rielR
2

d’angleπ/2.Plusgénéralement,considéronslamatrice

Rθ=

[
cosθ−sinθ
sinθcosθ

]
.

delarotationd’angleθ6=0mod(π)représentéedanslabasecanoniquedeR
2
.Lepolynôme

caractéristiquepRθ=x
2
−2cosθx+1estdediscriminant−4sin

2
θnonnul,carθ6=0mod(π).

Ilnepossèdedoncpasderacineréelle,donclamatriceRθnepossèdepasdevaleurpropre

réelle.Géométriquement,celas’interprèteendisantqu’iln’existepasdedroiteglobalement

invarianteparlarotationd’angleθ,lorsqueθ6=0mod(π).
Sil’onseplacesurlecorpsC,i.e.,onregardelamatriceRθcommeunematricedeM2(C).

Alors,lepolynômepRθsefactorisedansC[x]souslaforme

pRθ=(x−e
iθ
)(x−e

−iθ
).

DansC,lamatrcieRθadmet2valeurspropres:

SpC(Rθ)={e
iθ
,e

−iθ
}.

6.3.7Exercice.—Déterminerlesvaleurspropresetvecteurspropresdesmatricessuivantes

A=

[
−10−7
1411

]
B=




2168
4148
−8−32−18


C=




3−25
014
0−15




D=




063
−151
−124


E=




300
030
003





