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Trigonalisation et diagonalisation

des matrices
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Nous abordons dans ce chapitre les problèmes de trigonalisation et diagonalisation des ma-

trices. Nous montrons que toute matrice à coefficients complexes est trigonalisable, c’est-à-dire

semblable à une matrice triangulaire supérieure. On présente quelques conséquences théoriques

importantes de ce résultat.

Le problème de la diagonalisation est plus épineux. Une matrice n’est pas en général dia-

gonalisable, c’est-à-dire semblable à une matrice diagonale. Dans ce chapitre, on s’intéressera

aux obstructions au caractère diagonalisable. En particulier, nous donnerons une caractérisation

de nature géométrique des matrices diagonalisables.

Nous présentons deux applications immédiates de la diagonalisation des matrices avec le

calcul des puissances d’une matrice diagonalisable et la résolution des systèmes différentiels

linéaires définis par une matrice diagonalisable. Nous reviendrons sur ces deux applications

dans les prochains chapitres, notamment dans le cas où ils mettent en jeu des matrices non

diagonalisables.

§ 1 Trigonalisation des matrices

7.1.1. Définition. — Une matrice A de Mn(K) est dite trigonalisable dans Mn(K), si A est

semblable à une matrice triangulaire supérieure de Mn(K). C’est-à-dire, s’il existe une matrice
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inversiblePdeMn(K)etunematricetriangulairesupérieureTàcoefficientsdansKtelles

que

A=PTP
−1
.(7.1)

Onnoteraquetoutematricetriangulairesupérieureétantsemblableàunematricetriangu-

laireinférieure,unematriceesttrigonalisabledansMn(K)si,etseulementsi,elleestsemblable

àunematricetriangulaireinférieure.

7.1.2Exercice.—SoitAunematricedeMn(K)etsoitλunevaleurpropredeA.Montrer

quelamatriceAestsemblableàunematricedelaforme











λ∗···∗
0
..
.B

0











oùBestunematricedeMn−1(K).

7.1.3.Caractérisationdesmatricestrigonalisables.—Lerésultatsuivantfournituneca-

ractérisationdesmatricestrigonalisables.

7.1.4Théorème(Théorèmedetrigonalisation).—UnematriceAdeMn(K)est

trigonalisabledansMn(K)si,etseulementsi,sonpolynômecaractéristiquepAestscindé

surK.

Preuve.Laconditionestnécessaire.SiAestunematricetrigonalisable,pardéfinition,elleest

semblableàunematricetriangulairesupérieure:

t=











λ1∗···∗
0λ2

..
.

..

.
..
.

..
.

..
.∗

0···0λn











LepolynômecaractéristiquedelamatriceTestscindé:

pT=(−1)
n
(x−λ1)...(x−λn).

D’aprèslaproposition6.3.3,deuxmatricessemblablesontmêmepolynômecaractéristique.

Ainsi,pA=pTetparsuitelepolynômecaractéristiquedeAestscindésurK.

Laconditionestsuffisante.Onprocèdeparrécurrencesurn.ToutematricedeM1(K)est

trigonalisable.OnsupposequetoutmatricedeMn−1(K),dontlepolynômecaractéristiqueest

scindé,esttrigonalisable,montronsquecelaestvraipourtoutematricedeMn(K).
SoitA∈Mn(K),tellequelepolynômepAsoitscindésurK.LepolynômepAadmet

doncaumoinsuneracineλdansK.ConsidéronsunvecteurpropreedansK
n

associéàla

valeurpropreλ.ComplétonslevecteureenunebaseB=(e,e2,...,en)deK
n
.SoituA

l’endomorphismedeK
n

associéàlamatriceA,i.e.,l’endomorphismedéfini,pourtoutvecteur

xdeK
n
,paruA(x)=Ax.Ona

uA(e)=Ae=λe,
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1. Calculer dans C les valeurs propres de A.

2. Discuter en fonction de θ la possibilité de diagonaliser A dans Mn(R) et Mn(C).

7.6.6 Exercice. — Soit A ∈ Mn(R).

1. Montrer que si λ est une valeur propre complexe de A, alors λ est aussi valeur propre de A,

de même ordre de multiplicité.

2. Montrer que si v est un vecteur propre associé à λ, alors v est un vecteur propre associé à λ.

3. Diagonaliser en donnant une matrice de passage la matrice

A =





0 −2 0
1 0 −1
0 2 0



 .

4. Calculer Ak, pour tout entier naturel k.

7.6.7 Exercice. — Soit

A =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



 .

En diagonalisant A, trouver une solution dans M3(C) à l’équation X2 = A.

7.6.8 Exercice. — Soit A une matrice de Mn(K) de rang un.

1. Montrer que la trace de A est une valeur propre de A.

2. En déduire que A est diagonalisable si, et seulement si, sa trace est non nulle.

7.6.9 Exercice. — On considère la matrice A =

[

a b

c −a

]

de M2(C) .

1. Quelle est la somme des valeurs propres de A?

2. Quel est le produit des valeurs propres de A?

3. Montrer que, si son déterminant n’est pas nul, A est diagonalisable.

4. Montrer que, si son déterminant est nul, A n’est diagonalisable que si elle est nulle.

5. Montrer que A est diagonalisable sauf si elle est de rang un.

6. En supposant que la matrice A est réelle ; à quelle condition est-elle diagonalisable par un

changement de base réel ?

7.6.10 Exercice. — On considère la matrice A =

[

1 −1
2 4

]

de M2(R).

1. Montrer que A est diagonalisable et diagonaliser A.

2. Soit N une matrice de Mn(R) et M la matrice de M2n(R) défini par blocs :

M =

[

N −N

2N 4N

]

.

Montrer que la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, la matrice N est diagonali-

sable.
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par suite, la matrice de l’endomorphisme uA exprimé dans la base B est

[uA]B =











λ ∗ · · · ∗
0
... B

0











,

où B est une matrice de Mn−1(K). La matrice A étant semblable à la matrice [uA]B, il existe

une matrice inversible P de Mn(C), telle que

P−1AP =











λ ∗ · · · ∗
0
... B

0











.

De plus, d’après 6.3.8, le polynôme caractéristique du bloc B divise le polynôme caractéristique

de la matrice A, il est donc scindé comme ce dernier. Par hypothèse de récurrence, la matrice B

est semblable à une matrice triangulaire supérieure, il existe une matrice inversible Q dans

Mn−1(K), telle que t′ = Q−1BQ soit triangulaire supérieure. En multipliant par blocs, on a :











1 0 · · · 0
0
... Q

0











−1

P−1AP











1 0 · · · 0
0
... Q

0











=











λ ∗ · · · ∗
0
... Q−1BQ

0











=











λ ∗ · · · ∗
0
... T′

0











.

En posant

R = P











1 0 · · · 0
0
... Q

0











,

la dernière égalité s’écrit

R−1AR =











1 0 · · · 0
0
... Q

0











.

Ainsi, A est semblable à une triangulaire supérieure. �

7.1.5. Trigonalisation sur C. — Voici une première conséquence importante du théorème de

trigonalisation. D’après le théorème de D’Alembert-Gauss, théorème 1.5.22, tout polynôme non

nul de C[x] est scindé sur C. Par suite, on a
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7.1.6Proposition.—ToutematriceAdeMn(C)esttrigonalisabledansMn(C).

NotonsquetoutematriceAdeMn(R)peuttoujourssetrigonaliserdansMn(C).Eneffet,

silepolynômecaratéristiquedeAestscindésurR,AesttrigonalisabledansMn(R).Sinon,

lepolynômepAesttoujoursscindédansMn(C).IlexistealorsunematriceinversiblePetune

matricetriangulaireTdeMn(C)tellesqueA=PTP
−1

.

7.1.7.Exemple.—LamatricesuivantedeM4(R)

A=









0−111
1011
000−1
0010









admetpourpolynômecaractéristique

pA=(x
2
+1)

2
.

Cepolynômen’estpasscindédansR[x],lamatriceAn’estdoncpastrigonalisabledans

M4(R).Cependant,ilestscindédansC[x]:

pA=(x−i)
2
(x+i)

2
.

Lamatriceesttrigonalisable.Posons

P=









1−110
−i0ii

0101
0−i0i







.

LepremierettroisièmevecteurcolonnedelamatricePsontdesvecteurspropresassociés

auxvaleurspropresiet−irespectivement.Lesdeuxautresvecteurscolonnescomplètentces

vecteursenunebasedetrigonalisation.Ona

A=P









i100
0i00
00−i1
000−i







P
−1
,avecP

−1
=

1

2









1i10
001i

1−i0i

001−i







.

7.1.8.Sommeetproduitdesvaleurspropres.—Lethéorèmedetrigonalisationnouspermet

derelierdesinvariantsd’unematrice,telsquesatraceetsondéterminant,àsesvaleurspropres.

SiunematriceAesttrigonalisable,semblableàunematricetriangulairesupérieureT,

alorslesvaleurspropresdeAétantlesracinesdupolynômepA,sontaussilescoefficientsde

ladiagonaledelamatriceT.

ÉtantdonnéeunematriceAdeMn(C),alorssonpolynômecaractéristiqueestscindé

surC:

pA=(−1)
n
(x−λ1)...(x−λn).
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7.5.5Exercice.—OnconsidèrelamatricesuivantedeMn(R),avecn≥2,

A=











n1···1

1n
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.1
1···1n











1.LamatriceAest-ellediagonalisable?

2.Montrerquen−1estunevaleurpropredeA.

3.Déterminerlesous-espacepropreassociéàlavaleurpropren−1.

4.Quelestl’ordredemultiplicitédelavaleurpropren−1?

5.CalculerlatracedelamatriceA.EndéduirelavaleurdetouteslesvaleurspropresdeA.

6.Résoudrelesystèmedifférentielsuivant

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx(t)

dt
=3x(t)+y(t)+z(t)

dy(t)

dt
=x(t)+3y(t)+z(t)

dz(t)

dt
=x(t)+y(t)+3z(t)

oùx,y,z:R−→Rsonttroisfonctionsdérivablesvérifiantx(0)=1,y(0)=z(0)=0.

§6Exercices

7.6.1Exercice.—Montrerquelamatricesuivanten’estpasdiagonalisable:















010
01

0
..

.
..

.1
00















.

7.6.2Exercice.—LesmatricesélémentairesdeMn(K),voir3.1.3,sont-ellesdiagonalisables?

7.6.3Exercice.—DiagonaliseroutrigonaliserdansMn(C),endonnantlamatricedepassage,

lesmatricessuivantes:

A=





513
434
−1−11





,B=





211
121
112





,C=





−113
−222
−214





,D=





001
010
100





.

7.6.4Exercice.—Discuterenfonctiondea,betclapossibilitédediagonaliserlesmatrices

deM3(C)suivantes:



1ab

01c

00−1





,





1a1
01b

00c





.

7.6.5Exercice.—Soitθunréel.Onconsidèrelamatricederotation

Rθ=

[

cosθ−sinθ
sinθcosθ

]

.
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La matrice P désigne un changement de base de R
n : si x(t) est le vecteur colonne exprimant

un vecteur x(t) dans la base initiale et y(t) celui exprimant x(t) dans la nouvelle base. On fait

le changement de variable y(t) = P−1x(t). D’où

dy(t)

dt
= P−1dx(t)

dt
,

donc
dy(t)

dt
= P−1Ax(t) = P−1APy(t) = Dy(t).

Le système est donc équivalent au système :

dy(t)

dt
= Dy(t),

qui est facile à intégrer, car D est diagonale. En effet, si

D =











λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 λp











les solutions de cette équation sont les vecteurs y(t) dont la i-ième composante est

yi(t) = eλityi(0).

Il suffit alors de calculer x(t) en calculant x(t) = Py(t).

7.5.4. Exemple. — Soit à résoudre le système différentiel suivant :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx(t)

dt
= x(t)− y(t),

dy(t)

dt
= 2x(t) + 4y(t)

(7.5)

où x, y : R −→ R sont deux fonctions réelles. On pose

A =

[

1 −1
2 4

]

, D =

[

2 0
0 3

]

et P =

[

1 1
−1 −2

]

.

Le système
dy(t)

dt
= Dy(t), avec y(t) =

[

u(t)
v(t)

]

s’écrit sous la forme :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

du(t)

dt
= 2u(t)

dv(t)

dt
= 3v(t)

Ces deux équations ont pour solution
∣

∣

∣

∣

u(t) = β1e
2t

v(t) = β2e
3t

où β1 et β2 sont deux constantes réelles. On en déduit que le système (7.5) admet pour solution
∣

∣

∣

∣

x(t) = β1e
2t + β2e

3t

y(t) = −β1e
2t − 2β2e

3t
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La matrice A est semblable à une matrice triangulaire T, i.e., il existe une matrice inversible P

telle que

P−1AP =











λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 λn











Étant semblables, les matrices A et T ont même trace et même déterminant, on en déduit

que la trace (resp. le déterminant) de A est égale à la somme (resp. le produit) des valeurs

propres, comptées avec leur ordre de multiplicité. Précisément, on a

7.1.9 Proposition. — Soit A une matrice de Mn(C) de polynôme caractéristique

pA = (−1)n(x− λ1)
n1 . . . (x− λp)

np ,

où ni désigne l’ordre de multiplicité de la valeur propre λi dans le polynôme caractéristique.

Alors,

i) trace(A) = n1λ1 + . . .+ npλp,

ii) det(A) = λn1

1 . . . λ
np

p .

Plus généralement, pour tout entier k ≥ 1, on a

iii) trace(Ak) = n1λ
k
1 + . . .+ npλ

k
p,

iv) det(Ak) = λk.n1

1 . . . λ
k.np

p .

7.1.10. Exemples. — Dans l’exemple 6.3.5, on a montré que la matrice A =

[

0 −1
1 0

]

,

possède deux valeurs propres −i et i ; la somme de ces valeurs propres est égale à la trace de A

et leur produit est le déterminant de A.

Dans l’exemple 6.3.6, on a montré que le spectre de la matrice de la rotation du plan vectoriel

Rθ =

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

.

est SpC(Rθ) = {eiθ, e−iθ}. La proposition précédente, nous permet de retrouver les relations

trigonométriques bien connues :

trace(Rθ) = 2 cos θ = eiθ + e−iθ,

detRθ = 1 = eiθe−iθ.

7.1.11 Exercice. — Montrer qu’une matrice de Mn(R) est inversible si, et seulement si, elle

n’admet pas de valeur propre nulle.

7.1.12. Exemple. — Dans l’exemple 7.3.4, nous avons montré que la matrice

A =











0 · · · 0 1
...

...
...

0 · · · 0 1
1 · · · 1 1










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admetpourvaleurpropre0,d’ordredemultiplicitégéométriquen−2,parsuitelepolynôme

caractéristiques’écritsouslaforme

pA=(−1)
n
x
n−2

(x
2
+αx+β).

DéterminonslesautresvaleurspropresdeA.Supposonsque

pA=(−1)
n
x
n−2

(x−λ1)(x−λ2).

D’aprèslaproposition7.1.9,λ1etλ2satisfontlesrelations

∣

∣

∣

∣

trace(A)=λ1+λ2

trace(A
2
)=λ

2
1+λ

2
2

avec

A
2
=











1···11
..
.

..

.
..
.

1···11
1···1n











.

Ainsi,trace(A)=1ettrace(A
2
)=2n−1,parsuite,λ1etλ2satisfontlesdeuxrelations

∣

∣

∣

∣

λ1+λ2=1
λ
2
1+λ

2
2=2n−1

Comme(λ1+λ2)
2
=λ

2
1+λ

2
2+2λ1λ2,lesystèmeprécédentseréduità

∣

∣

∣

∣

λ1+λ2=1
λ1λ2=1−n

Doncλ1etλ2sontsolutionsdel’équation

λ
2
−λ+(1−n)=0.

D’où

λ1=
1+

√
4n−3

2
,λ2=

1−
√
4n−3

2
.

LespectredeAestdonc

Sp(A)=

{

0,
1−

√
4n−3

2
,
1+

√
4n−3

2

}

.

Lessous-espacespropressontdéfinispar

E0=Vect(















1
−1
0
..
.

0















,















0
1
−1

..

.

0















,...,















0
..
.

1
−1
0















),

Eλ1=Vect(











1
..
.

1
λ1











),Eλ2=Vect(











1
..
.

1
λ2











).
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7.5.1.Calculdespuissancesd’unematricediagonalisable.—Unepremièreapplication

classiquedeladiagonalisationestlecalculdespuissanced’unematrice.SoitAunematrice

diagonalisabledeMn(K).Ilexisteunematricediagonale

D=











λ10···0

0λ2
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.0
0···0λp











etunematriceinversiblePtellesque:D=P
−1
AP.AlorsA

k
=PD

k
P

−1
,pourtoutentier

naturelk,d’où

A
k
=P











λ
k
10···0

0λ
k
2

..
.

..

.
..
.

..
.

..
.0

0···0λ
k
p











P
−1

7.5.2.Exemple.—LespuissancessuccessivesdelamatriceA=

[

1−1
24

]

sont

A
k
=PD

k
P

−1
=

[

2
k+1

−3
k

2
k+1

−2.3
k

−2
k
+3

k
−2

k
+2.3

k

]

avec

D=

[

20
03

]

,P=

[

11
−1−2

]

,P
−1

=

[

21
−1−1

]

.

7.5.3.Résolutiondessystèmesdifférentielslinéaires.—Uneautreapplicationclassiquede

ladiagonalisationd’unematriceestlarésolutiondessystèmesdifférentielslinéaires.Onse

proposederésoudrelessystèmesdifférentielslinéairesdelaforme:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx1(t)

dt
=a

1
1x1(t)+···+a

n
1xn(t)

..

.
..
.

dxn(t)

dt
=a

1
nx1(t)+···+a

n
nxn(t)

oùlesa
j
isontdesréelsetlesxidesfonctionsréellesàvaleursréelles.Untelsystèmedifférentiel

prendlaformematriciellesuivante:

dx(t)

dt
=Ax(t),(7.4)

avec

A=







a
1
1...a

n
1

..

.
..
.

a
1
n...a

n
n





,x(t)=







x1(t)
..
.

xn(t)







etoù
dx(t)

dt
désigneladérivéduvecteurx(t).

SupposonsquelamatriceAsoitdiagonalisable(nousaborderonslecasdessystèmesdifférentiels

avecAnondiagonalisableplustarddanslecours),ilexisteunematriceDdiagonaleetPin-

versibletellesque

D=P
−1
AP.
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7.4.2. Remarque. — On peut résumer ce résultat, en disant qu’une matrice A est diagonali-

sable si, et seulement si, son polynôme caractéristique s’écrit

pA = (−1)n(x− λ1)
multgeo(λ1) . . . (x− λp)

multgeo(λp),

avec λi ∈ K.

En particulier, on retrouve la proposition 7.2.7. Si A n’admet que des racines simples, alors,

pour tout i,

1 ≤ multgeo(λi) ≤ multalg(λi) = 1.

Par suite, multgeo(λi) = multalg(λi) = 1 et A est diagonalisable.

7.4.3. Exemple. — Nous avons vu dans l’exemple 6.3.6 que la matrice Rθ de la rotation du

plan vectoriel R2 n’est pas diagonalisable sur R. Cependant elle possède deux valeurs propres

complexes distinctes : eiθ et e−iθ. La matrice Rθ est donc diagonalisable sur C, on a

Eiθ = Vect(

[

1
−i

]

), E−iθ = Vect(

[

1
i

]

).

D’où, en posant P =

[

1 1
−i −i

]

, la matrice de changement de la base canonique à la base

formée des vecteurs propres

[

1
−i

]

et

[

1
i

]

, on a

[

eiθ 0
0 e−iθ

]

= P−1

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

P,

où l’inverse de la matrice P est

P−1 =
1

2

[

1 i

1 −i

]

.

7.4.4 Exercice. — Nous avons vu dans l’exercice 7.2.3, qu’une matrice A par blocs :

A =

[

B 0

0 C

]

,

où B et C sont deux matrices carrées diagonalisables de Mn1
(K) et Mn2

(K) respectivement,

est diagonalisable. L’objectif de cet exercice est de montrer que la réciproque est vraie.

1. Montrer que pA = pB.pC.

2. Montrer que, pour toute valeur propre λ de A, on a

multAgeo(λ) = multBgeo(λ) + multCgeo(λ).

3. Montrer que si B ou C n’est pas diagonalisable, alors il existe une valeur propre λ de A telle

que

multAgeo(λ) < multAalg(λ).

4. En déduire, que si A est diagonalisable, alors B et C sont diagonalisables.

§ 5 Matrices diagonalisables : premières applications

Nous présentons ici une première application de la diagonalisation des matrices avec le cal-

cul des puissances des matrices et la résolution de systèmes d’équations différentielles linéaires.

Nous reviendrons plus longuement sur ces applications dans les prochains chapitres, en parti-

culier, nous traiterons aussi le cas des matrices non diagonalisables.
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Pour ces deux derniers, on calcule en effet

A











1
...

1
λi











=











λi

...

λi

λi + n− 1











,

avec λ2
i = λi + n− 1, pour i = 1, 2.

7.1.13 Exercice. — Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres des matrices sui-

vantes de Mn(R) :

A =











1 1 · · · 1
1 0 · · · 0
...

...
...

1 0 · · · 0











, B =











1 0 · · · 0
...

...
...

1 0 · · · 0
1 1 · · · 1











, C =











1 · · · 1 1
0 · · · 0 1
...

...
...

0 · · · 0 1











D =















1 1 · · · 1 1
1 0 · · · 0 1
...

... 0
...

...

1 0 · · · 0 1
1 1 · · · 1 1















,

7.1.14. Exemple. — Soit A la matrice de Mn(R) définie par

A =











n 1 · · · 1

1 n
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 · · · 1 n











.

On remarque que

A− (n− 1)1n =







1 · · · 1
...

...

1 · · · 1






.

On a donc rg((A − (n − 1)1n)) = 1. D’après le la formule du rang, théorème 2.4.14, on a

dim(En−1) = n − 1. Donc n − 1 est valeur propre de A, avec multalg(n − 1) ≥ n − 1. Pour

déterminer l’autre éventuelle valeur propre λ, on calcule

trace(A) = n2 = λ+ (n− 1)(n− 1).

Par suite λ = 2n− 1. On a donc multalg(2n− 1) ≥ 1. On en déduit donc que multalg(n− 1) =
multgeo(n− 1) = n− 1 et que multalg(2n− 1) = multgeo(2n− 1) = 1.

Dans cet exemple, on a

K
n = En−1 ⊕ E2n−1,

on dit dans ce cas que la matrice A est diagonalisable.
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§2Diagonalisationdesmatrices

7.2.1.Matricesdiagonalisables.—UnematriceAdeMn(K)estditediagonalisabledans

Mn(K),sielleestsemblableàunematricediagonaledeMn(K).C’est-à-dire,s’ilexisteune

matriceinversiblePdeMn(K)etunematricediagonaledàcoefficientsdansKtellesque

A=PDP
−1
.(7.2)

LesmatricesAetDdeladécomposition(7.2)étantsemblables,d’aprèslaproposition6.3.3,

ellesontlemêmepolynômecaractéristique.Ils’ensuitqueladiagonaledelamatriceDest

forméedesvaleurspropresdeA.

7.2.2Exercice.—MontrerquelamatriceA=

[

11
11

]

estdiagonalisabledansM2(R).

7.2.3Exercice.—SoitAlamatricedéfinieparblocs:

A=

[

B0

0C

]

,

oùBetCsontdeuxmatricescarrésdeMn1(K)etMn2(K)respectivement.MontrerquesiB

etCsontdiagonalisables,alorsAestdiagonalisable.

7.2.4Proposition.—UnematriceAdeMn(K)estdiagonalisablesi,etseulementsi,il

existeunebasedeK
n

forméedevecteurspropresdeA.

Preuve.Supposonsqu’ilexisteunebase(x1,...,xn)deK
n

composéedevecteurspropresde

A.ConsidéronslamatricePdontlescolonnessontforméesparlesélémentsdecettebase:

P=







..

.
..
.

..

.

x1x2···xn

..

.
..
.

..

.





.

Lesvecteursx1,...,xnformantunebasedeK
n
,lamatricePestinversibleetona

AP=







..

.
..
.

..

.

Ax1Ax2···Axn

..

.
..
.

..

.







=







..

.
..
.

..

.

λ1x1λ2x2···λnxn

..

.
..
.

..

.







=







..

.
..
.

..

.

x1x2···xn

..

.
..
.

..

.

















λ10···0

0λ2
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.0
0···0λn










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ii)lepolynômepAestscindésurKet,pourtoutevaleurpropreλdeA,

multgeo(λ)=multalg(λ),

iii)ilexistedesvaleurspropresλ1,...,λpdeA,tellesque

K
n
=Eλ1⊕···⊕Eλp.

Preuve.Montronsquei)impliqueii).SupposonsqueAsoitdiagonalisable.AlorsAestsem-

blableàunematricediagonaledontladiagonaleestforméedesvaleurspropresdeA.Notons

λ1,...,λpcesvaleurspropres.Ona

pA=(−1)
n
(x−λ1)

n1
...(x−λp)

np
,

oùni=multalg(λi)estlamultiplicitéalgébriquedelavaleurpropreλi,c’est-à-dire,lenombre

defoisqueλiapparaı̂tsurladiagonale.

Montronsquepourtouti∈J1,pK,multalg(λi)=multgeo(λi).D’aprèslaproposition7.2.4,

ilexisteunebaseBdeK
n

forméedevecteurspropresdeA.Ilexistenivecteursxdelabase

BvérifiantAx=λix,c’est-à-dire,nivecteurslinéairementindépendantsdanslesous-espace

propreEλi.Parsuite,

multalg(λi)=ni≤dim(Eλi)=multgeo(λi).

Or,d’aprèslaproposition7.3.3,onamultgeo(λi)≤multalg(λi).Onobtientainsil’égalité

multgeo(λi)=multalg(λi).

Montronsqueii)impliqueiii).SoitAunematricedontlepolynômecaractéristiqueest

scindé,soit

pA=(−1)
n
(x−λ1)

n1
(x−λ2)

n2
...(x−λp)

np
,

ettelquepourtouti,

ni=multalg(λi)=multgeo(λi).

D’aprèslaproposition6.2.9,lessous-espacespropressontensommedirecte.SoitFlesous-

espacedeK
n

définipar

F=Eλ1⊕Eλ2⊕...⊕Eλp.

Ona

dim(F)=dim(Eλ1)+...+dim(Eλp)

=n1+...+np

=deg(pA)=n.

Ainsilesous-espaceFdeK
n

estdedimensionn,parsuiteF=K
n
.Cequimontrel’assertion

iii).

Montronsqueiii)impliquei).SupposonsqueAadmettedesvaleurspropresλ1,...,λp

tellesque

K
n
=Eλ1⊕···⊕Eλp.

Considérons,pourtouti∈J1,pK,BiunebasedeEλi,alorsB=B1∪···∪Bpformeunebase

devecteurspropresdeK
n
.Delaproposition7.2.4,ondéduitalorsqueAestdiagonalisable.�
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où T1 est une matrice triangulaire supérieure de Mh(C) dont tous les coefficients diagonaux

sont égaux à λ et où la matrice T2 est triangulaire supérieure n’ademettant pas le coefficient λ

sur sa diagonale. On a

rg(A− λ1n) = rg

[

T1 − λ1h b

0 T2 − λ1n−h

]

Par suite, on a

rg(A− λ1n) ≥ rg(T2 − λ1n−h) = n− h.

La dernière égalité provient du fait que T2−λ1n−h est inversible, car λ n’est pas sur la diagonale

de T2, elle est donc de déterminant non nul. On en déduit que

h = multalg(λ) ≥ n− rg(A− λ1n).

Or, d’après le théorème du rang, on a n = rg(A− λ1n) + multgeo(λ). Ainsi

multgeo(λ) ≤ multalg(λ).

�

7.3.4. Exemple. — Considérons la matrice de Mn(R), avec n ≥ 3, suivante

A =











0 · · · 0 1
...

...
...

0 · · · 0 1
1 · · · 1 1











La matrice A est de rang 2, par conséquence, par la formule du rang, théorème 2.4.14,

la dimension du sous-espace propre E0 = Ker(A) est dimE0 = n − 2. Ainsi, d’après la

proposition 7.3.3, la multiplicité algébrique de la valeur propre 0 satisfait

n− 2 ≤ multalg(0).

Le polynôme caractéristique de A se factorise sous la forme

pA = (−1)nxn−2(x2 + αx+ β)

où α et β sont deux réels. Nous avons vu en 7.1.12 que le calcul des traces des matrices A

et A2 permet de déterminer les deux réels α et β ; on obtient ainsi toutes les valeurs propres de

la matrice A.

§ 4 Caractérisation des matrices diagonalisables

7.4.1 Théorème (Caractérisation des matrices diagonalisables). — Soit A une matrice

de Mn(K). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) A est diagonalisable dans Mn(K),
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Ainsi

AP = P











λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 λn











. (7.3)

Par suite, la matrice A est diagonalisable.

Inversement, si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P telle que P satisfait

l’égalité (7.3). Pour les mêmes raisons, les vecteurs colonnes de P forment une base de vecteurs

propres de K
n. �

7.2.5. Une condition suffisante de diagonalisation. — Toutes les matrices ne sont pas dia-

gonalisables, nous l’avons vu en particulier avec l’exemple 6.3.6 des rotations. La matrice Rθ

qui représente la rotation d’angle θ du plan vectoriel R2 n’est pas diagonalisable sur R si θ 6= 0
modulo π, car alors Rθ ne possède pas de valeur propre réelle.

Cet exemple illustre le caractére non diagonalisable d’une matrice dans M2(R), car elle

n’admet pas de valeur propre réelle. La matrice suivante

A =

[

0 1
0 0

]

admet 0 comme valeur propre et n’est pas diagonalisable dans M2(R). En effet, si elle était

diagonalisable, alors son unique valeur propre étant 0, car son polynôme caractéristique est

pA = x2, la matrice A serait semblable à une matrice nulle. Or toute matrice semblable à une

matrice nulle est nulle. Ceci n’étant pas le cas de A la matrice A n’est pas diagonalisable.

7.2.6 Exercice. — Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables dans M2(R)

[

1 1
0 1

]

,

[

1 0
1 1

]

,

[

1 1
1 1

]

,

[

1 2
2 1

]

?

7.2.7 Proposition (Condition suffisante de diagonalisation). — Soit A une matrice de

Mn(K). Si le polynôme caractéristique de A est scindé sur K et possède toutes ses racines

simples, alors A est diagonalisable dans Mn(K).

Preuve. Supposons que le polynôme caractéristique pA soit scindé à racines simples :

pA = (−1)n(x− λ1) . . . (x− λn),

avec λi 6= λj , si i 6= j. Pour tout i ∈ J1, nK, λi étant valeur propre de A, il existe un vecteur

propre xi de A associé. D’aprés la proposition 6.2.9, les sous-espaces propres de A formant

une somme directe, la famille (x1, . . . ,xn) est libre. Elle possède n éléments, c’est donc une

base de K
n. �

On en déduit le résultat suivant :

7.2.8 Corollaire. — Toute matrice de Mn(K) qui admet n valeurs propres distinctes est dia-

gonalisable.
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7.2.9.Remarques.—Attention,laréciproqueducorollaire7.2.8estfausseengénéral.Par

exemple,lamatrice

A=





211
121
112





estdiagonalisable,alorsqu’ellen’admetquedeuxvaleurspropresdistinctes,sonspectreest

Sp(A)={1,4}.

Delamêmefaçon,laproposition7.2.7estuneconditionsuffisantedediagonalisation,mais

ellen’estpasnécessaire.Parexemple,lamatriceidentité1nestdiagonalisable,sonpolynôme

caractéristiqueestp1n=(−1)
n
(x−1)

n
;sonuniquevaleurpropre1estd’ordredemultipli-

citén.

7.2.10.Exemple.—OnconsidèrelamatriceréelleA=

[

abc
2

ba

]

,avecb,cnonnul.Le

polynômecaractéristiquedeAest

pA=(a−x)
2
−b

2
c
2
=((a−bc)−x)((a+bc)−x).

Parsuiteλ1=a−bcetλ2=a+bcsontdeuxvaleurspropres,distinctesparhypothèsessurb

etc.OnendéduitqueAestdiagonalisable.

Déterminonslessous-espacespropresEλ1etEλ2.Ona

[

x

y

]

∈Eλ1si,etseulementsi,

A

[

x

y

]

=λ1

[

x

y

]

.

Autrementdit,xetysatisfont
∣

∣

∣

∣

ax+bc
2
y=ax−bcx

bx+ay=ay−bcy
,

Doncx=−cy.Ondéduitque

Eλ1=Vect

[

−c

1

]

.

Delamêmefaçon,onmontreque

Eλ2=Vect

[

c

1

]

.

Onadonc[

a−bc0
0a+bc

]

=

[

−cc

11

]

−1
[

abc
2

ba

][

−cc

11

]

.

7.2.11.Exemple.—Uneautreillustrationducaractèrenonnécessairedelaconditiondela

proposition7.2.7estdonnéeparlamatricesuivante:

G=





011
101
110





vuedansl’exemple5.4.4.NousavonsmontréqueGestdiagonalisable,semblableàlamatrice




−100
0−10
002





,

alorsquesonpolynômecaractéristiquepG=(x+1)
2
(2−x)n’estpasàracinessimples.
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§3Uneobstructionaucaractèrediagonalisable

Danscettepartie,nousprésentonsunecaractérisationdenaturegéométriquedesmatrices

diagonalisables.Nousverronsdanslechapitresuivantunecaractérisationalgébriquedeladia-

gonalisationaveclepolynômeminimal.

D’aprèslaproposition6.2.9,lessous-espacespropresd’unematriceAsontensommedi-

recte.Ilestpossiblequecettesommene≪remplisse≫pasl’espaceK
n

toutentier,i.e.,quela

sommedirecteEλ1⊕···⊕Eλpsoitunsous-espacevectorielstrictdeK
n
.C’estenparticulier

lecaslorsquel’onadim(Eλ1)+···+dim(Eλp)<n.L’objectifdecettesectionestdemontrer

quececiconstitueuneobstructionàladiagonalisationdeA.

7.3.1.Exemple.—ConsidéronslamatricedeM3(R)suivante

A=





210
020
003





.

OncalculesonpolynômecaractéristiquepA=−(x−2)
2
(x−3)et,parailleurs,ona

A−313=





−110
0−10
000





,A−213=





010
000
001





.

Ilestimmédiatque

rg(A−313)=rg(A−213)=2.

D’aprèslaformuledurang,théorème2.4.14,onendéduitquedim(E3)=1etdim(E2)=1.

Ainsi,lamatriceAn’estpasdiagonalisable,carlasommedirectedetouslessous-espaces

propresE2⊕E3estdedimension2.IlnepeutdoncpasexisterdebasedeR
3

forméede

vecteurspropresdeA.

7.3.2.Multiplicitédesvaleurspropres.—SoientAunematricedeMn(K)etλunevaleur

propredeA.L’ordredemultiplicitédeλentantqueracinedupolynômepAestappelémultipli-

citéalgébriquedeλ,onlanotemult
A

alg(λ),oumultalg(λ)s’iln’yapasdeconfusionpossible.

Ladimensiondusous-espacepropreEλestappelélamultiplicitégéométriquedeλ,onla

notemult
A

geo(λ),oumultgeo(λ)s’iln’yapasdeconfusionpossible.Autrementdit

mult
A

geo(λ)=dim(Ker(A−λ1n)).

7.3.3Proposition.—SoitAunematricedeMn(C).PourtoutevaleurpropreλdeA,on

al’inégalitésuivante

multgeo(λ)≤multalg(λ).

Preuve.SoitλuneracinedepAd’ordredemultiplicitéh.D’aprèslethéorèmedetrigonalisa-

tion7.1.4,lamatriceAestsemblableàunematricetriangulairesupérieureTdeMn(C):

T=

[

T1b

0T2

]

,


