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PLANCHE D’EXERCICES VI

- STRUCTURE DES ENDOMORPHISMES NILPOTENTS - REDUITE DE JORDAN -

Exercice 1.*Soit F un K-espace vectoriel de dimension 2 et soit © un endomorphisme non nul
de E tel que u? = 0.

1. Montrer que Ker v = Im u.

2. Construire une base B de F dans laquelle la matrice de u est

(00)

3. En déduire que les matrices nilpotentes de Ms(K) sont les matrices
—a b
c a)’

Exercice 2.” Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’un endomorphisme u non nul

de determinant nul.

de rang r tel que u? = 0.
1. Montrer que Im u est un sous-espace de Ker u. En déduire qu’il existe une base

(u(er), ..., uler), Va1, ... Up_y)
de Ker uw ou (u(ey),...,u(e,)) est une base de Im w.
2. Montrer que la famille
B = (u(e1),e1,u(ez),ea, ..., uler), €r,Vpi1y.. ., Un_y)

forme une base de E.
3. Ecrire la matrice de u dans la base B.

Exercice 3.

1. Déterminer toutes les réduites de Jordan possibles pour un endomorphisme nilpotent de
R4,

2. Construire deux matrices non semblables de M(R) nilpotentes, ayant le méme polynome
minimal.

Exercice 4.* Montrer qu’une matrice sous la forme de Jordan est diagonalisable si et seulement
si elle est sous forme diagonale.

Exercice 5.

1. Montrer que deux matrices nilpotentes de M3(R) sont semblables si et seulement si elles
ont le méme polynéme minimal.

2. Soient A et B deux matrices de M,,(R) qui possédent le méme polynome caractéristique

P=(X—-X\)". (X =)

et le méme polynéme minimal. Montrer que si, pour tout ¢, h; < 3, alors les matrices A et B
sont semblables.



Exercice 6. Soient E un K-espace vectoriel de dimension 2 et v un endomorphisme de E dont
le polyndéme caractéristique est scindé.
1. Montrer que si v n’est pas diagonalisable alors sa réduite de Jordan est formée d’un seul

bloc
w-(33)

2. On suppose que u n'est pas diagonalisable. Montrer que tout couple de vecteurs (eq, e2)
tel que e; = (u — Aidg)(e2) est non nul forme une base de Jordan de u.
3. Déterminer une réduite de Jordan ainsi qu’une matrice de passage pour les matrices sui-

vantes
1 a 1 a
A_<a 1>’ B_<O 1)'

Exercice 7. Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel £ de dimension n dont la réduite
de Jordan est formée d’un seul bloc

Al 0
J(A) =
1
0 A
Soit v = u — Aidg.
Montrer que si B = (e1, ..., ey) est une famille de vecteurs de E tels que
en € B\Ker v" ™, e, 1 =v(en), ...,ea = v(e3),er = v(ea),

alors B est une base de E dans laquelle la matrice de u est J(\).

Exercice 8.” Déterminer une réduite de Jordan ainsi qu’une matrice de passage pour les matrices
suivantes

1 1 3 -3 1 2
A= 2 -2 2 |, B=| -3 -1 3
-3 -1 -5 -5 1 4

Exercice 9. Déterminer une réduite de Jordan ainsi qu’une matrice de passage pour les matrices
suivantes

4 1 2 3 -2 -1 -2 -3
5 7 4 5 1 0 1 1
A= 6 6 2 6 ’ B= 3 3 -3 -3
-7 -6 —6 —6 2 2 -1 -5
Exercice 10. Soit
A1 0
Jp(A) =
1
0 A

un bloc de Jordan de My (C) d’ordre k > 1.

1. Montrer que Ji(\) est semblable & sa transposée.

2. Soit A une matrice de M,,(C). En considérant la réduite de Jordan de A, montrer que A
est semblable & sa transposée.

Exercice 11. (Session 2, juin 2007).
1. Déterminer la réduite de Jordan dans M3(C) de la matrice suivante

o O e
o 2 Q2
L 2 2



ol a est un réel non nul.

2. Dans cette partie, A = € M3(C) ou a est un réel non nul.

— =9
= Q2
Q@ 2 2

2.1. Montrer que A = B3+ B?2 + B, ou B =

o = O
—_ o O
oS O R

2.2. Déterminer la réduite de Jordan de B dans M3(C).
2.3. En déduire la réduite de Jordan de A dans M3(C).

3. Déduire de ce qui précéde la réduite de Jordan dans M3(C) de la matrice suivante

> o Q
Q2

Q@ 2 Q

ol a et b sont des réels non nul distincts.

Exercice 12. (Session 2, janvier 2007)
Dans cet exercice, E¥ désigne un espace vectoriel réel de dimension 3.

1. Soit v un endomorphisme nilpotent de F, i.e., il existe un entier p tel que uP = 0.

1.1. Montrer que le polynéme caractéristique de u est P,(X) = —X3.

1.2 Donner toutes les réduites de Jordan possibles pour u, a ’ordre des blocs prés.

1.3 On suppose que le polynome minimal de u est m,(X) = X3. Montrer qu'il existe un
vecteur non nul z de E tel que B = (x,u(z),u?(x)) est une base de E.

1.4 Ecrire la matrice de u dans la base B.

2. Soit u un endomorphisme de F dont la réduite de Jordan est formée d’un seul bloc

h
Jn=1[ o
0

S > =
> = O

2.1 Montrer que I'’endomorphisme v = u — Aidg est nilpotent.
2.2 Construire une base de FE dans laquelle la matrice de u est J(\).

3. Soit u I'endomorphisme de R3 représenté dans la base canonique par la matrice suivante

1 1 3
A=| 2 -2 2
-3 -1 —5

3.1 Calculer le polynoéme caractéristique de u. Montrer que le polynéme minimal de u est
my(X) = (X +2)3.

3.2 Déterminer une réduite de Jordan de wu.

3.3. Construire une base de Jordan de .



