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RAPPELS ET NOTATIONS

On note My, ,,(K) le K-espace vectoriel des matrices & coefficients dans K a m lignes et n colonnes. On

note M,,(K) I'espace vectoriel M, ,(K). Dans la suite, K = R ou K = C. On désigne par Ag, le coefficient
de la i-iéme ligne et j-iéme colonne d’une matrice A. La matrice unité de M,,(K) est notée 1,. On note E
la matrice de M,,(R) dont tous les coeflicients sont égaux 1 et e le vecteur de R™ dont tous les coefficients
sont égaux a 1. On note AT la matrice transposée de A. Si x est un vecteur colonne, on notera x| le vecteur
ligne correspondant.

Le module d'un vecteur x = (x;) de C" est le vecteur |x| = (|z;]), dont les composantes sont les modules

des composantes de x. Le module d’une matrice A de M, »(C) est la matrice |A| = (|Af\) [’espace vectoriel
|lAx][x
[E3[E

C™ est muni de la norme ||x|[; = >_;"; |«i|. La norme associée sur I’espace M,,(C) est ||A||; = sup
x#0

On note Sp(A) l'ensemble des valeurs propres complexes d'une matrice A € M, (R), appelé spectre
de A. Une valeur propre A de A est dite dominante si, pour tout N € Sp(A) — {\}, on a |[A\| > [X|. Elle
est dite simple lorsqu’elle est racine simple du polynéme caractéristique de A. En particulier, si A est une
valeur propre simple, la dimension du C-espace vectoriel Ker (A — A\1,,) est 1. Le rayon spectral de A,
noté p(A), est le plus grand des modules des valeurs propres de A :

p(A) = max{|Al | A € Sp(A)}.

Une matrice N est dite nilpotente, s'il existe un entier r tel que N” = 0. Le plus petit entier r tel que
N" =0 et N"~! £ 0 est I'indice de nilpotence de N. Soit A une matrice de M, (R) dont les polynomes
caractéristique et minimal dans C[X] sont respectivement

Pa = (—1)"(X =AM (X =), ma = (X = A\)F (X = Nk,

avec \; # Aj,sii #j.Onahi+...+h, =netl <k < hy, pour tout 4 € {1,...,p}. On note II;,
i € {1,...,p}, la matrice de M,,(C) de la projection sur le sous-espace caractéristique Ker(A — \;1,)"
parallélement au sous-espace Im(A — \;1,)%. La matrice IT; est appelée projecteur spectral associé a la
valeur propre A;. Les projecteurs IT; satisfont

1, =II; +... +II,, I =TI; et ILIL; =0 sid#j.



Pour tout i, la matrice N; = (A —\;1,)II; est nilpotente d’indice de nilpotence k;. La matrice A se décompose
en A =D+ N, avec

D:)\ll_[l—i-...—i-)\pﬂp, et N:N1H1+...+anp.

La matrice D est diagonalisable et la matrice N est nilpotente. De plus les matrices D et N commutent :
DN = ND.

Une matrice P de M,,(R) est dite stochastique si, pour tous i,j € {1,...,n}, Pg > 0 et, pour tout

ie{l,...,n},
n
> Pl=1.
j=1

En d’autres termes, P est stochastique si tous ses coefficients sont positifs et si Pe = e.

Un graphe (orienté fini) G est la donnée d’un ensemble fini S de sommets, d’un ensemble fini A d’arétes
et de deux applications s,t : A — S qui & toute aréte associe respectivement sa source et son but. Un
chemin de longueur k > 1 du sommet s au sommet ¢ est une suite (eq,...,e;) d’arétes telles que s(eq) = s,
t(ei) = s(eit+1), pour tout ¢ € {1,...,k — 1} et t(ex) = t. Un graphe est dit fortement connexe si pour
tout couple de sommets (s,t), avec s # t, il existe un chemin de source s et but ¢.

A toute matrice A € M,(R), on associe son graphe d’ajacence qui est le graphe orienté Ga a n
sommets numérotés 1, 2 ..., n ayant une aréte de source ¢ et but j si Af #0.

A tout graphe G on peut associer une matrice stochastique P telle que Pg = %J ou n; j est le nombre
d’arétes de source i et but j et n; le nombre total d’arétes de source i. La figure suivante représente un
graphe et sa matrice stochastique associée :

0 1 0
1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0

PARTIE I : PUISSANCES DE MATRICES

Soit P la matrice de Mo (RR) définie par

ol a et b sont non nuls.

1. On suppose que a + b # 0.
a) Déterminer les valeurs propres de la matrice P.
b) La matrice P est-elle diagonalisable ?

¢) Montrer que
P:H1+(1—a—b)H2,



ou II; et Iy sont des projecteurs spectraux de P.
d) Calculer les matrices IT; et Ils.
e) Calculer P®. pour tout entier k > 1. Montrer que lim P* =TI,

k——+o0

2. On suppose que a + b = 0.
a) La matrice P est-elle diagonalisable ?

b) Calculer P®, pour tout entier k > 1. Que peut-on en conclure sur la limite de P* lorsque % tend
vers +00 7 |On pourra considérer le polynome minimal de P et procéder par récurrence]

3. Soit A une matrice de M,,(R) dont les polynémes caractéristique et minimal dans C[X] sont respective-
ment

Pa=(D)"(X =) (X =), ma=(X M) (X =2k
a) Montrer que, pour tout entier k > 1
P kifl
=> ( >/\k I(A = N1, 1T
=1 j=0
b) Montrer que si A € C vérifie |\| < 1, alors pour tout entier j, on a lim (’;) Ne=i = 0.

k——+o0

c¢) En déduire que si p(A) < 1, alors lim AF =

k—4o00
d) Montrer que si p(A) = 1 et que 1 est une seule valeur propre simple dominante de A, alors
khm AF = TI;, ou II; est le projecteur spectral associé a la valeur propre 1.
——+00

PARTIE II : MATRICES STRICTEMENT POSITIVES

Dans cette partie, nous faisons I’analyse spectrale des matrices dont tous les coefficients sont strictements
positifs.

Un vecteur x de R™ est dit positif (resp. strictement positif) si toutes ses coordonnées sont positives
(resp. strictement positives); on note x > 0 (resp. x > 0). De la méme facon, une matrice A de M, »(R)
est dite positive (resp. strictement positive) si tous ses coefficients le sont ; on note A > 0 (resp. A > 0).
On a la relation d’ordre sur les vecteurs de R : y > x si y —x > 0. De la méme fagon, on définit une relation
d’ordre sur M,(R): A>BsiA-—B>0.

1. Soit A € M, (R).
a) Montrer que A est positive si et seulement si x > 0 implique Ax >
b) Montrer que A est strictement positive si et seulement si x > 0 et x 7é 0 implique Ax > 0.
¢) Montrer que, pour tout vecteur x de R", on a l'inégalité |Ax| < |A||x].
d) Montrer qu’une matrice strictement positive ne peut étre nilpotente.

e) Montrer que si A > 0, alors p(A) > 0. [On pourra procéder par 'absurde en supposant que 0 est la
seule valeur propre de A.]

f) Montrer que si A > 0, alors ,o(p(1 )A) =1.

Dans la suite de cette partie, quitte a la normaliser par p(A), on pourra sans perte de généralité, supposer
que A est une matrice strictement positive de rayon spectral p(A) = 1.



2. Soit A une valeur propre de A de module 1.
a) Montrer que si x est un vecteur propre associé a \, alors |x| < Alx|.

b) Montrer que si A|x| # |x|, alors il existe un réel € > 0 tel que

A?lx| — Alx| > eAlx|.

On pose B = %JFEA. Montrer que, pour tout entier £ > 1, on a BFA|x| > Alx|.
c¢) Calculer lim B*.
k—-+o00

d) En déduire que 1 est valeur propre de A.
e) Montrer qu'il existe un vecteur propre de A strictement positif associé & la valeur propre 1.

f) Montrer que la valeur propre 1 de A est dominante.

3.

a) Soit C une matrice strictement positive de M,,(R) telle que C < A. Montrer que p(C) < p(A).
[Montrer que la fonction f définie sur la partie D = {x € R" | x > 0 et ||x||1 = 1} de R™ et & valeur dans
RT définie par f(x) = max{t € R | tx < Ax} est bornée.]

b) Montrer que la valeur propre 1 de A est simple. [On pourra considérer le polynome dérivée Py (X) du
polynéme caractéristique de A et montrer que Py (p(A)) est non nul.]

¢) En déduire qu’il existe un unique vecteur propre strictement positif p associé a la valeur propre 1 tel
que ||p[ly = 1.

d) Montrer que les seuls vecteurs propres positifs de A sont les multiples positifs du vecteur p.

Dans cette partie, nous avons montré le théoréme de Perron :

Soit A > 0 est une matrice de My, (R). Alors p(A) est une valeur propre simple dominante de
A, associée a un vecteur propre strictement positif. De plus p(A) > 0.

L’unique vecteur propre strictement positif p associé a la valeur propre p(A) tel que ||p|l1 = 1,
est appelé le vecteur de Perron de A.

4. Déterminer le rayon spectral et le vecteur de Perron de la matrice réelle suivante

l1—a b
A_[ a 1—6]’

ounll<a<l,0<b< 1.

PARTIE IIT : MATRICES POSITIVES

Dans cette partie, on montre que le théoréme de Perron ne se généralise pas aux matrices positives.
Malgres cela, nous montrons que le rayon spectral reste valeur propre de ces matrices.

1. On cherche des matrices positives contre-exemples au théoréme de Perron.
a) Construire une matrice positive non nulle de M2 (R) de rayon spectral nul.

b) Construire une matrice positive de M2(R) dont le rayon spectral est une valeur propre simple non
dominante.



2. Soit A une matrice positive de M,,(R). L’objectif est de montrer que p(A) est une valeur propre de A.
Pour tout entier k > 1, considérons la matrice strictement positive

1
A=A+ E.

On note p; le vecteur de Perron de Ay.
a) Montrer que (p(Ag))g>1 est une suite décroissante.
b) Montrer que la suite (p(Ay))r>1 converge. Montrer que sa limite, notée p, vérifie p > p(A).

C) Montrer que de la suite (px)r>1 dans R"™ admet une sous-suite convergente vers un vecteur positif p
tel que

Ap = pp.

d) En déduire que p(A) est valeur propre de A et qu'il existe un vecteur propre positif associé.

PARTIE IV : MATRICES IRREDUCTIBLES

Nous avons vu que le rayon spectral d’une matrice positive n’est pas dominant en général. De plus, le
rayon spectral d’'une matrice positive peut ne pas étre simple, comme l'illustre la matrice suivante

i

L’objectif de cette partie est de comprendre sous quelle hypothése, le théoréme de Perron peut étre généralisé
aux matrices positives.

1. Une matrice A € M, (R) est dite réductible s’il existe une partition de l’ensemble {1,...,n} en deux
sous-ensembles
I={iy,...;is}, J={j,.--,Jt}, s+t=n, s t>0,
tels que, pour tout (i,75) € I x J, Af = 0. Sinon elle est dite irréductible.
a) Montrer qu'une matrice A est réductible si et seulement sil existe une matrice de permutation P telle
que

PTAP:[B C}

0 D

ol B et D sont deux matrices carrées.

b) Montrer que la matrice suivante est réductible :

i

¢) Montrer que si A est une matrice positive irréductible de M, (R), alors

(1, +A)" 1 > 0.

2. Soit A une matrice positive irréductibe de M, (R).

a) Soit B = (1, + A)"~1. Montrer que les valeurs propres de B sont toutes de la forme (1 + X\)"~!, ou
A est valeur propre de A.



b) En déduire que p(B) = (1 + p(A))" L.
¢) En déduire que p(A) est une valeur propre simple de A.
d) Montrer que p(A) posséde un unique vecteur propre strictement positif p tel que ||p||; = 1.

e) Montrer que les seuls vecteurs propres positifs de A sont les multiples positifs du vecteur p.

Dans cette partie, nous avons montré la premiére partie du théoréme de Perron-Frobenius :

Soit A € M,,(R) une matrice positive irréductible. Alors p(A) est une valeur propre simple de
A, associée a un vecteur propre strictement positif. De plus, p(A) > 0.

L’unique vecteur propre strictement positif p associé a la valeur propre p(A) tel que ||p|l1 = 1,
est appelé le vecteur de Perron de A.

PARTIE V : MATRICES PRIMITIVES

L’irréductibilité d’une matrice positive ne garantit pas que son rayon spectral soit une valeur propre
dominante. L’objectif de cette partie est de comprendre sous quelle hypothése le rayon spectral d’une matrice
positive irréductible est une valeur propre dominante.

1. Une matrice positive A de M,,(R) est dite primitive s'il existe existe un entier m > 1 tel que A™ est
strictement positive.

a) Montrer qu'une matrice positive primitive est irréductible. [On pourra procéder par 'absurde en sup-
posant la réductibilité.]

b) Montrer que les valeurs propres de A™ sont toutes de la forme A™, ot A est une valeur propre de A.

¢) Montrer la deuxiéme partie du théoréme de Perron-Frobenius : [Supposer que A posséde plusieurs
valeurs propre de module mazimal et appliquer le théoréme de Perron d la matrice A™.|

Soit A € My, (R) une matrice positive primitive. Alors p(A) est une valeur propre simple domi-
nante de A, associée & un vecteur propre strictement positif. De plus, p(A) > 0.

d) Montrer que si A est une matrice positive primitive, alors

A k
lim | —— ) =TI,
k—+oo \ p(A)

ot IT est le projecteur spectral de A associé & la valeur propre p(A).

2. On peut calculer le projecteur IT en terme de vecteurs de Perron.

a) Montrer que si A est positive irréductible, alors AT est positive et irréductible et que de plus,
p(AT) = p(A) et p(AT) est une valeur propre simple de AT.

b) Montrer que
lim ( A >k = pa’
k—+oo \ p(A) q'p’

ou p est le vecteur de Perron de A et q est le vecteur de Perron de AT.

3. Calculer lim AF, ot A est la matrice
k—+4o00
1—a b
A= { a 1-b ] ’

oull0<a<1l,0<b< 1.



PARTIE VI : MARCHE ALEATOIRE SUR UN GRAPHE

Cette partie présente une application du théoréme de Perron-Frobenius & ’étude des chaines de Markov.
Une chaine de Markov est un processus aléatoire «sans mémoire», dans lequel la prédiction du futur a
partir du présent ne dépend pas du passé. Formellement, on peut définir une chaine de Markov en temps
discret comme une suite de variables aléatoires { X}, }2° ) prenant leurs valeurs dans un méme ensemble d’états
et vérifiant, pour tout entier k,

P(Xpy1 =e| Xo, X1,..., Xy) = P(Xpy1 = e | Xp),

ol e est un état quelconque du processus. Autrement dit, ’état de I’événement & l'instant k& + 1 dépend
uniquement de I'état de I’événement & l'instant & et non pas des états aux instants précédents. Lorsque qu’il
existe un nombre fini d’états, numérotés de 1 & n, on peut représenter la chaine de Markov par une matrice
de transition P(k), dont le coefficient (P(k))] est défini par

Pl (k) = P(Xjp1 = j | Xp = 9),

exprimant la probabilité que le processus se trouve dans I’état j & 'instant k4 1, alors qu’il était dans 1’état
i a I'instant k. Dans la suite, on s’intéressera a des processus dont la matrice de transition est constante, i.e.,
indépendante du temps. La probabilité P} de passer de I'état i & I'état j est indépendante du temps.

Une distribution de probabilité est un vecteur x positif de R™ tel que ||x|[; = 1. La distribution de
probabilité & la k-iéme étape du processus de la chaine de Markov est defini par

p' (k) = [pi(k) ... pa(k)],

ou pi(k) = P(Xy = i) est la probabilité d’étre dans I’état i apreés la k-iéme étape. La distribution de
probabilité initiale est p ' (0). Pour tout entier & > 1, on a

Le coefficient (Pk)f représente ainsi la probabilité de passer de I'état ¢ & ’état j en exactement k étapes.

Une distribution de probabilité est dite invariante si p = pP. Une distribution invariante représente 1’état
d’équilibre du systéme.

1. L’irréductibilité d’une matrice est liée & la connexité du graphe associé.

a) Représenter graphiquement le graphe adjacence des matrices suivantes :

Ll [l

b) Montrer que si le graphe Ga d’une matrice positive A est fortement connexe, alors A est irréductible.

¢) Montrer qu’en général une matrice irréductible n’est pas primitive.

2. Soit P une matrice stochastique irréductible.
a) Montrer que p(P) = 1.

b) Montrer que le vecteur de Perron de P est %e.



¢) Montrer que si P est primitive alors klim PF existe et
— 400

lim PF = eqT,
k—+o0
ol q est le vecteur de Perron de P

d) Montrer que si P est primitive, il existe une unique distribution de probabilité invariante.

3. Montrer que les chaines de Markov dont la matrice de transition est la matrices stochastiques associées
aux graphes suivants possedent une distribution de probabilité invariante que l'on calculera.




