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Théorie des ensembles
DM 2.

Exercice I. On définit une hiérarchie d’ensembles (V,,) indexée par les ordinaux en posant :
e Vo =0;
o Va1 =PVa);
e Si avest limite, Vo =Us_, V3.

1. Montrer que V, est un ensemble transitif pour tout c.
2. Montrer que 3 < assi Vg € V,, et que 8 < assi Vg C V.

3. Si z est un ensemble, on définit son rang rg(z) en posant

le plus petit v tel que x € V41 si un tel v existe.
rg(x) =

0 sinon.

Montrer que rg(a) = « pour tout ordinal «.

4. Montrer que I'axiome de fondation est équivalent & I’énoncé suivant : pour tout ensemble x, il existe un
ordinal 7 tel que z € V.

Exercice II.
1. Montrer que, 4 isomorphisme prés, il existe 2% ensembles totalement ordonnés dénombrables.

2. Un ordre total < sur ’ensemble X est discret si pour toute paire z < y dans X il existe z’,y’ € X tels
que z < 2’ <9y’ <yetpourtout z”,y" € Xonait z <2’ = a2’ <2’ ety <y=19y" <y
Montrer qu’a isomorphisme prés il existe 2% ensembles dénombrables totalement ordonnés discrets.

3. Que deviennent les résultats des deux questions précédentes si 'on considére cette fois les ensembles
dénombrables bien ordonnés (toujours a isomorphisme prés) ?

4. Soit (X, <) un ensemble bien ordonné. Déterminer le cardinal de l'ensemble des endomorphismes de X
(i.e les fonctions de X dans X qui préservent <).



