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Exercice 1 Notons tout d’abord qu’il y a au plus 22" filtres distincts sur X car tout filtre sur
X est un élément de P(P(X)).

1. Soit A une famille libre de parties de X. Pour toute partie ) de A, considérons la famille

By C P(X) définie par
By =YU{X\F: FeA\Y}

Comme A est libre, By est une base de filtre. Choisisons pour chaque )Y, un ultrafiltre ify
contenant By. Si V) et ), sont deux parties de A et si F' € )y \ )o, alors F' € By, et
X \ F € By,, et donc les ultrafiltres Uy, et Uy, sont disctincts. Il y a donc au moins autant
d’ultrafiltres sur X que de parties de A, c’est & dire au moins 24/ ultrafiltres distincts sur
X.

2. Soit P, (X) I'ensemble des parties finies de F' a n éléments et Pr(X) I'ensemble des parties
finies de X. Alors pour chaque n, | X| < |P,(X)| < n|X| =k et donc

PrX)| = [Pu(X)| =Ro - £ = k.

Pour chaque partie finie F' de X, P(F') est également fini. Alors pour tout n, il y a un
nombre fini de suites de longueur n de parties de F' et donc par union dénombrable, il y a
un nombre dénombrable de suites finies de parties de F.

Ainsi [Y] = [P¢(X)| - Ro = k.

3. Soient Aj,..., Al Bi,..., Bl des éléments deux a deux distincts de {A’: A C X}. Alors
les élements de P(X) correspondants Ay, ..., Ay, Bi,..., By, sont également deux a deux
distincts. Comme ils sont en nombre fini, il existe une partie finie F' de X témoignant de ce
fait, c’est-a-dire telle que A1NF,..., A,NF, BINF,..., By NFE sont deux a deux distincts.
Il suit que I’élément

(F,(A\NF,...,A,NF)eAn..nA, N(XUY)\B)N...n((XuY)\B,).

4. L’ensemble X LY est de cardinal x d’apres 2. Il existe une famille libre de parties de X LY
de cardinal 2% = |P(X)| d’apres 3. Par 1, il existe 22" ultrafiltres distincts sur X LY. On a
donc montré que sur un ensemble de cardinal x (ici X UY) il existe 22" ultrafiltres distincts,
mais c’est alors vrai sur tout ensemble de cardinal x car si deux ensembles sont équipotents,
les ensembles d’ultrafiltres sur ceux-ci le sont également.

Exercice 2
1. 04 = (04,) € Z. Soit (ay), (bj) € Z. Alors
{jGJ:aj—i-bj:OAj}Q{jEJ:ajIOAj}ﬁ{jGJibjIOAj}
et donc
{jGJ:aj—i—bj:OAj}GZ/[

car U est un filtre. Donc (a;) + (bj) € U. De maniere évidente —(a;) € U. Enfin si (¢;) € A
alors
j€Jicj-aj =04} 2{j€J:a; =04}

et donc (¢j)(a;) € Z. De méme (a;)(cj) € Z. On a donc vérifié que 7 est un idéal bilatere.



2. Rappelons qu'un filtre principal est de la forme Fg = {X C J: X D S} pour une partie
non vide S de J. Remarquons que si Fg est un ultrafiltre alors S est une partie réduite a
un point. En effet si jo € S alors Fj, O Fg et par maximalité d'un ultrafiltre on a égalité.
Supposons donc que U = Fjy = {X C J: jo € X} pour un jy € J. Alors (a;) € 7 si et
seulement si (aj,) = 04,. On a donc B isomorphe a Aj,.

3. Soit n un entier tel que C = {j € J: |Aj| > n} € U. Pour chaque j tel que \A | > n,

choissisons n éléments distincts x1 j,...,2,; de A;. Pour les autres j, posons z1,; = ... =
Tpj = 04,. Notons z1,..., 2, les elements (xld),...,(acw). Mais alors pour tout k # l,
vy —mp ¢ Lear {j € J:mp;— a1 =04} = X \C. Les classes de x1, ..., 2, sont donc n

éléments distincts de B.

4. Comme U est un ultrafiltre non principal, il contient le filtre de Fréchet, c’est-a-dire tous les
complémentaires des parties finies de J '. On conclut en utilisant la question précédente.

5. On doit montrer que tout élément non nul de B est inversible pour la multiplication. Soit x
un élément non nul. Alors x est la classe de (a;) tel que (a;) ¢ Z. Soit (b)) tel que a;b; = 14,
si aj # 04, bj = 04, sinon. Comme U est un ultrafiltre et (a;) ¢ Z,

{1e€Jiajbj=14}=J\{j€J:a; =04} €U.

On a donc zy = 1p pour y la classe de (b;).

6. Soit k un entier non nul. Notons que 1g, est la classe de (1r,)pep et comme k- 1x, =
lg, + -+ + 1k, le nombre k-1, est la classe de (k- 1p, )pep. Alors comme {p € P: k-1, =
—_———

k
Or, } est fini et comme U} est un ultrafiltre non principal, {p € P: k-1, = O, } ¢ U1. D’ou
k-1g, # Ok,.

7. On considére plus exactement un ultrafiltre U sur N*.
Pour tout n > 0, Fpyn est de caractéristique p, donc {n € N*: p-1p , = O, } = N* € Us.
Donc p - 1k, = O,.
Soit € Ky. Alors z est la classe de (a,) ou chaque a,, € Fpn. Soit (b,) = (aﬁnil). Alors
pour tout n > 0, bh, = aﬁn = ay,. Donc si on pose y la classe de (b,) dans K alors y? = x.
Pour la derniere question, I’énoncé est inexact ; le fait qu'un polynoéme irréductible P € [F,[X]
de degré m > 0 ait une racine dans Ky dépend du choix de l'ultrafiltre Us. En effet un tel
polynéme P a une racine dans Fyn si et seulement si Fym C Fpyn (car une telle racine engendre
I'unique extension Fym de degré m sur [F,). Donc P a une racine dans Fy» si et seulement
si m divise n. Il suit facilement que P a une racine dans 'ultraproduit K si et seulement
si mN* = {mk: k € N*} € Us.
L’énoncé est donc vérifié si et seulement si Us contient I’ensemble des parties mN* pour m
parcourant N*. Un tel ultrafiltre non principal existe car, si F désigne le filtre de Fréchet,
on vérifie que F U {mN*: m € N*} est une base de filtre.
Remarquons également qu’il existe des ultrafiltres non principaux ne vérifiant pas cette
propriété, il suffit pour cela de choisir un entier mgy > 0 et de vérifier que F U {N*\ moN*}
est également une base de filtre.

Rappelons que le filtre de Fréchet est le filtre
F ={X C J: le complémentaire de X est fini}.

Notons par ailleurs que si X = X; U X3 est un élément d’un ultrafiltre U alors X1 ou X» est dans U ; En effet ou
bien X1 € U ou bien (J\ X1) € U et alors X = (J \ X1) N X est dans Y. Donc si un ultrafiltre ¢ contient une
partie finie X = {j1,..., jn} alors il contient I'un des singletons {j; } et alors U = Fj,. Par conséquent un ultrafiltre
non principal contient le filtre de Fréchet.



