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Exercice 1.

a) Calcul direct, en notant que g* € L.

b)

c)

f)
g)

h)

i)

On a
IS gll2: = llg'(./ )22 = (26)" (|9t 122 = (2t)"(27)" | g']|22 = |lg][.-

S(t) est une isométrie linéaire sur (L' N L?)(R™), a valeurs dans L*(R"). Par densité
de (L' N L*)(R") dans L?(R"), il résulte qu’il existe une unique extension continue
de S(t) a L*(R™). Celle-ci est une isométrie linéaire.

Sia e CetRea>0,alors ealoP (&) = (/7 a)"e ¥ /42 On trouve que ®,(¢) =
e €09 Comme g € L', on a donc @, * g(£) = e EP@+) g(¢),

Deuxiéme partie de la question : on a ®.; * g(x) = /F(e,y) dy, ou Fl(e,y) =
CJr =yl

1
e A0t+e) Dune part, on a F(e, ) — ®(x — -)g(-) (simple-

9(y)

(\/4m(e +at))?
ment) quand & — 0+. D’autre part, on a la domination |F(e,-)| < (4mt)™2|g(-)| €
L'(R™). La conclusion découle du théoréme de convergence dominée.

On suppose g € (L' N L?)(R"). De par la question précédente, on a (I;?g() =
¢TI0 610 Come g € L2, on trouve que ., * g() — ¢ 1*4(-) dans L2, quand
e — 04 cette conclusion s’obtient aisément par convergence dominée. En utilisant
le théoréeme de Plancherel, on trouve que ®.; * g — h dans L? quand € — 0+, ol
h.=.% _1(6_"'|2t§(')). La convergence dans L? impliquant, quitte a extraire une sous-
suite, la convergence presque partout, on trouve, a l'aide de la question précédente,
que h = S(t)g presque partout.

Conclusion provisoire : si g € L'NL?, alors (E) S(t)g = e 11**§(-). Les deux membres
de (E) étant continus pour la norme L?, on trouve, grace a la densité de L' N L2
dans L2, que (E) est valable pour tout g € L?. Par ailleurs, la formule trouvée reste
encore valable si t = 0.

L’égalité équivaut a .Z (S(t)S(s)g) = Z(S(t + s)g), qui est une conséquence immé-
diate de la question précédente.

On a S(t)~! = S(—t), car S(0) =id. Les autres propriétés du groupes sont évidentes.
S(t) est une isométrie inversible, c’est-a-dire un unitaire.

On a, pour g € L', [[S(t)gllze < ||®¢]lz=|lgllz1- La conclusion suit de 1'égalité
19][ 0w = (4 t]) 2.
On applique le théoréme de Riesz-Thorin avec py = 1, o = 00, p1 = 2, ¢1 = 2,

2 —
My = (4z|t]) /2, My =1, 6 = Tp'

Exercice 2.



b) Soit M > 0 tel que p(z,t) = 0si x| > M et t € R. On a |[0(e”"p(x,1))| <
104 Lo XB (0,01 (%), cette derniére fonction étant intégrable en z. On trouve que

s, =, ([ e telane) = [ Opon) o = F. (0l 0)(0)

Par ailleurs, on a, grace a la deuxiéme formule de Green,

F2(Batp(-,1))(§) =/ e N (1) do :/ Ay ) (@, 1) dow = —[g]*P(&, 1),
B(0,M) B(0,M)
¢) On a |lu(-,t)||zz = |lgllzz < oo pour tout t. Soit K C R™ x R compact. Soit T' > 0
tel que |t| < T pour tout (z,t) € K. On a alors

HUH%Q(K < ||u||%2(]Rn><[—T,T]) = 2Tgl72 < oo.

On trouve que u € L2 , d'ou u € L}

locy loc*

d) On applique, a ¢ fixé, I'identité de Parseval et la question b) pour obtenir
/ u(z, t)(—ue(2, 1)+ A0p(, 1)) do = —o(2m) " / TGO (=€ 1) —il€Pu(—€. 1) de.

Par largument de la question c), on a ¢, 1; € L2(R" x [T, T)]) pour tout T. Ceci
permet (le vérifier) d’appliquer le théoréme de Fubini et d’intégrer (1) par rapport a
€ [-T,T], ou T est choisi tel que ¢(z,t) =0si [t| > T. On trouve

/ ule, 1) (—upu(a. 1)+ Dol 1)) du dt = —o(27) " / I () (i (—€, 1) —a[EP0(—E, 1)) dE i,

d’ou la conclusion.

e) Soit 7' > 0 comme dans la question précédente. On a alors

/6_“'62@(5)(%(_570 —z|§|2@/)(—§,t))dfdt = /n/ —lt\él Y(—E€,t)) dt dé

=T

= [ O Fu-gn|  de—o,
n t=—T

Donc u est solution faible de (.9). Par ailleurs, pour g € L*(R™) fixée, 'application

R >t — S(t)g € L*(R") est continue. En effet, I'application t € R — e 1§ ¢

L*(R") est continue (le vérifier avec le théoréme de convergence dominée). Par le

théoréme de Plancherel et la question e) de I’exercice 1, on obtient la continuité de

t — S(t)g. Par conséquent, ||S(t)g — g||zz = [|S(t)g — S(0)g|/zz — 0 quand ¢ — 0.




