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Exercice 1 Avant de commencer l’exercice. On pourra utiliser
sans preuve toutes les propriétés établies en cours ou TD pour l’équa-
tion de la chaleur.

On considère le problème

(P )

{
ut − uxx + F (u)(ux)

2 = 0 pour (x, t) ∈ R× R+

u(x, 0) = u0(x) pour x ∈ R
.

Ici, u : R× R+ → R, u0 : R→ R et F : R→ R. F et u0 sont données,
u est inconnue.
On cherche à ramener (P ) à l’équation usuelle de la chaleur (qui cor-
respond à F ≡ 0). Pour ce faire, on fait le changement de fonction
u = G(v), avec G fonction inconnue.
a) Trouver l’équation que doit satisfaire G de sorte que v soit solution
de l’équation de la chaleur

(C)

{
vt − vxx = 0 pour (x, t) ∈ R× R+

v(x, 0) = v0(x) pour x ∈ R
.

Dans ce cas, qui est v0 ?
b) Résoudre l’équation trouvée au point a) lorsque F ≡ 1.
c) Trouver une solution formelle de (P ) si F ≡ 1.
d) Montrer que, si a ≤ v0 ≤ b, alors "la" solution formelle de (C)
satisfait a ≤ v ≤ b.
e) Montrer que, si F ≡ 1 et u0 est continue et bornée, alors (P ) a une
solution u ∈ C(R× R+) ∩ C2(R×]0,+∞[).
Exercice 2 On se propose de deviner une formule de résolution de
l’équation de Laplace

(L)

{
uyy + uxx = 0 pour (x, y) ∈ R× R+

u(x, 0) = u0(x) pour x ∈ R
.

Ici, u : R× R+ → R, u0 : R→ R est donnée, u est inconnue.
a) Calculer la transformée de Fourier de R 3 x 7→ e−|x|.

b) En déduire la transformée de Fourier de R 3 x 7→ 1

1 + x2
.



Dans la suite, on cherche u telle que
∫ ∞
−∞
|u(x, y)| dx ≤ C, ∀ y ∈ R+,

avec C indépendante de y ≥ 0. On pose

v(y, ξ) :=

∫ ∞
−∞

e−ıxξu(x, y) dx.

c) Montrer que v est bornée.
d) En utilisant l’équation de Laplace uyy + uxx = 0, trouver, par un
argument formel, une équation du second ordre satisfaite par v.
e) Résoudre cette équation.
[Indication : on pourra utiliser le point c).]
f) Proposer une formule de résolution de (L).
Exercice 3 On considère l’équation

(E)

{
ut − uux = −2u pour (x, t) ∈ R× R+

u(x, 0) = u0(x) pour x ∈ R
.

a) Résoudre cette équation à l’aide de la méthode des caractéristiques
dans le cas u0(x) ≡ x.
b) En déduire que, si u0(x) ≡ x, alors la solution de (E) est définie
pour tout t > 0.
c) Étudier le cas u0(x) = x2 : la solution est-t-elle définie pour tout
t > 0 ?
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