Mathématiques Générales premiére année Année 2011-2012
Introduction aux équations aux dérivées partielles

Partiel du 19 mars 2012. Durée : deux heures

Exercice 1 |x| désigne la norme euclidienne de z € R?, et - le produit
scalaire standard. Rappelons le théoréme d’inversion de Fourier : si

(1) f € LY(R™) est telle que fe LY (R™),
alors

f(z) = / e € f(€)dé  pour presque tout z € R”,

(2m)™ Jgn

ce qui équivaut a : si f € L'(R") est telle que fe LY(R™), alors
(2) F()(€) = (2m)"f(—z) pour presque tout = € R”.
On admettra aussi que (2) est vraie sous les hypothéses
(3) feLl'®"), fe’®R");

ici, F f est définie au sens du théoréme de Plancherel.
1. Soit
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Calculer f Peut-on tirer une conclusion a partir de (2) ? Laquelle ?

2. Montrer que I’hypothése (3) est plus faible que I'hypothése (1).

Exercice 2 On considére I’équation des ondes nD, n =1,2,3 :
uy — Azu =0 dans R” x Ry

(4) Up—o = f dans R"®
Ut—o = g dans R"

On suppose f € C3(R"), g € CZ(R™).

1. Soit T' > 0. Montrer qu’il existe R = R(T) > 0 tel que u(-,t) soit a
support dans B(0, R) pour tout ¢ € [0, 7.

2. On définit les énergies cinétique C'(t) = |Vu(x,t)* dr et poten-
R
tielle P(t) = |ug(,t)|* do. Montrer que C(t)+ P(t) est constante.
R"L
[Indication : utiliser 1’égalité u,CJu = 0.
3. On suppose n = 1. En calculant explicitement C(t) et P(t), montrer
I'existence d'un 7' > 0 tel que C(t) = P(t) pour t > T.



Exercice 3 On considére le probléme

(5) U + Uz =0 dans R x Ry
Up—o = f dans R '

Rappel : il est possible de trouver une solution continue de (5) lorsque
f est continue et bornée. On examine ici si f lipschitzienne implique u
lipschitzienne. La réponse est non (en général).
Soit f(x) = |z|p(x), ot ¢ € C°(R;[0,1]) et o =1 sur [—1,1].
1. Montrer que f est lipschitzienne. [Indication : en majorant |f(z) —
f(y)|, distinguer les cas ot « € supp ¢ ou y € supp ¢.]

2. Siw est la solution de (5) donnée par la formule de Poisson, calculer
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3. Conclure.

4. (Question plus difficile) Montrer qu’il n’existe pas de solution lip-
schitzienne de (5).



