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1. Les deux types de fonctions définies comme intates.

On distingue deux types principaux de fonctionsnigs comme intégrales, ces intégrales
pouvant étre définies, ou généralisées. Ces fargse rencontrent souvent en analyse et en
physique mathématique.

Type | : Les fonctions de la formigx) :Lij) f(t).dt, oux figure dans les bornes

X X X2 3X
Exemples : B = J'l% , F&) = Lﬁ_dt . FK) = xl%tt R = Cots@_dt

RO = [evdt | F=[lendt . Fo=["Sar , o= [Sitar

+
X

Type Il : Les fonctions de la formie(x) =J'| f(xt).dt , oux est un parametre
C’est le cas des fonctions eulériennes :

+00 1 - e ur_l
reg=[) vaetdt By = [P0t AT 9= [ gped

des transformées de Laplace et de Fourier, denkeodution.

Il ne faut pas confondre la variable d’intégrationtée ici t, et la variabbede la fonction F.
Lorsque FX) ne se calcule pas élémentairement, il est tr@eitant de bien distinguer ces
deux types de fonctions : elles ne relévent pasuaiudes mémes théoremes.

La premiere chose a faire est de chercher le demdéndéfinition de Kj, autrement dit,
pour quels I'intégrale est définie ou convergente.

2. Intégrales fonctions des bornes

Rappelons le théoreme de Newton-Leibniz :
Théoréme: Soient | un intervalle dB, f: | - R ouC une fonction continue, ¢ un point quelconque

de I. La fonction F) = '[x f(t).dt est une primitive d& en ce sens quelx O 1 F'(x) =f(x).
C

Remargue Sif est seulement continue par morceaux sur |, latimmé est alors
a) continue sur |,
b) dérivable en tout poirtouf est continue, et alors EK)(=f(x).
c) dérivable a droite et a gauche en tout pabént, et alors

Fy(x) =f(x—0) (limite a gauche) §X) =f(x—0) (limite a gauche )



ConséquenceSoit | un intervalle d&, f : | -~ R ou C une fonction continue par morceaaxet 3

. : . - : Ax)
deux fonctions continues X |, ou X est un espace métrique. La fonctior) & L() f(t).dt est
X
définie dans X et continue, comme composée deifarectontinues, puisque I'on peut écrire

F(X) = D(B(X)) — P(a(x)), ou d(y) = Ly f(t).dt .

Si f est continue, et et3 sont dérivables : X» | ( X et | intervalles d& ), alors F est dérivable
comme composée, eflX) F'(xX) =B'(X).f(B(X)) — a’(x).f(a(x)).

3. Intégrales a parametres

Nous allons étudier les fonctions de la forme) & J.I f(xt).dt, oux joue le role d’'un parameétre,

I'intervalle | = (a, b) pouvant étre de nature quelque. Attentionce ne sont pas des fonctions
composeéestlle relevent de théorémes spécifiques que nibrssaénoncer.

» La premiere chose a faire est d’examiner g) péut se calculer élémentairement.
» La deuxieme est de se demander si I'on peut mettams les bornes.
» La troisieme est d’étudier avec soin le domaineéknition de F, c'est-a-dire de discuter selon

les valeurs de& la convergence, absolue ou non, de I’intégfldl(a(,t).dt.

Une fois cela fait, on dispose des deux théoremearsts :

3.1. Théoreme de continuité des intégrales imppees a parametres

Théoréme: Soient (X, d) un espace métrique, | un inteeveR, f : (x, t) 0 XxI - f(x, t) DR ou
C une fonction vérifiant les trois hypotheses :
i) PourtoutxXd X, t - f(x, t) est continue par morceaux intégrable sur | ;
i) Pourtout t11,x - f(x, t) est continue sur X ;
i) 1l existe une fonctiop continue par morceaux et intégrable sur | et tplie :
O, t) O X<l |f(x, ) |< o(1).

Alors FK) = J.I f(xt).dt est définie et continue sur X.

3.2. Théoréme de dérivation des intégrales imppoes a parameétres

Théoréme: Soient X et | deux intervalles d& f : (x, t) 0 XxI - f(x, t) O R ou C une fonction
vérifiant les hypothéses :
i) Pourtouk [0 X, f(x, .) est continue par morceaux intégrable sur | ;

i) fadmet une dérivée partiel%]; (x, .) vérifiant les hypothéses du théoreme précédésdt-a-
dire continue er, continue par morceaux en t, et dominée sxrpéar une fonction intégrablg(t).

of
0(x, t) O XxI |& x ) | = w().
Alors F(x) = .[| f(xt).dt est définie et de classé 6ur X,et:OxOX F(X) ;h% (%, t).dt.

Remarque Il n'y a pas toujours de majorante intégrable)sul, mais seulement sur¥ ou K est
un segment (ou un compact) quelconque inclus dahs ¥onction F est alors continue oli &ur K,
mais comme tout point de X est a l'intérieur d'wmtain K, F est continue oul@ur X.



4. Exercices corrigés

Ox > 0.

Exercice 1: On considére la fonction F donnée pad) E(J' o

1) Montrer que F est finie, et continue.
i) Montrer que F est dérivable, et calculendy’(
i) Calculer limy _ +o F(X) et limy_ o+ F(X).
iv) Calculer FK) en fonction de fonctions continues et retrouesrrésultats précédents.

Solution :

i) La fonction F est définie surR*, car, pour touk # 0, la fonction t— est continue sur [0, 1].

_1

t2+x2
1

F est n'est pas définie poxr= 0, car I’intégralej-o% diverge.

La fonction F est paire.

Pour montrer la continuité de F, plagons-nous sut) (J [a, +o[X[0, 1], oua > 0 est quelconque
mais fixé.
. . 1
La fonctionf : (x, t) O [a, +o[ %[0, 1] — erev est
continue par morceaux en kdixé, continue erx atfixé,

- : . >
et vérifie la majorante intégrable 0—24_%)? <frgz POUXZza

En vertu du théoréme de continuité des intégraferameétres, F est continue sairoof.
Commea est aussi petit qu’on veut, F est continue sutdd],

i) La fonctionf : (x, t) [0 ]0, +eo[X[O, 1] — a pour dérivée partielle en

1
t2+ 2
- _=2X
x*Y = ey
Elle est continue par morceaux enxf&eé, continue ex a t fixé,

et vérifie la majorante intégrabl%(x,t) | s(,[2+—2'§‘2)2 pouras x<A.

En vertu du théoréme de dérivation des intégrajgsrametres, F est@ur B Al
Commea est aussi petit qu’on veut, et A aussi grand qweut, F est Esur 10, o], et

F(x) = j @ fé)z dt .

On en déduit que F est décroissante surdf), ee qu’'on pouvait noter directement.

1
iii) Pour x> 0, 0< F(X) < OS‘( =L, donc F) - 0 quandk - +oo.

Mais on peut aussi raisonner par convergence demaad

1 i inati 1 1
(t2+ 5 ) tend simplement vers 0 quard- 0, avec domination 0 m < il pourx= 1.

Formellement B() — j dt - 4o guandx | 0. Cela découle du théoreme de convergence magmoton

1 simplement quang | O (c’est au fond de I'associativité de bornes sepées).

ca t2+ rervell t2

iv) Le changement de variable &g donne
1/x
_xdu  _ 1 1T
B = |, (L) Arctanl < (2 —Arctanx) pourx > 0.
Et I'on retrouve tous les resultats précédents.



D’une fagon générale, lorsqu’on peut calculer élgtaieement F), il est inutile de recourir a des

théoremes généraux. Mais les questions i) a ap@iquent aussi a K= .[t4+x4 , etc.
pl ot (1/ x*arctan(1/x),x=-4..4,0..3,thi ckness=2);
3_
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Exercice 2: On considére la fonction F donnée pak) IE(.[o Tp.dt Ox OR.

i) Montrer que F est finie, et continue.
i) Montrer que F est indéfiniment dérivable.

iii) Calculer limy _ +o F(X).
iv) Montrer que ff‘)(x) + FKX) =

1+x2

Solution :

et
T sin(xt) est continue et intégrable 9, car

et et
ﬂhsm(ﬂ) | < i

La fonction F est bornée sBr, car |FK)| <

i) Pour tout réek, la fonction t—

+00 e_t

[ Tt
e—t
1+t

uniforme en x,et. Donc F est continue si&.

La fonctionf(x, t) = sin(xt) est séparément continueeat en t, et a une majorante intégrable

t

y o . . o f e
i) f a des dérivées partielles e tous ordresﬁ(x,t) = T+té — " sin(xt +n 77) séparément conti-

onf et : - N
nues erx et en t. De pIus|W(x,t) | < th < e, majorante intégrable indépendantexde

Donc F est indéfiniment dérivable et pour tRuet :

B = 1+t4 S|n(xt+n”) dt .

iil) Montrons quelimy _, + F(X) =0



Les spécialistes reconnaitront le lemme de Rienha&esgue, que I'on peut démontrer rigoureu-

+00
sement ainsi. Sog > 0. Choisissons A tel qug( etdt <e.

Alors, pour toux, J%M_dtls '[/:°°6r|5'n(Xt)| dt <

1+t4 1+t4

etsin(xt
A étant ainsi choisi,J-OATf)

rmeﬁ.dt <e.

.dt - 0 quandx - +c, en vertu du théoréme de Riemann-

ae'sin(xt)

T4 dt|<e.

Lebesgue sur les segments. Donc poeiKg ”
+eo @1SIN(XE)
1+t4
Autre solution par intégration par parties :
o €1 (1H43+H4
R = l 1 j ety oskt).dt .

Par consequen” .dt | < 2¢ pourx > xg. cqfd.

@
o € (1+413+14) . Al
Comme GX) = I —@E cosft).dt est bornée, B = O(X).
o @t 4 +00 +oo .
) FO00 + g = [ 0T (11)5'”()“) ot = [ “etsing).t = Im [ et
e(—l+ix)| + B _l_ 1+|X B X
= IMgxie” =IMs =IMie = e

F est solution d’'une équation différentielle liméad’ordre 4, et
F(0)=F’(0)=0 limy_+0oFX)=0

. ) . : o e
Exercice 3: On considére la fonction ¥(= A ﬁ.dt.

1) Domaine de définition de F ?

2) Montrer que F est continue 98§, de classe bsurR*J,, et vérifie une équation diffé
rentielle.

3) En déduire la valeur de I'intégrale de Gausszl et.dt.

Xt2
1+t2
* Six= 0, elle est intégrable, cary(t) <

Solution : 1) La fonctionfy : t — est continue positive siy.

1 inte
e intégrable.

* Six< 0, elle tend verso# en +e0, donc n'est pas intégrable.
Conclusion: F est définie suR..

Xt2
1+t2
(H 1) pour touk = 0, f(x, . ) est intégrable ;
(H 2) pour tout & 0,f(. , t) est continue ;

(H 3) majorante intégrabldl(x, t) 0<f(x, t) <

2) La fonctionf : (x, t) — obéit aux hypothéses

1+t2

Par conséquent, F est continue Ruyr.
_t2

La fonctlonﬂ x1) - 1&2

ox obéit aux hypotheses :



(H 1) pour touk > 0, % (x, .) estintégrable (c&re—Xt au V(+4)) ;

(H 2) pour tout & 0, % (., t) est continue ;
at?
(H 3) majorante intégrablela > 0 [(x, t) O [a, +o[xR4+ 0<f(X, t) < e
o 12,67
Par conséquent, F est 8ur fa, +oo[, donc suR* 4, et F'(x) = —J- W'dt .

Du coup, F) —F'(x) = .[Om evdt = 7I; (chgt de vard/x = u )-

Ajoutons que B{) - 0 en +o, soit par convergence dominée (majorante intégjabl
soit par les gendarmes :<(F(x) < - erdt = .

.[o Jx
3) Intégrons cette éguation différentielle
Equation homogeéne : ¥(= ce.

Variation des constantes XrE C(x).eX donne - C’(x).eX = '—, C'(x = -1 , donc
Jx Vx

+o<>e_t +°°e_t
o) = |L Tt +A et B = 1 j T + A€

+ooe_t

Jedlsqueej'—dt—>0en4eo car0<ej dt<TI et.dt =%
Comme F{) » Oen+, A=0et F{) = l&' L Tdt

. i +ooe_t \/_
Mais F est continue en O et F(O)—2—. Donc > I J; \/f'dt 2 I2et I 5 |

5. Exercices

Exercice 1 : Etudier et représenter les fonctions :
a) Fk) = J:Y(t).dt , oUYK) =1six>0,YX) =0six<0 (Y estlafonction de Heaviside )

b) F&) = j:sgn([).dt ¢) FK) = j:[t].dt.
Exercice 2 : Etudier les fonctions :

dt _ sin3x ) coX
B = jot41 ) F(<)—J'0 Arcsimt.dt +J'0 Arccosvt.dt |

Exercice 3 : Domaines de définition variationsyiles aux bords, des fonctions suivantes :
= X 12 — e XL e XL = Xzi
F&) J.Oe a, FY= .[ dt - F) .Llnt'dt Y .[yzlnt'dt » Fe x Int”
Exercice 4 : Etudier les fonctions :
— dt _ dt - t2
Fo= [ e 0 o0 = [Lommme » HO = [ @nea™

b
Exercice 5 : Soif 0 C(R, R). Montrer que B{) = .[ f(x+t).cosf).dt estde classe'C
a



Exercice 6 : Soif 0 C([0, 1], R). Montrer que B() = E x-tlf(t).dt est de classe sur [0, 1] ;

calculer F' et F".

Exercice 7 : Soif une fonction ]0, ¢[ - R continue par morceaux. On suppose qu'il existeéeh
atel que t- f(t).expfa.t) soit intégrable. Montrer que la transforméd_dplace dd :

By = J:m f(t).e.dt est définie et continue sua, [+ool.

Exercice 8 : Soif une fonctiorR —» R ouC continue par morceaux et intégrable.

Montrer que sa transformée de Fourier) & '[_m f(t).e"™.dt est définie, continue et bornée &ur

+0o e_t
Exercice 9 : Etudier la fonction ¥)(= '[O m.dt. Domaine, propriétés, variations, graphe.

Montrer qu'au V(0+), B) = - Inx + Lme‘t.lnt.dt +0(1).

Exercice 10 : On considére la fonction : x)F¢ jo+wcoséd).e‘t2.dt.
Domaine de définition ? Montrer que F est dessaC et vérifie une équation différentielle.

En déduire une expression de)K(On admet quefmeﬁz.dt = \/% ).

Exercice 11 : On considére la fonction : x)F jo+mch(xt).e‘t2.dt .

Domaine de définition ? Par une méthode ou ultre gétablir que : K = e \/71/2 .
Exercice 12 : Montrer I'identité de Legendr({gwsin(xt).e‘tz/z.dt = X2 '[Oxetz’z.dt (OxOR)

-Hace_xt
Exercice 13 : On considére la fonction¢ J:) ﬁ.dt.

Domaine de définition de F ? Montrer que F estldsse Cet vérifie une équation différentielle.

En déduire la valeur de l'intégrale de Gauss Ji_ “etdt .

wcoséd)_dt _ J-+<>°tsin(xt)_Olt iy,

Exercice 14 : Montrer les formules 1Y > 0) J: T2 e 5

Exercice 15 : Montrer que ¥(= jo+wcoséd2).e‘t.dt est €, mais sa série de Taylor en 0 diverge.




