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R~sum~ 

Nous mettons en 6vidence l'existence d'une structure symplectique sur l'espace des courbes 
non param6tr6es et non d6g6n6r6es d'une vari6t6 localement affine. Nous consid6rons 6galement 
des espaces de courbes projectives munis d'une structure de Poisson. Cette construction relie 
l'alg~bre de Virasoro et le crochet de Gerfand-Dikii ~ la g6om6trie projective diff6rentielle. 

Abstract 

A symplectic structure on the space of nondegenerate and nonparametrized curves in a locally 
affine manifold is defined. We also consider several interesting spaces of nondegenerate projective 
curves endowed with Poisson structures. This construction connects the Virasoro algebra and the 
Gel'fand-Dikii bracket with the projective differential geometry. 
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1. Introduction 

I1 existe beaucoup de fa~ons de construire des structures symplectiques sur les espaces 

de courbes dans des vari6t6s. 

La vari6t6 dont on consid~re l 'espace de courbes doit 8tre munie d 'une  certaine struc- 

ture g6om6trique. De nombreux travaux ont 6t6 d&ii6s au cas des vari6t6s riemanniennes 

(voir par exemple [Ig,Iv] ) et symplectiques. Enfin, le cas des vari6t6s de dimension 3 

munies d ' une  forme volume a 6t6 consid6r6 dans [Br].  
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Nous nous int6resserons, dans cet article, ~ l 'espace des courbes non d6g6n6r6es i sur 

une vari6t6 localement projective. La question principale qui est h l 'origine de ce travail 
est la suivante: 

Existe-t-il une forme symplectique sur cet espace qui ne d6pend que de la structure 
projective plac6e sur la vari6t6? 

Cette question nous amine  naturellement ~ la th6orie des alg~bres de Lie de dimension 
infinie. Pr6cisons ce fait par un premier exemple: la forme symplectique sur l 'espace des 

structures projectives du cercle unit6 S 1 est reli6e h la structure de Poisson canonique 

dont est dot6 le dual de l 'alg~bre de Virasoro. C'est  la g6n6ralisation de cette structure 

- le crochet de Gel ' fand-Diki i  - qui prend le relais dans le cas d 'une vari6t6 projective 

de dimension > 1. Le lien existant entre la g6om6trie diff6rentielle projective et les 
alg~bres de Lie de dimension infinie constitue le sujet principal de notre article. 

Les r6sultats nouveaux sont les suivants: 

1.1 Nous pr6sentons une d6finition purement g6om6trique de la forme symplectique 
sur l 'espace de toutes les structures projectives sur S l h monodromie fix6e (Chap. 

2.8). Cette 2-forme coi'ncide avec la forme de Kiri l lov-Kostant-Souriau sur les orbites 
coadjointes dans le dual de l 'alg~bre de Virasoro V/r (voir [Ki] ). 

1.2 Soit Fr  I 'espace des courbes y param6tr6es et non d6g6n6r6es sur la sph&e S n h 

monodromie T E PGL(n  + 1 ; R) fix6e (c'est-h-dire: 7 ( x  + 27r) = T .  y ( x )  Vx C R) .  
Notons 

FT = FT 
P G L ( n +  I ; R )  

le quotient de cet espace par ia relation d'6quivalence projective. Nous d6montrons alors 
le: 

T h 6 o l ~ m e .  (i) [KO, O] Les espaces -Fr sont les feuilles symplectiques du crochet de 

Adler-Gel  'fand-Dikii. 

( ii ) L'application moment 

I-t : FT ---+ (Vir)* 

pour l'action naturelle du groupe Diff(S 1) des diffgomorphismes du cercle, coi'ncide 

avec la courbure projective. 

Coroilaire .  II existe sur FT une forme symplectique invariante sous l'action du groupe 
Diff(S l ) . 

Nous prfsenterons dans le Chap. 7 la formule pr6cise de la forme symplectique 
construite sur l 'espace des courbes non oscillantes de R P  n. 

I C'est-h-dire qu'en chacun de ses points, son drapeau osculateur est non dEg6n6r6. 
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Toutefois, nous nous attacherons plut6t ta examiner le cas de l'espace des courbes 
g~omdtriques (c'est-~-dire: non param6tr6es), la structure symplectique induite par le 

crochet de Adler-Gel 'fand-Dikii  servant de fil d'Ariane. Cette forme symplectique sera 
calcul6e explicitement dans le cas, plus simple, des courbes dans le plan projectif. 

1.3 Soit M une vari6t6 localement affine de dimension n. La notation Cid(M) d6signera 

l 'espace des courbes ferm6es, non d6g6n6r6es et non paramdtr~es sur M e t  Cid(M) 

l'espace quotient de Cid(M) par la relation d'&luivalence affine des courbes. Nous 

avons alors le: 

Th6or~me 1.1. Cia(M) est une vari~t~ symplectique dont chaque composante connexe 

est isomorphe ~ un certain espace -ff r( S n-I ). 

Remarquons que cet isomorphisme permet de d6finir une action du groupe Diff(S 1 ) 

sur l 'espace des courbes non param6tr6es ! 

1.4 En ce qui concerne le cas plus int6ressant de l 'espace des courbes sur une vari6t6 lo- 

calement projective, une construction analogue au cas affine ne conduit pas h l'existence 

d'une structure symplectique mais h celle d'un crochet de Poisson. De plus, la d6finition 
de la non d6g6n6rescence doit 8tre renforc6e: dans le cas de •p2, les courbes doivent 
&re non d6g6n6r6es (au sens classique) mais doivent ~tre 6galement exemptes de points 

sextactiques 2 : ce sont ceux en lesquels la courbe entretient avec sa c6nique osculatrice 
un contact d'ordre > 5. 

Ces courbes seront appel6es courbes de Cartan. 

Th~or~me 1.2. L'espace des courbes de Cartan non param~tr~es et dquivariantes 3 

est une vari~t~ de Poisson: il existe une immersion de cet espace dans l'espace des 

structures projectives sur S I. 

1.5 En g6n6ral, sur l 'espace des courbes de ~p2  non param6tr6es, non d6g6n6r6es et 
h monodromie fix6e (sans conditions sur l'6ventuelle pr6sence de points sextactiques), 

nous d6finissons un feuilletage symplectique: chaque feuille est munie d'une forme 
symplectique. Les courbes qui sont sur une m~me feuille poss&tent le m~me nombre de 
points sextactiques. 

Un probl~me d'ordre topologique qui nous semble int6ressant se pose alors: 

Probl~me. Classer ~ homotopie pros les courbes dans •p2 non d~g~n~r~es, f mon- 

odromie fix~e et poss(dant k points sextactiques. 

2 Cctte terminologie pout s'cxpliqucr par cettc rcmarquc de Elic Caftan: "La c6niquc osculatricc passant par 
un point sextactique a six points au moins en commun avec la courbc." 

3 Ce sont celles dont chaquc rcprdsentant paramdtrd admct un opdratcur de monodromie 
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Par exemple, pour les courbes ferm6es: k est pair > 6 (il s'agit d'un th6or~me 

classique de g6omftrie diff6rentielle affine: le th6or~me des 6 sommets; voir [Bo,Bu] et 

le Chap. 2). Notons que la classification des courbes ferm6es et non d6g6n6r6es (sans 
conditions sur le nombre de points sextactiques) a 6t6 effectu6e dans [Lil ] (voir aussi 
Chap. 2). 

Toutes les constructions de cet article font intervenir deux structures g6om6triques sur 
une courbe: sa longueur (affine ou projective) et sa courbure (affine ou projective). 

2. Elements de la g~om~trie diff~rentielle des courbes projectives et affines 

Nous rassemblons ici quelques r6sultats de la g6om6trie diff6rentielle r6elle des 
courbes dans l 'espace projectif (ou affine). 

La g6om6trie projective 6tudie les propri6t6s projectivement invariantes de ces objets. 

Le groupe P G L ( n  ; IR) des "sym6tries projectives" ne laisse sur l 'espace R P  n-I  aucune 
structure invariante (riemannienne, symplectique, de contact . . .  etc) mise h part la 

structure projective. C'est  la raison pour laquelle, les notions les plus 616mentaires de la 

g6om6trie diff6rentielle projective ne sont gu~re ais6es ~ d6crire. 

Nous pr6sentons dans ce chapitre des r6sultats classiques (qui, sans doutes, m6rite- 
raient d'etre plus connus) sous une forme contemporaine et de mani~re 616mentaire. 

2. I. Structures pro jec t ives  et  affines sur  une varidtd 

Une structure projective sur une vari6t6 est une fa~on d'identifier (localement et en 
chacun de ses points) cette vari6t6 avec l'espace projectif. 

D6finition 2.1. 
(i) Soit M une vari&6 diff6rentiable de dimension n. Un atlas projectif sur M est la 

donn6e d'une famille de plongements ~o~ : U,, ~ RP" ( a  C 1) dont les domaines de 
d6finition forment un recouvrement ouvert de M e t  telle que les changements de cartes 
g~t~ = q~ o q~l  soient des restrictions d'616ments du groupe projectif P G L ( n  + 1 ; R ) .  

(ii) Deux atlas projectifs sont dits dquivalents si leur r6union est encore un atlas 

projectif. 
(iii) Une structure pro jec t ive  sur M est la donn6e d'une classe d'6quivalence d'atlas 

projectifs. 

Exemple.  Toute surface orientable admet des structures projectives. 

D6finition - Groupe de monodromie.  Une structure projective tr sur M d6finit (mod- 
ulo conjugaison) une immersion du rev~tement universel de M dans l 'espace projectif 

de dimension n: 
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ainsi qu 'un homomorphisme du groupe fondamental de M dans le groupe projectif: 

T : 7rl(M) ~ PGL(n + 1 ; JR). 

~o et T doivent satisfaire la relation d'6quivariance suivante: 

~ ( a . ( ) = T ( a ) . ~ ( ~ )  Va E 7rl (M),Vsc E ,~. 

~p est appel6e une application d~veloppante pour la structure t r e t  l ' image de T est le 

groupe de monodromie associ6 h ~p. 

Le couple (~p, T) est d6fini modulo l 'action du groupe projectif: 

A . ( ~ , T ) = ( A . ~ , A . T . A  -1) A E P G L ( n + I ; R ) ,  

(~,, T) est une paire d6veloppante pour la structure tr. 

D6finition 2.2. Une structure projective sur une vari6t6 M est appel6e une structure 

affine si tous les changements de cartes g,,# sont dans le groupe affine: 

A f f ( n  ; •) ~ GL(n ; r ) N ~ ,  n '---+ P G L ( n +  1 ;JR) 

(~ conjugaison pros). 

Les applications d6veloppantes d 'une  structure affine sont ~ valeurs dans Rn: 

2.2. Espace des courbes non d(g~n~r~es 

M d6signe ici une vari6t6 localement projective de dimension n, c'est-h-dire un couple 

form6 par une vari6t6 et une structure projective sur cette demi~re. 

D~finition 2.3. Une courbe ferm6e y : S 1 -~ M est dite non d~g~n~r~e si, dans une 

carte projective, les vecteurs y~, yu . . . . .  y(n) sont lin6airement ind6pendants. 

Remarque .  Le drapeau engendr6 par ces vecteurs est non d6g6n6r6 et ind6pendant du 
choix de la carte projective. 

Not ion  d'6quivalence  project ive  - D6finition. 

(i) Deux courbes ~1 et ~2 dans RP n seront dites projectivement equivalentes si il 

existe A E PGL(n + 1 ; R)  tel que: 

Y2 = A o ~1 • 

(ii) Soit M une vari6t6 localement projective de paire d6veloppante (~p,T). Une 
ddveloppde d 'une courbe y : ]R --~ M est une courbe R --~ RP"  de la forme ~p o ~, oil 
d6signe un rel~vement de y dans le rev&ement universel de M. 
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(iii) Deux courbes Yl et 72 dans M seront dites projectivement ~quivalentes si elles 

poss~dent deux d6velopp6es qui le sont. Cette d6finition est ind6pendante du choix de 

ces d6velopp6es. 

Notons que cette d6finition s'6tend sans problbmes au cas des courbes non param6tr6es. 

Equivalence affine. La notion d'6quivalence des courbes dans une vari6t6 localement 
affine se d6finit de mani~re analogue: il suffit de remplacer ]~pn par ~"  et P G L ( n + I  ; lt~) 

par A f f ( n  ;1~). 
Nous garderons la m~me notation pour les espaces de courbes modulo 6quivalence 

affine. 

Cas des courbes h monodromie.  Soit y une courbe projective non d6g6n6r6e dans ]RP n 

et T un 616ment de PGL(n + 1 ;R) .  Nous dirons que cette courbe est T-~quivariante si: 

y ( x  + 27r) = T.  y ( x )  Vx E R .  

G6om6triquement, il est plus important d'6tudier les courbes ~t &luivalence projective 

pr~s. La monodromie est alors bien d6finie si on la consid~re comme une classe de 
conjugaison dans PGL(n + 1 ; •). Pour le cas affine, les d6finitions sont analogues. 

Notations. On notera: 
(i) 79(M) l 'espace de toutes les structures projectives sur une vari6t6 M. 
(ii) 79r(M) C 7~(M) l'espace des structures projectives sur M dont la monodromie 

est fix6e et 6gale ~ T (T d6signe ici un homomorphisme T : 7rl (M) --* PGL(n + 1 ; 1~) 
d6fini ~ conjugaison pros). 

(iii) C(M) l 'espace de toutes les courbes non d6g6n6r6es et non param6tr6es sur une 

vari6t6 M munie d'une structure projective (ou affine). 
(iv) Co(M) C C(M) l 'espace des courbes &tuivariantes (la monodromie n'est pas 

fix6e). 
(v) Cr(M) C Co(M) l 'espace des courbes 6quivariantes h monodromie fix6e = T (T 

d6signant ici une classe de conjugaison dans PGL(n + 1 ;II~)). 
(vi) -C( M),-Co( M) et Cr (M)  d6signent les espaces quotients par la relation d'6qui- 

valence projective (ou affine) des espaces d6finis ci-dessus. 
(vii) F ( M )  l 'espace des courbes non d6g6n6r6es et param~tr~es. 
Les espace Fo(M),  F r ( M ) ,  F ( M )  etc. se d6finissent de la m~me faqon. 

2.3. Homotopie 

Une question d'ordre topologique se pose imm&tiatement, ?~ savoir: calculer les classes 
d'homotopie de courbes non-d6g6n6r6es sur une vari6t6 localement projective (ou locale- 
ment affine). I1 s'agit ici d'homotopie h travers les courbes ferm~es et non d6g~n~rdes. 
La question est donc de d6terminer les composantes connexes de l 'espace Cid (M).  Nous 

pr6sentons ici des r6sultats connus: 
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C)@@ 
(a) 0o) (c) 

Fig. 1. 

Composantes eonnexes de Cid(R2). Ces classes d'homotopie sont rep6r6es par un en- 
tier: le degr6 de l'application de Gauss (voir [Lil,Wh] ) associ6e ~ chaque courbe. I1 y 
en a donc une infinit6 d6nombrable. 

Le th6or~me de  L i t t l e  ( [ L i l ] ) .  L'espace Cid(RP 2) possOde trois composantes con- 

nexes: toute courbe ferrule et non ddgdndr~e sur R P  2 est homotope fi l 'une des trois 

courbes dessin~es dans la Fig. 1. 

Remarquons que, dans la classe des courbes lisses, les courbes (a) et (c) sont 
isomorphes. 

L'espace Cid (~4) poss&te encore trois composantes connexes chacune correspondant 
h l 'une des courbes de la Fig. 1 via l'application de Gauss (voir [Li2] ). 

La classification des composantes connexes de l'espace C r ( R P  ~) pour tout T C 
PGL(3 ;R)  est donn6e dans [K-S]. 

Les classes d'homotopie des courbes sur R P  n ont 6t6 calcul6es r6cemment dans [ Sh] 

oh il est d6montr6 que l'espace Cid(RP n) poss&le 3 composantes connexes pour n pair, 
et 2 pour n impair. 

2.4. Courbes projectives et opdrateurs diff3rentiels lin3aires 

Notons/~n i'espace des op6rateurs diff&entiels lin6aires L d'ordre n > 2 de la forme: 

L = c9 n + Un_2(x)a n-2 + Un_3(x)a n-3 + ' ' '  q- Uo(X ) (1) 

oh O = d / d x  et ui E C ° ° ( R ) , V i E  {0,1 . . . . .  n - 2 } .  
Le fait suivant pr6cise le rapport existant entre les op6rateurs (1) et les courbes 

param6tr6es non d6g6n6r6es sur RP~-1: 

L e m m e  2.4 (Wilczynski [Wi], Caftan [Ca] ). L'espace des courbes projectives para- 
m3trdes non ddg3n3r3es modulo 3quivalence projective est isomorphe ?l l 'espace des 

op3rateurs diffe'rentiels lindaires (1): 

T ( R p n - i )  ~ £n. (2) 

Preuve. 

(i) On associe h chaque op6rateur de la forme (1) une classe de courbes projective- 
ment &luivalentes dans RP n-l par la construction suivante: 
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Soit E l 'espace vectoriel de dimension n des solutions de l '6quation diff6rentielle 

Ly = 0. A chaque x E IR correspond l 'hyperplan Hx C E constitu6 des solutions 
s 'annulant en x: 

H x =  {y  C E l y ( x )  = 0 } .  

L'application x E R ~ Hx C P ( E * )  ~ R P  ~-I fournit la courbe 7 ( x )  recherch6e. 
Les deux faits suivants sont alors 6vidents: la courbe 3' est d6finie h homographie pros 

(correspondant au choix d 'une  base de E) et elle est non d6g6n6rde. 

(ii) R6ciproquement, soit y E F ( N P  "-1 ), il existe un unique op6rateur Lr C/2 n dont 

la classe de courbes associ6e par la construction prEcEdente soit la classe d'&tuivalence 
E F ( R P  " -  l ). La d6finition exacte de l 'op6rateur Lr sera d6crite dans la d6monstration 

du Lemme 2.7 ci-apr~s. [] 

Remarques. 
(a)  Monodromie: Soit y E F r ( R P  n-I  ) une courbe T-&luivariante (oil T e s t  une 

classe de conjugaison dans PGL(n  ; N ) ) .  Les coefficients ui dans l 'op6rateur Lr sont 
alors 27r-p6riodiques et l 'op6rateur de monodromie T associ6 h L~: 

T : E - - ~ E :  y~'-~yo'r2~r ('r2~r(x) = x + 2"rr) 

est un 616ment de S L ( E ) .  La donn6e de i~ est 6quivalente h celle d 'une classe de 
conjugaison dans SL(n  ;N)  ; celle-ci se projette sur T: 

SL(n  ;R )  ~ PGL(n  ;N)  T~--* T.  

(b)  Tousles  invariants diffdrentiels projectifs des courbes y E F ( R P  "- l  ) s 'expriment 
comme des polyn6mes diff6rentiels en les fonctions ui. 

Exemples .  Un op6rateur de Sturm-Liouville : 

L = O 2 + u ( x )  

dont le potentiel u est 27r-p6riodique est appel6 un opdrateur de Hill. 

2.5. 79(S 1 ) comme espace affine; d~rivde de Schwarz 

7~(S 1 ) est un espace affine attach6 ?a l 'espace vectoriel /~2 des op6rateurs de Hill. 
C'est-~-dire que la donn6e de deux structures ot et fl E P ( S  1 ) d6finit un op6rateur de 

Hill L. On notera: 

L = c e -  f l .  (3) 

Cette construction appartient ~t Hubbard [Hu] (voir aussi [Gh,Iv] ). 

D ~ f i n i t i o n -  D~riv~Se de Schwarz.  Soient ~o et ~/, deux immersions N ~ NP 1 . Pour 
tout x E R, il existe une unique homographie hx E PGL(2  ; N) telle que les jets d 'ordre 
2 en x des immersions ~o et h o O coincident. La d6riv6e d 'ordre 3: 
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(60 -- hx o ¢ ) ' " ( x )  

d6finit alors une application cubique Tx]~ --~ T¢(x)RP l e t  sa composition avec (Tx60) -1 : 

T ~ x ) R P  1 ~ Tx]~ est une application cubique TxR ~ Tx~. Cette derni~re s'identifie 
une forme quadratique sur TxR qui sera not6e S(60, ¢ ) ( x ) .  La diff6rentielle quadratique 
S(60,¢) est appel6e d~riv~e de Schwarz (g6n~ralis6e) de 60 par rapport h ~,. 

En particulier si ~p(x) --- x (modulo l'identification ]RP 1 ~ ~ tO {c~}) on obtient la 
d6riv6e schwarzienne classique: 

S(60) = [ 60, - 3 \ 60'J J (dx)2 .  (4)  

Les deux propri6t6s fondamentales de la d6riv6e de Schwarz sont: 

(j)  S(h  o 60,~p) = S(60, h o ¢ )  = S(60, ~b), Vh 6 PGL(2  ; ~ )  (invariance projective), 
(jj) S(60,¢) +S(d / ,  X )  = S(60,X) (X E Imm~(/R ; ]RPI)) .  
Consid6rons h pr6sent 60 et ~ comme 6tant deux applications d6veloppantes pour les 

deux structures projectives a e t / 3  C 79(S 1 ). La diff6rentielle quadratique S(60, ,tO) ne 
d6pend que de la donn6e de a e t / 3  (propri6t6 ( j ) ) .  Elle de plus est d6finie sur S 1 . On 
d6finit alors: 

a - / 3  := s(60, ¢ ) .  

L'op6rateur de Hill (3) admet pour potentiel u ( x )  = S(60, ¢ ) ( x )  (par construction). 
Les deux propri6t6s suivantes sont alors v6rifi6es: 

(a) Va,  f l ,  y E 7~(S l) , ( a -  f l )  + ( f l -  y )  = a -  3/ (relation de Chasles). 
(b)  Pour toute structure a C T ' (S  l ) et toute diff6rentielle quadratique q sur S 1, il 

existe une unique structure/3 E 79(S 1 ) telle que q = a - / 3 .  
Ces deux derni~res propri6t6s achbvent de d6montrer le fait que 79(S 1 ) est un espace 

affine attach6 h £z. 

2.6. Action du groupe des diffdomorphismes 

Soit Di f f (R)  le groupe des diff6omorphismes de classe C °O de la droite r6elle. I1 agit 
sur l 'espace des courbes param6tr6es F ( M )  d'une vari6t6 M par reparam6trisations. 
L'isomorphisme (2)  permet de d6finir une action de Diff (R)  sur l 'espace E n des 
op6rateurs d 'ordre n. 

L e m m e  2.5. (i) Le potentiel  de degr~ n - 2 dans un op~rateur L E £" se transforme 

sous Faction d'un diff~omorphisme g E Diff(R)  de la fagon suivante: 

g*Un-Z = (Un-2 o g) • g,2 + ~ n ( n  -- 1) (n + 1)S(g)  . 

(ii) L'expression: 

! 
w3 = Un-3 -- l ( n  -- 2) x Un_ 2 
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se transforme comme une diffgrentielle cubique: 

g'w3 = ( w 3  og)  x gt3. 

129 

Preuve. I1 s'agit ici d'un calcul direct. [] 

Les autres coefficients u i se transforment, sous l'action de Diff(R),  suivant des for- 

mules plus compliqu6es. Cependant, nous avons tout de m~me le fait classique suivant: 

Proposition 2.6. II existe une s~rie de polynOmes diff#rentiels en ui: 

w ~ = w k ( u i , u  I . . . .  ) ,  k ¢ { 3 , 4  . . . . .  n}, 

qui se transforment  p o u r  l 'action de Diff(R) comme des diff~rentielles de degr6 k: 

wk = w k ( x ) ( d x )  k . 

Les expressions (non explicites) pour les wk ont 6t6 d6termindes pour la premiere 

fois dans des travaux de Physique Th6orique (voir [F-I-Z] ). 

Remarque.  Les diff6rentielles wk ne sont pas uniquement d6finies pour k > 3. 

I1 est 6galement possible d'interpr6ter g6om6triquement les solutions de l'6quation 

diff6rentielle lin6aire L y  = 0 comme le montre le lemme suivant. 

Lemme 2.7. Sous l 'act ion du groupe  Diff(~) ,  les solutions de l '~quation diffdrentielle 

Ly  = 0 se transforment  comme des densit~s tensorielles de poids ( 1 - n ) / 2 :  

y = y ( x )  ( d x )  (l--n)/2, 

Preuve. (i) Rappelons que l'action de Diff(R) sur £n est donn6e par son action sur les 

courbes y C RP  n-I .  Nous allons ?~ pr6sent expliciter les formules donnant les solutions 

de l'6quation diff6rentieile Ley  = O. 

Soit (yl  (x) . . . . .  yn-I  (x ) )  un syst~me de coordonn6es locales affines pour la courbe 

y. Notons W e la fonction d6finie par: 

We(x) . . . .  
, , y (n -  1 ) _ ( n - l )  

1 • " • " Y n - I  

Les n fonctions: 

Yo = w e 1/n, Yl = Y l w ~  l/n . . . . .  Y , - I  = Y n - l w ~  1/n, (5) 

constituent alors un syst~me fondamental de solution pour l'6quation 

L~y = O. 
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(ii) La formule (5)  montre immEdiatement que les solutions Yi se transforrnent sous 

l'action des reparamEtrisations g*Y = Y o g de la fa~on suivante: 

g*y = ( y o g )  × (gt)(l-n)/2 [] 

Exenlp les .  
(n = 2) Les solutions d 'une  Equation de Sturm-Liouvil le  se transforment comme des 

densitEs tensorielles de poids - 1 / 2  sur R. 

(n = 3) Les solutions de l'Equation diffErentielle ym + u l (x )y '  + uo(x)y = 0 se 
transforment comme des champs de vecteurs sur R. 

Monodromie. Soit y E I 'T(RP n-1 ) une courbe T-&luivariante. L'action d 'un diffEo- 

morphisme g C Diff  + (R)  preserve la monodromie si et seulement si: 

g(x  + 2~r) = g(x) + 27r, Vx E R .  

Ces diffEomorphismes constituent un sous-groupe de Diff  + (R)  isomorphe au rev~te- 

ment universel, note D i f f + ( s l ) ,  du groupe Diff+(S l) des diffEomorphismes du cer- 

cle respectant l 'orientation. Par cons&luent, l 'action de Diff+(S 1) sur les courbes 
Equivariantes se projette en une action de Diff+(S l) sur l 'espace £ ~  des opErateurs 

diffErentiels h coefficients p3riodiques. 
I1 est ~ remarquer que - en ce qui concerne l 'action des diffEomorphismes sur les 

solutions - c 'es t  toujours Diff+(S 1 ) qui agit et non Diff~(S 1 ). 

Exemple: i'espace F o ( R p 2 ) .  ConsidErons l 'espace To(RP 2) de toutes les courbes 

paramEtrEes, non dEgEnErEes et 6quivariantes modulo Equivalence projective. Notons 
~-3(S 1 ) l 'espace des diffErentielles cubiques sur S 1 et q : 79(S 1 ) ~ 7~(S 1 ) x ~ '3(S 1 ) le 

plongement: q( a) = ( a, 0). 
I1 existe alors un isomorphisme q~ : To(RP 2) ~ T~(S 1 ) x .~3(S 1 ) rendant coherent 

le diagramme suivant: 
q> 

£3 n. ----~ T 0 ( ~ P  2) > ~D(sl ) X .~'3 (S  1 ) 

~ N  / : q  

o?J/z dEsigne l 'application Diff  + (S 1 )-Equivariante: 

0 3 + UlO + uo ~ ~, 0 2 + ¼ul • 

La construction de l 'application ~ est la suivante: Soit L = 0 3 + ulO + uo. Alors, 

¢ ( L )  = ( ~ ( L )  ;w3) = (a 2 + ¼ux ; ( u o -  ½u'l(dx) 3) • 

Remarquons que ( ~ - l  o q) (a  2 + u) = a 3 + 4ua + u ~ et que la courbe ~ C F o ( R P  2) 
associEe h cet opErateur a son support dans une cBnique de ~ p 2  (voir [Ca] ). 
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2. 7. Longueurs d'arc affine et projective; courbures affine et projective 
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L o n g u e u r  d ' a r c  affine. Soit c C C(R  n) une courbe non paramEtrEe et non dEgEnErEe. 
Fixons un param~tre x quelconque sur c. 

DEfin i t ion .  On appelle longueur d'arc affine sur c la 1-forme 

do .  = C te [-Wc(x)] 2/n(n+l) dx  

oh W e ( x )  = de t (c t (x ) ,  c " ( x )  . . . . .  c ~) (x)  ). 
Le param~tre o. est dEfini ~ une transformation affine pros: o. ,-~ ao. + b (a  E 

R \{0} ,  b E N).  o. est appelE le parambtre affine sur c. 

I1 est ~ noter que la definition du param~tre affine fait intervenir le volume euclidien 

du parallElEpip~de supportE par les n vecteurs c ' (x )  . . . . .  c (n) (x ) .  

C o u r b u r e  a f f i n e  - D ~ f i n i t i o n .  Les  n - 1 fonctions: 

Ki(o.) = ( - 1 ) i d e t ( c  ' . . . . .  ci . . . . .  c (n+l)) ( o.) 

(oh i E {1 . . . . .  n - 1} et le symbole ^ signifie l 'ommission du vecteur correspondant) 

sur la courbe c sont appelEes les courbures aflines d'ordre i de c. 

Exemple.  Nous retrouvons dans le cas oh n = 2 les definitions classiques de la longueur 

d 'arc et de la courbure affine d 'une  courbe de N2: 

= C'l'(o.) 
do- c'[(x) c~2'(x) dx et r ( o . ) =  c'( '(o-) c~"(o.) 

si c (x )  = (c'(x) I (voir [Bo] et [Bu] )  \ c2(x), 
On peut en fait rEaliser les courbures xi comme les coefficients d 'un opErateur 

diffErentiel lin6aire de degr6 n + 1. Plus prEcisEment, les coordonnEes de la courbe 

c paramEtrEe par o- vErifient l '&tuation diffErentielle: 

y ( n + l )  q_ KI ( o . ) y ( n - l )  + . . .  q_ Kn_l(O.)yt = O. 

A p p l i c a t i o n  d e  Gauss.  I1 est possible d'associer naturellement h chaque courbe affine 

c E C(R  n) une courbe projective paramEtrEe r (c )  c - f ( N p , - l )  modulo Equivalence 

projective. 
PrEcisons cette construction. Munissons la courbe c du param~tre affine o.. La vitesse 

d = dc/do': 

: ~ , p n - 1 .  

r ( c )  est alors la classe de d modulo PGL(n ;N) .  



132 L. Guieu, V.Yu. Ovsienko/Journal of Geometry and Physics 16 (1995)120-148 

Lemme 2.8. L'op~rateur diffdrentiel lindaire associ~ & 7"( c) E T(~ ,P  n-l ) est: 

Lc = 0 n + K1 (tr)t9 n-2 + ' "  + Kn-l  (or) (c9~ = d / d t r ) .  

Preuve. D'apr~s (6) les coordonn6es Yi de c ' ( tr)  v6rifient l'&luation 

Lc " Yi = O. 

On conclut en remarquant que ~-(c) est la projectivis6e de (Yl . . . . .  Yn) E /~n via la 
projection Rn\{0} ~ R P  n-l  . [] 

Longueur d ' a r e  projective. Soit c E C(RP  n-1 ) une courbe non param6tr6e et non 
d6g6n6r6e dans l 'espace projectif de dimension n - 1  et notons x un param~tre quelconque 
sur cette courbe . Rappelons qu'h la courbe param6tr6e c ( x )  correspond un op6rateur 
diff6rentiel Lc E £n. 

D6finition. 
(i) On appelle longueur d'arc projective sur c la 1-forme: 

dtr = [ w3 ( x )  ] 1/3dx 

o~a w3(x) = (Un-3 - ( n -  1)-luln_2) ( x ) (dx )  3 est la diff6rentielle cubique associ6e 
l'op6rateur Lc. 

(ii) Supposons que w3 5 / 0. Dans ce cas, or d6finit un param~tre local sur la courbe 
c appel6 param~tre projectif. Ces points sont caract6ris6s par le fait que la c6nique 
osculatrice poss~de un ordre de contact (en ce point) < 5 (voir [Ca] ). 

Courbure projective. La diff6rentielle quadratique Un_2(X ) (dx)  2 d6finit une structure 

projective sur la courbe c. Plus pr6cis6ment, il existe une projection Diff(R)-&luivariante 
de l 'espace/~n sur l 'espace L; 2 des op6rateurs de Sturm-Liouville: 

I~ :~ ,n -"*E ,X 'L~  > i n ( n -  1 ) ( n + l ) . a 2 + u n _ x ( x ) .  (6) 

D6finition. On appelle courbure projective d'une courbe c E C ( R P  n-1 ) la structure 
projective sur c d6finie par l 'application/x. 

Exemple (n = 3). Au voisinage d'un point non sextactique, une courbe c E C(]RP 2) 
est uniquement d6finie (modulo PGL(3 ;R) )  par sa courbure projective (cf. [Ca] et 
Chap. 4). 

Le th6or~me des six sommets. Les deux rEsultats classiques suivants pour les courbes 
planes ferm6es sont des analogues du th6or~me des quatre sommets de la g6om6trie 
diff&entielle euclidienne plane. 

Lemme 2.9. Toute courbe fermde et non ddg~n~r~e dans R P  2 poss~de au moins 6 
points sextactiques. 
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Preuve. (Voir par exemple [Bo] ou [Bu].) Ce r6sultat d6coule facilement du fait 

suivant: fixons un param~tre quelconque x sur notre courbe c E Cid(RP 2) et notons 
L l'op6rateur diff6rentiel de degr6 3 associ6 h la courbe param6tr6e c ( x ) .  Pour toute 
solution y de l'&luation diff6rentielle Ly = 0, on a: 

f w 3 ( x ) y ( x ) 2 d x  O. [] 

S I 

Convenons d'appeler sommet d'une courbe affine de II~ 2 tout point critique pour sa 
courbure. On a alors le: 

Corollaire 2.10. Une courbe affine ferm~e et non d~gdn~r~e dans II~ 2 poss~de au moins 

6 sommets. 

Preuve, Soit c E Cid(R 2) et munissons cette courbe de son param&re affine o-. 

Ses coordonn6es cl (or) et c2(o') v6rifient alors l'&luation: 

c~"(~r) + K(~r)c~(o-) = 0.  

A l'op6rateur diff6rentiel 0 3 + K(o-)0 correspond une classe de courbes ferm6es et 

non d6g6n6r6es ~ E Tid(•P2). D'apr~s le lemme pr6c6dent, chacune de ces courbes 

poss~de au moins 6 points sextactiques et, par cons&tuent, la diff6rentielle cubique 
w3(o') = - ½ x ' ( o ' )  s'annule au moins en 6 points. [] 

Cas des courbes planes 6quivariantes. 

Lemme 2.11. Si l 'opdrateur de monodromie T d 'une courbe dquivariante c E Cr ( ~P2  ) 

posskde une de ses valeurs propres ~gale ?~ l'unitd, alors la courbe c a au moins 2 points 

sextactiques. 

CoroUaire 2.12. Une courbe affine ~quivariante c C C0(R 2) possbde au moins 2 som- 

mets. 

Les preuves de ces deux r6sultats sont analogues h celle du Lemme 2.9. 

2.8. L' espace T'r(S l ) comme varidtd symplectique 

L'espace T'(S 1 ) form6 par toutes les structures projectives sur le cercle unit6 S 1 est 

munie d'une structure de Poisson [Kil ]. 
Sur chaque sous-espace 79r(S l ) constitu6 des structures projectives h monodromie T 

fix6e, ce crochet de Poisson est sous-jacent h une structure symplectique sur T 'r(SI) :  
T'r (S  1 ) est une "feuille symplectique" de ce crochet (voir [Sel]  ). 

Nous pr6sentons ici la formule explicite pour la forme symplectique de l 'espace 
79r(S 1 ). La d~finition du crochet de Poisson sera donn6e (dans le cas le plus g6n6ral) 

au Chap. 7. 
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Lemme 2.13. Soit a E "Pr( S 1 ), on a alors: 

TJgr (  S I ) ~ Vect( S 1 ) /au t (  a)  

off Vect( S 1 ) d~signe l'alg~bre de Lie des champs de vecteurs de classe C ~ sur le 
cercle et aut(  a)  ~ Vect( S 1 ) est l'algbbre de Lie du groupe des automorphismes de la 

structure projective a. 

Preuve. L'espace "Pr(S 1 ) est un espace homog~ne du groupe Dif f+(Sl ) ,  ce dernier 

agissant par transport de structure sur T ' (SI ) .  [] 

Fixons une fois pour toutes une forme longueur dt sur la droite projective R P  1. La 

donn6e d 'une  application d6veloppante ~ : IR ~ R P  l pour une structure a E P r ( S  1 ) 

est 6quivalente h la donn6e de la 1-forme 0 = ~p* (d t ) .  Si 8a  d6signe un vecteur tangent 

79r(S 1 ) en or, il existe un champ v E Vect(S 1 ) tel que: 8a = LoO (o~ L~ d6signe la 

d&iv6e de Lie par rapport au champ v). On peut en outre choisir ce champ de faqon h 

ce qu' i l  s 'annule en un point. 

D~finition de la forme symplectique. On d6finit une 2-forme symplectique to sur la 

vari6t6 ~Pr(S l ) de la fa~on suivante. Soit 81a et 82a E T J g r ( S  1 ) deux vecteurs tangents 
en la structure ot E 7:'r(S 1 ). Soit ~:1 et  ~:2 E Vect(S 1 ) deux champs sur S l tels que: 

81~ = L~iO et ~i(xo) = 0 pour un point x0 E S 1, fix& 

On pose alors: 

tO(t~la, t~20~) = f  L~IO L~20 ---~-d ~ . (7) 
S 1 

Remarquons que L~,O est une 1-forme sur R, mais que la fonction L¢,O/O est 27r- 

p6riodique, donc d6finie sur S 1 . 

Lemme 2.14. La 2-forme to est bien d~finie sur 79r(S l ) ; elle est ferm~e, non d~g~n~r~e 
et sa d~finition est ind~pendante du choix de ~l, ~2, ~ et du param~tre t. 

Preuve. En utilisant le param~tre t, on a l e s  6critures suivantes pour la 1-forme O et les 

champs sci: 

d 
0 = ~ t ( t ) d t ,  ~i = ~i(t)  - ~ ,  ~i(t + 2¢r) = ~i ( t ) .  

Un calcul direct nous donne acc~s h la formule suivante: 

to(t~lCr, t~2a)= f S ( t p ) ( t ) [ ~ l , ( 2 l ( t ) d t  + f (~(t)se~'(t)dt 

s I s I 

o~a S(~p) est la d6riv6e de Schwarz (classique) et [~:1,s~2] = (1 s~ - sc~ s~2 d6signe le 
crochet de Lie des champs de vecteurs sur S I. 
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L'invariance de la formule (7) vis-h-vis du choix de ~:l, s¢2, ~P et dt peut 8tre v6rifi6e 
soit directement, soit plus rapidement en utilisant la: 

Remarque  (Voir aussi Prop. 2.17). La formule (7) coincide avec la forme symplec- 

tique de Kirillov-Kostant-Souriau sur une orbite coadjointe de l'alg~bre de Virasoro 
(voir [Ki l ]  ). [] 

L e m m e  2.15. La forme to est invariante relativement d I'action du groupe Diff+(S l ) 
sur l' espace 79r(S l ). 

Alg~bre de Virasoro: crochet  de Poisson sur  I'espace 79(S i ). Consid6rons l'action du 

groupe Diff + (S 1 ) sur l 'espace £2,r des op6rateurs de Hill 0 2 +  u(x)  (cf. 2.6). L'action 
infinit6simale associ6e est une action de l'alg~bre de Lie Vec t (S  1 ) sur  /~2.: 

Lfu = fu '  + 2 f 'u  + I f , , ,  

oh f = f ( x ) d / d x  E Vect(S 1 ) et Lf  d6signe la d6riv6e de Lie. 

D~finition. Soit 

: £~*r - - -~ :U '  > f f ( x ) u ( x ) d x  ef 
, I  

S l 

une fonctionnelle lin6aire sur l 'espace des op6rateurs de Hill. On lui associe un champ 

de vecteurs s c sur £~,~ en posant: 

s¢ = L f .  

L e m m e  2.16. L'application ~ : (£2 ) ,  __~ £2 est un op&ateur hamiltonien sur £ ~ :  
il ddfinit un crochet de Poisson sur 79(S l ). 

Preuve. En g6n6ral, pour d6finir un crochet de Poisson sur une vari6t6 V, on commence 
par se donner un op&ateur ~: : T*V -~ TV lin6aire et antisym6tdque. Si f et g E C ~ ( V ) ,  

on pose: 

{f ,g}  := (dg ,~(d f ) )  E C ° ° ( V ) .  

{ . ,  - } d6finit un crochet de Poisson sur V si: 

~ { f , { g , h } } = O  Vf,  g, h E C o o ( V ) ;  
cycl. 

c'est l'identit6 de Jacobi. 
Pour v6rifier l'identit6 de Jacobi dans notre cas, il suffit de la v6rifier sur les fonc- 

tionnelles gf. Posons donc: 

Lg(u))  = f g ( fu '  + 2 f 'u  + I ,,, {el, eg}(u) ~ f  ) ( x )dx  

S 1 
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oh f ,g  C Vect(S l) et t9 2 +u(x)  E £2~r • 
On s'apperqoit alors que ces fonctionnelles lin6aires dEfinissent une alg~bre de Lie: 

{e f ,  £g}(u) = £[f, gl (u) -b f f t (x)gt t (x)dx.  (8) 

S 1 
[] 

Remarque. L'alg~bre de Lie d6finie par (8) s'appelle l'algbbre de Virasoro. C'est une 
extension centrale de l'alg~bre de Lie Vect(S1). 

Le fait suivant peut ~tre d6montr6 en utilisant la formule (8): 

Proposition 2.17. Une orbite coadjointe de l'algbbre de Virasoro s'identifie ~ une 
composante connexe d' un espace 79r ( SI ). La forme symplectique sur ce dernier espace 
col'ncide alors avec la 2-forme symplectique canonique sur l'orbite coadjointe. 

3. Structures symplectiques sur I'espace des courbes affines 

Soit M une vari6t6 localement affine (cf. Chap. 2.1) de dimension n. Nous d6finissons 
ici une forme symplectique sur l'espace r i0(M) des courbes ferm6es, non d6g6n6r6es 
et non param6tr6es sur M ~ &tuivalence affine pr~s. 

Notre d6finition repose sur deux id6es principales: 
(a) A chaque courbe c E C(M) est associ6e une classe dans T ( R P  n-l) (l'espace 

des courbes paramdtr(es et non d6g6n6r6es sur RP n-1 modulo &luivalence projective). 
Nous d6finissons alors une application: 

/ / :  C i d ( M )  ' T ( R P  n -1  ) 

dans l'espace des courbes projectives param6tr6es (modulo 6quivalence projective). 
Cette application est affinement invariante et induit une application: 

/ 7  : C i d ( M )  ' T ( R P  n-1  ) • 

Sur chaque composante connexe de l'espace r id(M),  l'image de H est incluse dans 
le sous-espace des courbes projectives ~ monodromiefix~e. 

(b) II existe une structure symplectique canonique sur chaque espace TT(RP "-I) 
(clans le cas oh n = 2, cette structure a 6t6 d6finie darts le Chap. 2.8; pour le cas oh 
n > 3 voir Chap. 6.2). 

3.1. Cas ok dim(M) = 2. 

Plaqons-nous h pr6sent dans le cas d'une surface localement affine M. 
Si c ~ C(M), nous pouvons d6finir deux structures g6om6triques sur c (cf. Chap. 

2.7): 
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(i) Une param6trisation affine: 
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O ' : ~ - - ~ C .  

(ii) Son application de Gauss: 

~-: c---+ R p  I " 

La premihre est une structure affine sur c et la seconde une structure projective. 

D6finition de l'application H :  C i d ( M )  --~ 79(S1) .  On peut interpr6ter t r e t  7- comme 

deux structures projectives sur ia courbe ferm6e c ~ S 1 (pas de mani~re canonique). 

Uespace 79(S 1 ) est un espace affine model6 sur l 'espace vectoriel des op6rateurs de Hill 

(voir Chap. 2.5). Fixons alors une structure projective a E 79(S 1 ) qui jouera le r61e de 

'Torigine"  (on pourra prendre par exemple la structure projective canonique d6finie par 
le rev&ement universel de R P  l ). 

H ( c )  est alors dEfinie par l'6galit6: 

~ - - o - = r l ( c ) - o ~  c £~,~, 

Nous pouvons 6galement donner une version plus nai've, quoique directe, de cette 
d6finition: on obtient une immersion ¢rc: R --* IRP 1 en posant: 

qT c :~ T O O ' .  

Cette immersion ~'c est l 'application d6veloppante d 'une unique structure projective sur 

S 1 , Nous appeUerons 1r(c) cette dernihre. 

Lemme 3.1. L'application H "descend" sur l 'espace quotient r i d ( M ) .  

Preuve. I1 est - par construction - affinement invariante. [] 

On obtient donc une application H : C i d ( M  ) --+ 79(S  1 ).  

Lemme 3.2. H envoie chaque composante connexe de Cid(M) dans un sous-espace 

79~( s~ ). 

Preuve. Faisons le choix d 'une paire d6veloppante (q~,T) pour la structure affine de ia 

surface M: 

{ ~o : ,~--. R 2 

T : ~r~(m) --. A f f ( 2  ;~:) 

Soit c E Cid(M) une courbe ferm6e sur la surface M e t  ~" C / ~  un relev6 quelconque 
de cette courbe dans le rev&ement universel de la surface. La classe d 'homotopie 
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[c] de notre courbe peut 8tre consid6r6e comme un 616ment de 7/" 1 ( M ) .  Posons done 

A := T( [c]  ) E A f f ( 2  ;/R). La courbe ~o(~ C R 2 est A-&luivariante: 

~(C~ C C A ( R  2) • 

Notons T E P G L ( 2  ;IR) l ' image de A par la projection naturelle: 

A f f ( 2  ; R )  ~ PGL(2  ; R ) .  

Munissons c de son param&re affine o- et soi t /3  : R --~ R P  l l 'application de Gauss 

associ6e ~l la courbe (~o o c--') (or). On obtient: 

, / /3 (o-  + 270 = T - / 3 ( o ' )  

t /3 est une application d6veloppante pour la structure I I (c )  

De plus, s i c  reste dans la mSme classe d 'homotopie,  A et, par cons&luent, T restent 
fixes. [] 

1 espace Cid(M), la restriction Propos i t ion  3.3. Sur chaque composante connexe C de ' 

-H : C ~ 79r (S 1 ) est une bijection. 

Preuve. Uop6rateur de Hill L = 7" - o- associ6 h la structure projective / / ( c )  (c E 

Cid(M))  est donn6 par: 

m = 0~ + ~ ( ~ )  

oh x(o-)  d6signe la courbure affine de la courbe c (voir Chap. 2.7). 

Or, une courbe affine est d6finie uniquement par sa courbure, modulo &luivalence 
affine. [] 

Corol la i re  3.4. II existe sur chaque composante connexe de l'espace Cid(M) u n e  struc- 

ture de vari~t# symplectiqueo La forme symplectique 12 est donnde par la formule: 

12=~*(o~), 

oJ d3signant la forme symplectique sur l'espace 79r(S l ). 

3.2. Cas off d i m M  = n > 3 - Fin de la d3monstration du Th3orkme 1.1 

M d6signera une vari6t6 affine de dimension n > 3. 
Nous g6n6ralisons dans cette section la construction vue en 3.1. l 'Existence d 'une  

param6trisation affine pour une courbe c c Cid(M) conduit h l 'existence d 'un plonge- 
ment: 

Cid(M) ~ F (  M )  . 
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De plus, le choix d'une application d6veloppante ~p : A~ ~ R ~ entraine l'existence 
d'une application: 

F ( M )  ~ F ( R P  n - l )  

(application de Gauss associ6e h une courbe param6tr6e). Nous obtenons donc une 
application: 

/7:  Cid(M) ~ F ( R P  n - l )  . 

Soit h pr6sent p : A f f ( n  ; R )  --* PGL(n  ; R) la projection naturelle. On a l e  

Lemme 3.5. Soit A E A f f ( n  ; R )  et T := p ( A ) ,  on a: 

H ( ¢ A ( R ~ )  ) C F r ( R P ~ - ~ ) .  

La d6monstration est analogue ~ celle du Lemme 3.2. 

Les autres 6tapes qui suivent ce lemme r6p~tent le cas de la dimension 2. Nous 
obtenons finalement l'application: 

H : C i d ( M )  ~ T ( ] I ~ P  n-1  ) • 

Sur chaque composante connexe de l'espace r id(M),  H est une bijection sur un sous- 
espace F r ( R P  n-l ). 

Tr(]RP n-I ) est muni d'une structure de vari6t6 symplectique (voir Chap. 6.2). 

Nous d6finissons donc sur r id(M) une forme symplectique, image r6ciproque par 
de celle sur T T ( R p n - 1 ) .  Le Th6or~me 1.1 est d6montr6. [] 

Remarque concernant l'action du groupe Diff + (S 1 ). Le groupe Diff + (S 1 ) agit sur 
l'espace T r  (IRP n- 1 ) par reparam6trisation des courbes. L'isomorphisme H nous permet 
de transporter cette action sur chaque composante connexe de l'espace r id(M).  Par 
exemple, dans le cas de la dimension 2, le groupe Diff + (S 1 ) agit sur la courbure x(o-) 
d'une courbe c E Cid(M) comme sur le potentiel de l'op6rateur de Hill d~ + K(o-). 

4. Structure de Poisson sur l'espace des courbes de Caftan 

Nous consid6rons dans ce chapitre l'espace Co(RP 2) des courbes projectives 6qui- 
variantes, non param6tr~es et non d6g6n6r6es dans le plan projectif. 

La m~me id6e qui nous avait conduits h la construction d'une structure symplectique 
sur l'espace des courbes affines, nous amine, dans le cas projectif, ~ la construction 
d'une structure de Poisson. De la m~me mani~re que dans le Chap. 3, nous allons 
associer ~t toute courbe c E Co(RP 2) deux structures g~,om6triques sur cette courbe: 

(a) Une structure ajfine, engendr~e par la largeur d'arc projective sur c. 
(b) Une structure projective, engendr6e par la courbure projective de c. 
Afin que la structure (a) puisse exister, il s'av&era n6cessaire de renforcer la notion 

de non-d6g6n6rescence. Pr6cisons tout de suite ce fait. 
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4.1. Notion de courbe de Cartan 

DEfinition. Une courbe c E C(RP 2) sera dite une courbe de Cartan si elle ne comporte 

aucun point sextactique. 

Remarque.  I1 est possible de donner une version plus topologique de cette definition: 
une courbe de Cartan est en position gEnErale, au voisinage de chacun de ses points, 
par rapport h sa tangente, mais aussi par rapport h sa c~nique osculatrice. 

Nous noterons Cc(I~,P 2) (resp. Fc(RP 2) dans le cas des courbes paramEtrEes) 

l 'espace de toutes les courbes de Cartan dquivariantes. On notera Egalement -Jc(RP 2) 
(resp.-ffc(RP 2) ) ces m~mes espaces modulo &luivalence projective. 

Comme consequence du Lemme 2.11, nous obtenons: l'opErateur de monodromie 

d'une courbe de Cartan 6quivariante ne poss&le aucune valeur propre Egale h l'unitE. 

4.2. Le crochet de poisson - Ddmonstration du Thdorbme 1.2 

Les deux structures (a) et (b) sur une courbe de Caftan c E Cc(RP 2) permettent de 
dEfinir une application: 

11 : Cc(RP 2) - - *  " ~ ( s l )  . 

(Nous utilisons le fait que 79(S 1 ) est un espace affine; cf. 2.5). Cette application est 
PGL(3 ; R)-invariante; elle descend sur l 'espace Cc(RP2). On obtient l'application: 

II  : Cc(RP 2) --~ 79($1). 

La longueur et la courbure projective sont des invariants diffErentiels projectifs: une 
courbe de RP  2 est uniquement dEfinie - modulo PGL(3 ;R)  - par sa courbure K(tr) 
(o~ tr est le param~tre projectif de la courbe). Cette remarque montre que H est 
injective. 

L'espace Cc(RP 2) peut alors &re muni d'une structure de Poisson induite, via le 
plongement H ,  par le crochet de Poisson sur P ( S  1 ) (cf. 2.16). Le ThEor~me 1.2 est 
dEmontrE. [] 

Les feuilles symplectiques de la vari&E de Poisson -Cc(RP z) sont constituEes des 
courbes ~ vErifiant: 

T ( H ( ~ )  ) = C re. 

Remarque.  La definition de ce crochet de Poisson peut en fait se gEnEraliser au cas 
d'une surface localement projective quelconque. 
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5. Feuilletage symplectique 

141 

I1 existe sur l 'espace C ( R P  2) un feuilletage dont chaque feuille est munie d 'une 

structure symplectique. Presque toute feuille est de codimension finie. 

D6finition. Rappelons qu 'une  courbe projective ferm6e c E Cid(RP 2) poss&te au moins 

6 points sextactiques (cf. Lemme 2.9). Une courbe c C C ( R P  2) poss6dant un nombre 

fini de tels points sera dite gdn~rique. 

Soit c E C ( R P  2) une courbe g6n6rique et {xl . . . . .  x2k} l 'ensemble de ses points 

sextactiques (c'est-h-dire {xt . . . . .  X2k} est l 'ensemble des z6ros de la diff6rentielle 
cubique w3 sur c).  On associe alors ~ c u n  point t = t ( c )  E IRP 2k-l de la mani~re 

suivante: 

t e s t  la droite vectorielle de R 2k de vecteur directeur 

Xi+I 

ti := / w 3 ( x ) l / 3 d x  Vi C {1 . . . . .  2k} 

Xi 

t I 

Soit T une classe de conjugaison dans PGL(2  ; R ) .  Notons A4r, t le sous-espace de 

C ( R P  2) constitu6 des courbes c v&ifiant: 

t ( c )  = t  et T ( X c ) = T .  

(Kc est la courbure projective sur c, consid6r6e comme structure projective.) 

On pose aussi .A/IT, t :=  .Adr, t / P G L ( 3  ;JR). 

Proposition 5.1. ll existe sur .AAr, t une structure symplectique. 

Preuve. Commen~ons par d6finir une application: 

/7 : .A4r, t ~ 7~r(S l ) .  (9) 

Sur toute courbe c E C ( R p 2 ) ,  il existe une structure projective: celle d6termin6e par 

la courbure projective de la courbe c. La longueur d'arc projective sur c ne d6finit pas, 

par contre, une structure affine sur c si la diff6rentielle cubique w3 a des z&os. 

Soit c et c ~ G .A4r, t deux courbes, w3 et w~ les diff&entielles cubiques associ6es 
respectivement h c et ~ c ~. On peut alors identifier ces deux courbes. 

Plus pr6cis6ment, on peut trouver un diff6omorphisme g : c ~ c ~ tel que: 

g* ( w'3 ) = C ~ x w3 . 

Ce diff6omorphisme est 6videmment projectivement invafiant. 
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Fixons une courbe d E .A4r, t et une structure project ive quelconque o -~ sur d.  Toute 

courbe c E .A4r, t est alors munie d'une structure projective, image r6ciproque par le 

diff6omorphisme g de la structure o -~. Nous disposons donc de deux structures projectives 

sur c, ce qui permet de d6finir une application: 

/1" : -/~T,t  " ~  ~ T ( S  1 ) • 

/ / 6 t a n t  invariante sous l'action de PGL(3 ;R) ,  elle descend sur .A4r, t et l'application 
(9) est bien d6finie. [] 

Notons alors /2 := H ' t o  oil wes t  la forme symplectique sur 79r(S 1 ) (cf. 2.7). Nous 

terminerons la d6monstration par le: 

Lemme 5.2. 
(i) 11 est bijective; 

(ii) /2 est ind~pendante du choix de c' et tr'. 

m 

Preuve du lemme. Les deux applications H correspondantes ~ deux choix distincts pour 
c r et o -~ different par une translation sur l 'espace Pr(S1) .  Or, la 2-forme to est invariante 

relativement aux translations (cf. 2.8). [] 

Remarque.  Sur l 'espace Cc(RP 2) des courbes de Cartan, la structure symplectique/2 

coincide avec la structure symplectique d6finie sur les feuilles symplectiques (cf. 4.2). 

6. Crochet de Gel ' fand-Diki i  

Le crochet de Poisson de Gel 'fand-Dikii (voir [G-D,D-S] ) est une des plus int6res- 
santes structures de Poisson en dimension infinie. Les travaux s 'y rattachant sont surtout 
populaires en Physique Th6orique. 

L'alg~bre de Poisson engendr6e par ce crochet joue le r61e de l'alg~bre des sym6tries 
(voir par exemple [I-Z-F] ). 

Du point de vue g6om6trique, l'int6rSt du crochet de Gel'fand-Dikii est bas6 sur 

ses propri6t6s naturelles d'invariance. I1 nous permettra de d6finir une structure sym- 
plectique Diff+(S l)-invariante sur l 'espace des courbes param6tr6es de R P  n-I  modulo 
6quivalence projective. 

6.1. D~finition du crochet de Gel ' fand-Dik i i  

Le crochet de Gel 'fand-Dikii est d6fini sur l 'espace des op6rateurs diff6rentiels 
lin6aires ~t coefficients p6riodiques. Consid6rons donc l'espace des op&ateurs diff6- 
rentiels lin6aires L = a n + Un_2( x ) a  n-2 + • • • + uo( x )  dont tousles coefficients ui sont 
27r-p6riodiques et notons le/ :0.  
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Nous allons associer ~ chaque fonctionnelle lin6aire F : /~0 ~ R un champ de 

vecteurs ~: (F)  sur Lo. Pour cette construction, nous avons besoin de quelques r6sultats 

concernant l ' espace  Eo. 

Tout d 'abord ,  il suffira de se l imiter aux fonctionnelles lin6aires r~gulibres sur /~o, 

c 'est-h-dire aux fonctionnelles F de la forme: 

F ( L ) = n - ~ / f i ( x ) u i ( x ) d x .  

ofa f i  E C a (S l ), Vi E {0, 1 . . . . .  n - 2}. 

D6finit ion.  La somme formelle: 

S = ~ ai(x)a -i  
i=1 

ob les ai E C°°(S1) , 0 -1 = (d/dx)  - l  est appel6e un symbole pseudo-diff~rentiel 
d 'ordre  n. 

A chaque symbole  S, nous associons une fonctionnelle lin6aire 

~s : £0 ~ 

par la construction suivante. Si L E £0, le produit  S. L peut se r66crire comme une s6rie 

formelle: 

--O¢) 

S.  L = ~ bi(x)a i . 
i=n- 1 

I1 suffit d 'u t i l i ser  l'identit# de Leibnitz: 

a - l a ( x )  = a ( x ) a  -1 _ d ( x ) a  -2 + a l l ( x ) a  -3 . . . .  . 

(Cette  identit6 se d&luit de l '6galit6: a • a - l a ( x )  - a(x) . )  
D6finissons alors: 

es(L) := f r d s ( S .  L ) ( x ) d x  

s t 

ob r6 s (S .  L) := b - l .  Le fait suivant est alors 6vident: 

L e m m e  6.1. Toute fonctionnelle lin~aire r#gulibre F peut s'~crire: 

F =£s 

oft S est un symbole pseudo-diffdrentiel. 
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Remarque importante. I1 est 6vident que la fonctionnelle gs ne d6pend pas du dernier 
coefficient an du symbole S. Par exemple, dans le c a s n  = 2, le symbole S = al0 - t  + 
a2a-2 admet pour fonctionnelle associ6e: 

gS(t9 2 "{- U) ---- f a l  ( x ) u ( x ) d x .  
, J  

S 1 

D6fmition de l'op6rateur hamiltonien. A chaque symbole S, on associe un op6rateur 

lin6aire/20 --~/:0 

L~ , Ls = L ( S L ) +  - ( L S ) + L  

(o?a le signe + signifie que l 'on consid~re uniquement la partie diff&entielle de l'expres- 

sion, c'est-~-dire tousles degr6s > 0). 
A priori Ls est un op6rateur diff6rentiel d'ordre 2n - 1, mais il est facile de voir que 

les coefficients des op6rateurs 0 i sont identiquement nuls lorsque i > n - 1. 

Proposition 6.2 ([D-S]). A toute fonctionnelle lin~aire g correspond un unique sym- 

bole S tel que: 

(i) g = es, 

(ii) ord( Ls)  = n - 2. 

Preuve. Le choix du coefficient a ,  symbole S est fix6 par la seconde condition. [] 

Exemple (n = 2). Si 

g(a 2 + u) = f f ( x ) u ( x ) d x ,  

S l 

alors g = gs avec S = u(x )O  - l  - l u ' ( x ) 0 - 2 .  L'op6rateur Ls peut 8tre interpr6t6 dans ce 
cas conune un vecteur tangent & l'espace £0. 

Th~or~me 6.3 ( [ G-D,D-S] ). L 'application ~ : £~ --* ~-o d~finie par: 

~(g) = Ls 

(03 S vdrifie les 2 conditions de la proposition prdcddente) d#finit un crochet de Poisson 

sur l '  espace £o, c ' est-gl-dire une structure d'  algbbre de Lie  sur l '  espace des polynOmes 

di f f  ~rentiels. 

D6finition. Le crochet de Poisson du th6or~me ci-dessus est appel6 crochet de Gel ' fand- 
Dikii. 

L'expression de ce crochet sur les fonctionnelles lin6aires est donn6e par la formule 
suivante: 

{gs, gr} := gT(Ls)  . 



L. Guieu, V.Yu. Ovsienko/Journal of Geometry and Physics 16 (1995)120-148 145 

Remarques.  (i) n > 3. Dans ce cas, le crochet de deux fonctionnelles lin6aires est une 
fonctionnelle quadratique. 

(ii) n = 2. Les fonctionnelles lin6aires forment une alg~bre de Lie isomorphe h 
l'alg~bre de Virasoro. 

(iii) D'un point de vue g6om&rique, le crochet de Gel'fand-Dikii apparalt comme 
tr~s naturel si on remarque les deux propri6t6s suivantes: 

(1) I1 est invariant relativement h l'action de Diff+(S l ). 

(2) La restriction de ce crochet aux fonctionnelles F(u~_2) d6finit un crochet 

d'alg~bre de Lie. Cette alg~bre de Lie coincide avec l'alg~bre des fonctions sur les 
op6rateurs de Hill: 

L = a2x + 6 un-2(x)  
n ( n -  1 ) ( n +  1) 

( voir [ Kh ] ). 

Consid6rons, de plus, l 'action infinit6simale de l'alg~bre de Lie Vect(S l ) associ6e h 
l'action de Diff + ($1). Cette action infinit6simale conserve le crochet de Gel'fand-Dikii. 
L'application moment correspondant ~ cette action est donn6e par: 

(courbe dansRP n-1 ) ,  ~ (courbure projective associ6e) . 

6.2. Structure symplectique sur l 'espace des courbes projectives paramdtr~es 

On 6tudie ici les feuilles symplectiques du crochet de Gel'fand-Dikii. 
Le r6sultat principal dans [K-O] est le: 

Th~or~me 6.4. Le crochet de Gel ' fand-Dikii  d~finit une structure symplectique sur 

chaque sous-espace £ r  c £o constitud par  les op~rateurs ?l monodromie 4 fixde. 

En d'autre termes, chaque espace T r ( N P  n-l ) ~ £ r  (cf. 2.4) est une vari~t~ sym- 

plectique. 

Preuve. I1 nous faut d6montrer deux faits: 

(a) Un champ hamiltonien Lx est tangent h £r .  
(b) Tout vecteur tangent h Er  est donn6 par un champ hamiltonien. 
La donn6e d'un op6rateur L e s t  6quivalente ~ celle de l'espace des solutions de 

l'6quation diff6rentielle associ6e Ly = 0. A un symbole S correspond un champ de 

vecteurs L , , Ls. Ce symbole induit 6galement un champ sur chaque espace de 
solutions EL = {y E C ° ~ ( N ) [ L y  = 0}: 

Y '  ~ Ys.  

Le r6sultat est: 

4 Rappelons que T d6signe en fair une classe de conjugaison darts le groupe projectif PGL(n ; ~.). 
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Ys = - ( S L ) + y .  (10) 

En fait, par d6finition, on a l ' identit6 suivante: 

L s ( y )  + L (y s )  = O. 

(a)  est alors 6vident en consid6rant (10)  car y ~-* Ys est linfaire en y. 
R6ciproquement, si on fixe Ys, le symbole S s 'obtient  comme solution d 'un syst~me 

d'6quations lin6aires. On v6rifie facilement que les coefficients ai(x)  de S sont 2~'- 

p6riodiques si et seulement si la monodromie est fix6e. [] 

Exemple: (n = 3) .  L 'espace T t a ( R P  2) est constitu6 de 3 feuilles symplectiques. Cha- 

cune de ces feuilles correspond ~t une des 3 classes d 'homotopie  dessin6es h la Fig. 1 

(Chap. 2.3). 

7. Formules explicites pour les formes symplectiques 

Nous pr6sentons dans ce chapitre la formule donnant la forme symplectique induite 

par le crochet de Gel ' fand-Diki i  dans un cas particulier. 

D~flnition. Une courbe c E C(~,P n-1 ) sera dite non oscillante si tout hyperplan pro- 
ject if  de R P  n- l  rencontre la courbe en au plus n - 1 points distincts. 

Si T (x )  est une courbe param6tr6e non oscillante c F ( • p n - 1 ) ,  alors l 'op6rateur 

diff6rentiel associ6 L r (cf. 2.4) est non oscillant au sens classique. C'est-~-dire, chaque 
solution y de l '6quation diff6rentielle associ~e Lr  • y = 0 admet au plus n - 1 z6ros sur 
l ' axe  r6el. 

Le cas particulier pour lequel nous allons expliciter la forme symplectique de Gel ' fand- 

Dikii est donc celui des courbes &tuivariantes, non oscillantes et ~ monodromie fix6e. 

Pr6sentons tout d 'abord  deux r6sultats classiques de la th~orie des &tuations diff&en- 
tielles lin6aires, r6sultats qui nous seront utiles pour la suite: 

Lemme 7.1 (Sturm).  Un op&ateur L E E n est non-oscillant si et seulement si on 

peut trouver n - 1 solutions Yl . . . . .  Yn-1 pour l'~quation Ly = 0 telles que les n - 1 

fonctions: 

Yl Y2 
Y l  , WI = , . . .  , 

Y[ Y2 

ne s'annulent en aucun point. 

W n _  1 

yl "'" Yn-l 

y2-  

Lemme 7.2 (Frobenius) .  Un opdrateur L E E n e s t  non-oscillant si et seulement si L 

poss~de une factorisation en n opdrateurs d'ordre 1: 
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L = (,3 + a l  + . . .  + a n - i ) ( 3  - a , - l )  . . . ( , 9  - a l )  

o?~ les ai E C ° ° ( ~ )  Vi E {1 . . . . .  n - 1 } .  

Les coefficients ai ci-dessus peuvent &re calculfs en posant: 

/ ' al = --Yl/Yl 

' {2, . - 1} ai = -a i -1  - w i /w i ,  Vi E .. ,n  

oh Yl et wi sont les fonctions vues dans le Lemme 7.1. 

Remarque .  Supposons que les coefficients ui dans l 'opfrateur  L soient 27r-pfriodiques. 
On peut alors trouver une factorisation de L oh les coefficients ai sont 6galement 
2zr-pfriodiques. En fait, il suffit que l 'opfrateur  de monodromie T, associ6 h L, soit 
reprfsent6 par une matrice triangulaire dans la base {yl . . . . .  y , - l ,  y}. 

Soit 7 une courbe param&rfe l~ ~ ~ p n - l  non oscillante et 6quivariante. Notons 

f i t  et gY deux dfformations infinitfsimales de Y (en d'autres termes, deux vecteurs 

tangents en 3/a l 'espace des courbes non oscillantes). On peut identifier 83' (resp. 6y)  

h f a =  ( f a l  . . . . .  f a n - l )  (resp. h ~a = ( f a l  . . . . .  8 a , - 1 ) ) .  
Soit A = (A/j) la matrice carrfe d 'ordre n - 1 dffinie par: 

Aij := f i j  - l / n .  

On a alors le: 

Thfor~me 7.3. La forme symplectique o~ de Gel'fand-Dikii  sur l'espace des courbes 

non oscillantes fi monodromie fixde est donnde par: 

w ( 8  T, 6,/) = f ( S a A a - 1 6 - d )  ( x ) d x .  
, /  

S 1 

R6f6rences 

[Bo] 

[ Br] 

IBul 

lCa] 
IC-FI 

[Chl 

ID-SI 

G. Bol, Projektive Differentialgeometrie, Studia Mathematica/Mathematische LehrbUcher 
(Vandenhoeck and Ruprecht, Gfttingen, 1950). 
J.L. Brylinski, Loop Spaces, Charateristic Classes and Geometric Quantization, Progress in Math., 
Vol. 107 (Birkh~iuser, 1992). 
S. Buchin, Affine Differential Geometry (Gordon and Breach, New York, Science Press, Beijing, 
1983). 
E. Caftan, Lefons sur la thdorie des espaces d connexion projective (Gauthier-Villars, Paris, 1937). 
E. ~ech and G. Fubini, Introduction d la gdomdtrie projective diff~rentielle des surfaces (Gauthier- 
Villars, Paris, 1931 ). 
S. Chihi, Sur les feuilletages de codimension 1 transversalement homographiques, Th~se, publ. de 
I'IRMA, Strasbourg (1979). 
V.G. Drinfel'd and V.V. Sokolov, Lie algebras and equations of Korteweg-De Vries type, J. Soviet 
Math. 30 (1985) 1975-2036. 



148 L. Guieu, V.Yu. Ovsienko/Journal of Geometry and Physics 16 (1995)120-148 

[F-I-Z] 

[G-D] 

[G-F] 

[Gh] 

[Go] 

[Gr] 

[Hal 
[Hul 

[Ig] 
[Iv] 

[K-O] 

[K-S] 

IKhl 

[Ki 11 

IKi 21 

[Ki-YI 

IKu] 

[L-P] 

[Li 1] 

[Li 2] 

[0] 

[Se 1] 

ISe 21 

[Shl 
[S-TI 

[Wh] 
[Wi] 

[Ws] 

[Wu] 

Ph. Di Francesco, C. Itzykson and J.B. Zuber, Classical W-algebras, Saclay SPhT 90/149, Princeton 
PUPT n.1211 (1990). 
I.M. Gel'fand and L.A. Dikii, A family of hamiltonian structures connected with integrable nonlinear 
differential equations, in: LM. Gel'fand collected papers, S.G. Gindikin et al., eds., Vol. 1 (Springer, 
1987) pp. 625-646. 
I.M. Gel'fand and D.B. Fuchs, The cohomologies of the Lie algebra of the vector fields in a circle, 
Func. Anal. Appl. 2:4 (1968) 342-343. 
E. Ghys, D6formations de flots d'Anosov et de groupes fuchsiens, Ann. de l'Inst. Fourier 42:1,2 
(1992) 209-247. 
W. Goldman, Geometric structures on manifolds and varieties of representations, Contemporary Math. 
74 (1988) 169-198. 
M. Green, The moving frame, differential invadants and rigidity theorems for curves in homogeneous 
spaces, Duke Math. J. 45:4 (1978) 735-779. 
G. Halphen, Sur les invadants differentiels, Th~se, Pads (1878) in: Oeuvres II, pp. 197-257. 
J. Hubbard, The monodromy of projective structures, in: Riemann surfaces and related topics, Stony 
Brook, 1978, eds. I. Kra and B. Maskit, Annals of Math. Stud. 97 (1981) pp. 257-275. 
E lglesias, La trilogie du moment, preprint E.N.S. Lyon U.M.P.A. 82 (1992). 
N.V. Ivanov, Projective structures, flat burdles and Kiihler metrics on moduli spaces, Math. USSR 
Sbornik 61:1 (1988) 211-224. 
B. Khesin and V. Yu. Ovsienko, Symplectic leaves of the Gel'fand-Dikii brackets and homotopy 
classes of nondegenerate curves, Func. Anal. Appl. 24:1 (1990). 
B. Khesin and B. Shapiro, Non degenerate curves on S 2 and orbit classification of the Zamolodchikov 
algebra, Comm. Math. Phys. 145 (1992) 357-362. 
T.G. Khovanova, Lie algebras of Gel'fand-Dikii and the Virasoro algebra, Funk. Anal. Prilozhen. 
20:4 (1987) 89-90. 
A.A. Kirillov, Infinite dimensional Lie groups: their orbits, invadants and representations. The 
geometry of moments, Lect. Notes in Math. 970 (Springer-Verlag, 1982) pp. 101-123. 
A.A. Kirillov, Orbits of the group of diffeomorphisms of a circle and local Lie superalgebras, Func. 
Anal. Appl. 15:2 (1981) 135-137. 
A.A. Kirillov and D.V. Yuriev, Representations of the Virasoro algebra by the orbit method, Journal 
of Geometry and Physics 5:3 (1988) 351-363. 
N.H. Kuiper, Locally projective spaces of dimension one, Michigan Mathematical Journal 2 (1954) 
95-97. 
V.E Lazutkin and T.E Pankratova, Normal forms and versal deformations for Hill's equations, Func. 
Anal. Appl. 9:4 (1975) 306-311. 
J.A. Little, Nondegenerate homotopies of curves on the unit 2-sphere, J. Diff. Geom. 4:3 (1970) 
339-348. 
J.A. Little, Third order nondegenerate homotopies of the space curves, J. Diff. Geom. 5 (1971) 
503-515. 
V.Yu. Ovsienko, Classification of third-order linear differential equations and symplectic sheets of the 
Gel'fand-Dikii bracket, Math. Notes 47:5,6 (1990) 465-470. 
G.B. Segal, Unitary representations of some infinite dimensional groups, Comm. Math. Phys. 80:3 
( 1981 ) 301-342. 
G.B. Segal, The geometry of the KdV equation, in: Trieste Conference on Topological Methods in 
Quantum Field Theories, eds. W. Nahm et al. (World Scientific, 1990) pp. 96-106. 
M.Z. Shapiro, Topology of the space of nondegenerate closed curves, Mat. Sbornik, ~ para~tre. 
D. Sullivan and W. Thurston, Manifolds with canonical coordinate charts: some examples, L'Enseign. 
Math. 29 (1983) 15-25. 
H. Whitney, On regular closed curves in the plane, Compositio Math. 4 (1937) 276-284. 
E.J. Wilczynski, Projective Differential Geometry of Curves and Ruled Surfaces (Teubner, Leipzig, 
1906). 
G. Wilson, On the Adler-Gel'fand-Dikii bracket, in: Proc. of the CRM workshop on Hamiltonian 
Systems, J. Hamad and J.E. Marsden, eds., Publ. CRM (1990) pp. 77-85. 
T. Wurzbacher, Symplectic geometry of the loop space of a riemannian manifold, SFB 237 preprint, 
Ruhr Universitiit Bochum (1993). 


