Université Claude Bernard Lyon 1 Algébre Linéaire Avancée
Semestre de printemps 2023-24 Master 1

Examen Terminal — Durée 180 min — lundi 27 mai 2024

Les documents, les téléphones et les calculatrices ne sont pas autorisés.

La notation tiendra compte du soin apporté a la rédaction des réponses.
Les réponses mal justifiées ne permettront pas d’obtenir tous les points.
L’énoncé comporte 3 exercices.

Exercice 1. Puissances d’une matrice inversible

1.

Montrer que si deux matrices A et B de M,,(C) commutent alors

(A+ B)" = ki_o <Z> AFpnk,

. Commengons par un exemple :

110
M=[0 2 1
00 2
Montrer par récurrence, que
1 —142" 1-2"+ n2"
M"={(0 2" $n2"
0 0 2"

Soit M = D + N la décomposition de Dunford de la matrice M. Montrer que chaque coefficient de
D™ est de la forme £1™ + (2™ avec £ et ¢ dans C.

4. Montrer que M™ = D™ +nD" ! N.

5. Expliquer pourquoi le fait les 3 suites (1,2",7n2™) forment une famille libre permet de déterminer

10.

D". En déduire I'expression de D™ pour n € N.
Passons au cas général. Pour A € C* et j € N. On définit la suite 0y ; : N — C,n — (?) A"
Soit

E, (CN — (CN

(Un)neny > Ex(up) :nr— upy1 — A\up,.

Justifier que E) est un endomorphisme du C-espace vectoriel CN et déterminer son noyau.
Calculer Ey (0 ;).
En déduire que la famille (6 ;)xec+ jen est libre.
Soit A\1,...,As € C* et ay,...,as € N*. Notons d = Zle «;. Considérons

© (Cdfl[X] — (Cd
P (POM)

t=1,...,8 °
0<) <o

Montrer que ¢ est un isomorphisme linéaire.

Soit u = [];_; (X —X;)*. Pour n € N, soit @, et R, les quotient et reste de la division euclidienne
de X™ par pu.

Montrer que

p(Rn) = (Gm,j(”)> i=1,...,8"

g

0<) <oy



11. En écrivant R, = Z?;ol ¢t Xt on forme d suites c!. Montrer que, pour tout i = 0,...,d — 1, la

suite (c,)nen appartient a

Vect(axi,j(n)> i=1,...,5 "

0<) <oy
12. Montrer que, pour toute matrice A dont le polynome minimal est p, il existe une unique famille
de matrices (AY) i—1 s telle que
0<j <oy

VneN A" =Y"AY0, ;(n).

i,J
13. Soit A = D + N la décomposition de Dunford de A. Montrer que
D" = Z AiOG,\i,o(n).
4,0
Exercice 2. Décomposition QR.

1. Soit A € GL,,(R) pour n € N*. On veut montrer qu’il existe un unique couple (O, T') tel que A =
OT, O est orthogonale et T est triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux strictement
positifs.

(a) Démontrer I'uniciteé.
(b) Démontrer 'existence.

2. Soit C4,...,C, les colonnes de A. On munnit R” du produit scalaire canonique (e, o) et de la

norme associée || o ||.
(a) Montrer que
[ det(A)] < [IChfl x -+ X [|Ch].-

(b) Montrer que I'on a égalité si et seulement si Vi # j on a (C;,C;) = 0.
3. Pour z1,...,2, € C, on note VDM/(z,...,z,) la matrice n x n dont l'entrée (i, j) est z;_l.
(a) Montrer que si deux des z; sont égaux alors det(VDM (z1,...,2,)) = 0.

(b) Soit X une indéterminée. Montrer que det(VDM (z1,...,2,—1,X)) est un polynome de degré
au plus n. Déterminer le coefficient de X™.

(¢) En déduire, par récurrence, la réciproque de la premiére question.
(d) En déuire aussi que
det(VDM(z1,...,2,)) = H (zj — 2i).

1<i<j<n

4. On admetra que la question 2 est aussi valable sur les nombres complexes lorsque (o, o) et || o ||
sont les produit et norme hermitiens canoniques sur C".

Soit D le disque unité fermé de C. Soit

f: D — R
(z1) H1§i<j§n Zj — Zil-

(a) Montrer que Vz € D" f(z) <nz.
(b) Montrer que Vz € D™, on a

f(z) =n% <= {z1,...,2,} sont les sommets d’un polygone régulier.



