
1 Dimension in�nieNous avons vu que pour un espa
e ve
toriel �niement engendré, toutes lesbases ont même 
ardinal. Ce théorème admet la généralisation suivante :Théorème 1 Soit E un k-espa
e ve
toriel. Alors,1. il existe une base pour E.2. Deux bases de E sont en bije
tions.La démonstration de 
e théorème utilise de manière essentielle l'axiomedu 
hoix. En e�et, on peut montrer que sans l'axiome du 
hoix 
e théorèmeest faux.La première partie du théorème est une appli
ation du lemme de Zorn :on montre grâ
e à 
e lemme qu'il existe une famille libre maximale dans E.On montre ensuite, 
omme dans le 
as de la dimension �nie que 
ette familleest génératri
e. Les détails sont laissés au le
teur.La se
onde partie du théorème est plus déli
ate. Nous allons en montreri
i une version plus faible :S'il existe une base dénombrable de E, alors toute famille libre de E estau plus dénombrable et toute base de E est dénombrable.Démonstration. Soit B = (en)n∈N une base dénombrable de E. Soit B′une autre base de E.Montrons tout d'abord que B′ est in�nie. Si 
e n'était pas le 
as, E seraitde dimension �nie et le 
ardinal des familles libres �nies serait borné par ladimension de E. Ce
i 
ontredit le fait que pour tout N , la famille (en)n≤Nest libre.Soit F une famille libre de E. Notons FN le sous-espa
e ve
toriel de Eengendré par la famille (en)n≤N . Ces sous-espa
es sont de dimensions �nies,et
E =

⋃

N∈N

FN .

1



Comme les FN sont de dimensions �nies et F ∩FN est libre, F ∩FN est �ni.Or,
F =

⋃

N∈N

F ∩ FN .Don
 F est au plus dénombrable. La démonstration est terminée. �Corallaire 1 Il n'existe pas d'isomorphisme linéaire entre E = k[X] ≃
⊕

N
k = k(N) et son dual E∗ ≃

∏

N
k ≃ kN.Démonstration. Si k est �ni ou dénombrable, 
omme k[X] = ∪n∈Nk[X]n,

k[X] est dénombrable. Or kN ne l'est pas 
ar {0, 1}N ne l'est pas. Il n'existedon
 pas de BIJECTION entre E et E∗.Supposons maintenant que k est non dénombrable. Nous savons tousqu'il existe une base dénombrable de k[X]. Il su�t don
 de montrer qu'ilexiste une famile non dénombrable libre dans E∗. La famille (

φx : k[X] −→

k, P −→ P (x)
)

x∈k


onvient. Si on pense à E∗ 
omme à kN, on é
rirait plut�tque la famille (xn)x∈k 
onvient. �
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